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Wiskunde in de vensterbank 

Wij lopen rakelings langs wonderen heen. 
Wij zijn erin ondergedompeld en beseffen 
het niet. 

Ir. E. A. Bosman in 
Het wondere onderzoekingsveld der vlakke meetkunde. 
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°ENKELE INTERESSANTE K R O M M EN - VI 
M E E T K U N D E IN DE V E N S T E R B A N K door Ir.H.M.Mulder e.i. 

Archimedes maakte zijn figuren met een stok in het zand van de vloer. Misschien maak 
iü ze met een ballpoint op een blocnote. Vandaag wil ik je vertellen over krommen, die 
door een ijzeren staaf worden gekrast in de verf van een vensterbank. 

Op een avond ontdekte ik een merkwaardige kromme. Een raam 
(QR, zie de foto op deze bladzijde) was door middel van een zoge-
naamd uitzetijzer (RS) op de vensterbank vastgezet met een pin P. 
Als het raam open of dicht werd gedraaid, kraste het eind (S) van het 
uitzetijzer een kromme in de verf. 
Omdat deze kromme me interesseerde, besprak ik met de amanuensis 
van ons lyceum (Mencia de Mendozalyceum te Breda) de mogelijkheid 
een instrument te maken, waarmee de situatie van het raam met uitzet-
ijzer nagebootst zou kunnen worden. Een foto van het door hem ver-
vaardigde model vind je op deze bladzijde. Je kunt het van karton 
maken. Mooier is het echter het van latjes te maken, maar dan kun je 
beter de in figuur 1 (bldz. 26) aangegeven maten verdubbelen. 
In het „uitzetijzer" maak je een gleuf, die langs P kan schuiven. De arm RQ kun je 
verstellen door een pen R (zie fig.1) in diverse gaten te zetten. Maak de diameter 
van het gaatje bij R iets groter dan de gleuf breedte. De pen R kan dan niet door de 
gleuf glijden. De pen P wel. In 
het eind van RP zet je bij S een 
stuk potlood, waarmee je de 
krommen kunt trekken op een 
stuk papier, dat je bevestigt op 
de plaat karton, die de venster-
bank moet voorstellen. De lat 
PQ van het model schroefje 
aan de plaat karton vast. Wan-
neer je de maten van fig. 1 aan-
houdt, dan ligt RQ tussen 2 en 
18 cm. Immers in A PQR 
geldt: 

b — a<c<b + a 
als PQ = è, RQ = c en RS = a 
gesteld wordt. 



20 
10 

m 

ontwerp 
RNuyten 
& re d a 

iT]r'-^ 
o o o o -f- ^ 

7Vz 
5] 

Fig.I 

Bekijk nu eens de krommen op de foto (bldz. 25) of in figuur 2. Je 
ziet, dat ze in twee groepen uiteenvallen: 

a. voor de waarden 2 < c < 10 de krommen, die op PQ links van 
P eindigen, 

b. voor de waarden 10 < c < 18 de krommen, die op PQ rechts van 
P eindigen. 

Tussen beide groepen ligt de „scheidingskromme" (c = 10), die 
„abrupt" eindigt in het midden van de halve cirkel, die alle krommen 
omsluit. 

W E B L A D E R E N D I T N U M M E R E V E N D O O R 

De „interessante krommen" vinden we deze keer in een vensterbank. Ir. Mulder te 
Breda liet een instrument vervaardigen om deze krommen te kunnen tekenen. De 
vaste rubrieken: „Projectieve meetkunde", „e", „Platlanders" zijn er natuurlijk weer. 
Ook ditmaal vinden wc in het midden van het tijdschrift een mooie en zeer vernuftige 
prent van de graficus M. G. Escher. De prent wordt in een bijbehorend artikel toe-
gelicht. We herdenken de 450e geboortedag van Mercator, de postzegelliefhebbers 
vinden een afbeelding van een aan hem gewijde Belgische zegel. De oplossingen van 
de „Denkerties" staan achterin. Ditmaal boekenbonnen voor: Adr*. Veenhuizen klas i 
MMS te Oss en Care! Ruskamp, Dr. M. Jacobslyc. te Sappemeer. 
Er zal dit jaar weer een extra nummer verschijnen. Het zal geheel gewüd zUn aan 
vectoren. 
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Deze halve cirkel kun je tekenen door de pen bij R weg te nemen en het „uitzetijzer" 
geheel door te schuiven tot de „punten" R en P samenvallen. 

Met het model kunnen ook krommen getekend worden aan de andere zijde van 
PQ. Deze zijn spiegelbeelden ten opzichte van PQ van de reeds getekende krommen. 
Sommige der getekende krommen vormen met hun spiegelbeeld samen een figuur, 
die de vorm heeft van een ui. De krommen, die behoren bij waarden van c tussen 
9 en 10 hebben de meest opmerkelijke vorm. Om deze te kunnen tekenen moet je 
in de buurt van c = 10 wat meer gaatjes maken in de lat RQ (zie de foto). 

De krommen wiskundig beschouwd. 
Als het raam opengedraaid wordt, beschrijft R een cirkel met middel-
punt Q en straal c. RS is dan een lijnstuk met een gegeven lengte a, dat 
door het gegeven punt P moet gaan. Kort samengevat luidt dus de 
meetkundige formulering van ons probleem: 
Gegeven zijn een cirkel (Q, c), een punt P en een lengte a. 
Door P gaat een lijnstuk met de lengte a, waarvan het ene eindpunt 
(R) op de cirkel ligt. 
Gevraagd wordt de kromme door het andere eindpunt (S) beschreven. 



Niet alleen het raam met uitzetijzer geeft aanleiding tot deze wiskundige formulering. 
Hier is een heel ander voorbeeld: 

Een hond (H) is aan een lijn met lengte a vastgemaakt. 
Het andere uiteinde van de lijn kan glijden langs een 
cirkel (Q, c). De hond blaft een persoon (?) aan, die 
op een afstand b van Q staat. Laat 6 < a + c zijn. 
Dan krijg je het hiernaast afgebeelde geval. De hond 
trekt natuurlijk steeds de ketting strak in de richting 
van P. Teken nu de kromme, waarlangs de hond zich 
beweegt. 

Conchoïden. 
De door de hond H en het uiteinde S van het uitzetijzer beschreven 
krommen zijn delen van conchoïden. Er zijn allerlei soorten conchoïden. 
Heel bekend is de conchoide van Nicomedes (omstr. 200 j . v. Chr.). 
De definitie daarvan luidt: Gegeven een vast punt O (de pool), een 
vaste rechte r (de basis) en een afstand a. Trek door O een willekeurige 
rechte /, die /• in M snijdt. Pas op / af MP = ö en MQ ---- a. De ver­
zameling van de punten P en Q, als / variabel is, is dan de conchoïde 
van Nicomedes. Deze conchoïde heeft altijd veel belangstelling onder­
vonden bij de wiskundigen en werd ook in de architectuur gebruikt 
(bij de vormgeving van zuilen). 
Het voorschrift, waarmee de punten S in fig. 2 en de punten H in fig. 3 
worden bepaald, komt overeen met dat van de conchoïde van Nico­
medes, wanneer men de pool O laat samenvallen met het gegeven punt 
P en de cirkel (Q, c) als basis neemt, inplaats van de rechte r. 
Het is de moeite waard de constructie van de punten S in fig. 2 geheel 
los te maken van het uitgangspunt (raam met uitzetijzer) en volledig 
wiskundig uit te voeren, dus ook voor die standen van S, waarbij P op 
het verlengde van RS komt te liggen. Dan pas ziet men de vorm van de 
conchoïden. Dan blijkt ook, dat de „scheidingskromme" niet op de 
halve cirkel eindigt, maar deel is van een vloeiend gebogen lijn. 

°°°Poolcoördinaten. 
De ligging van de punten S van fig. 2 kan worden gegeven met behulp van pool­
coördinaten. Daarbij geeft men meestal de afstand PS = r als functie van de hoek 
QPS = (p. (PQ ligt immers vast). 
In het geval van fig.4 (c > b) luidt deze functie: 

r = a + 6 cos 9 — ^' (?■ — IP' sin^ tp 

(Immers a = r -\- PR, dus r = a ­ PR; PR = Vc^ ­ b^^vi^tf — bcos <p) 
In het geval van fig. 5 (c < b) vindt men: 

r = a + b cos cp ± ^c' — Ir' sin^ 9 

Fig. 3 
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Fig. 4 Fig. 5 

De beide gevallen gaan in elkaar over, als c = 6 gekozen wordt, dan luidt de verge-
lijking van de kromme r ^ a + 26 cos <p of r = a (cirkel). 
De eerste is dan de zg. „scheidingskromme", die een bijzonder geval is van deze 
conchoïden. nl. een limafon van Pascal. De limafon is besproken in de nummers 
2 en 3 van jaargang 1. 

°°HET DELISCHE PROBLEEM II 
De vorige keer gaven we een exacte oplossing van het Delische probleem, die echter niet 
aan de voorwaarde voldeed, dat voor de constructie alleen maar passer en liniaal ge-
bruikt mogen worden. We bespreken nu een benaderings-constructie en wel van 
Mascheroni (1797). 

Een benaderingsconstructie geeft als resuhaat een hjnstuk, dat in 
grootte zeer dicht bij het gevraagde komt. Het is dus geen exacte 
oplossing, maar door de grote nauwkeurigheid is zo'n oplossing prak-
tisch zeer bruikbaar. 
De Italiaan Mascheroni ging er van uit, dat als gevraagd werd x zo te 
construeren, dat x^ = 2a^, dit neerkwam op het construeren van een 
lijnstuk met de lengte a-^2 ?** 1,2599209a. 
Nurekendehij uit,datV'3 —^2 '=> 1,2592800 <L.=r..=-::il.' , P 
en dat verschilt minder dan 0,0007 van ^2. 
V 3 — 1/2 is met passer en liniaal te con-
strueren en Mascheroni liet zelfs zien, dat 
het ook met de passer alleen gaat. 

Fig. 6 
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In fig. 6 is V3 — v 2 geconstrueerd: Aan de cirkel (M, 1) is de raaklijn BP = 1 
geconstrueerd. PM snijdt de cirkel in S. Q is gevonden door uit S nog eens de straal 
om te cirkelen. We zien nu: (QR is hoogtelijn in A MQS) 

MP = V2, RP = V2 ­ h RQ = i V 3 , QP^ = (W^Y + (V2 - W = ^ - v 2. 

De passerconstructie van Mascheroni is in fig.7 uitgevoerd: 
Op de cirkel (M, 1) is een punt A ge­
kozen. Daarna zijn achtereenvolgens 
AB == BC = CD = 1 omgecirkeld. Nu ^ 
is AC --=---- V3 (waarom?). Uit A en D 
zijn daarna AP en DP beide gelijk aan 
AC omgecirkeld. Nu is MP = V2­ Door 
MP uit A om te cirkelen werd op de cir­
kel hetzelfde punt S gevonden als in de p 
vorige constructie. (Ga dat even na). 
Door uit S nog eens de straal om te 
cirkelen werd hetzelfde punt Q gevonden 
als in fig. 6. PQ is nu weer V3 — ■\/2. 

° Gerard Mercator en de Mercator-projectie 

Op 5 maart 1512,datisnu450jaargeleden, werd 
in Rupelmonde aan de Schelde (België) Gerard 
Mercator geboren. Wanneer we in vogelvlucht 
zijn leven overzien, dan merken we hem op als 
leerling van het gymnasium in Den Bosch en 
later als „armenstudent" op de universiteit in 
Leuven. We zien hem daar beginnen met het 
vervaardigen van kaarten en landmeetkundige 
en astronomische instrumenten. In 1552 gaat 

hij met zijn gezin naar de geboortestreek van zijn ouders en vestigt 
hij zich in Duisburg. In 1563 wordt hij tot „hof­kosmograaf" van de 
hertog van Kleef benoemd. Op 2 december 1594 sterft hij en wordt hij 
begraven in de Salvatorkerk in Duisburg. 

Hij was ccn veelzijdig geleerde. Het meest bekend is hij geworden door de door hem ge­
vonden kaartprojectie, die wij nu de Mercatorprojectie noemen. Op de cartografie van 
zijn tijd en van de daarop volgende periode heeft hij zijn stempel gedrukt. Hoewel hij zelf 
maar weinig opmetingen in het veld heeft gedaan, heeft hij naar bestaande gevens een 
groot aantal kaarten van alle delen van de wereld getekend. Deze verzamehng noemde 
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hij voor 't eerst: ATLAS. Zijn kaarten zijn buitengewoon fraai uitgevoerd. Vooral de 
beschrifting in een fiin cursief lettertype, waarvoor hij zelf in 1540 een schriifmethode 
heeft geschreven, is in korte tijd door alle cartografen overgenomen. 

Mercator stelde zich o.a. als doel zeekaarten te vervaardigen, waarop 
de zeeman op eenvoudige wijze een vaste koers kon uitzetten. Bij het 
varen van een plaats A naar een plaats B moet een zeeman nl. trachten 
twee idealen te verwezenlijken: Hij wil graag de kortste route varen 
van A naar B, maar eveneens zo min mogelijk zijn koers wijzigen. De 
kortste afstand tussen twee punten op een bol is een deel van de groot-
cirkel (orthodrome) door die punten. Het varen langs die grootcirkel 
vergt echter een voortdurend wijzigen van de koers. Trekt hij een lijn 
op de kaart, waarlangs hij zonder koerswijzigingen kan varen (zeiltrek 
of loxodrome), dan is de afstand, die hij moet afleggen, te groot. Hij 
bereikt nu een compromis door telkens kleine stukken van loxodromen 
te varen en dan van tijd tot tijd zijn koers te wijzigen. Hoe groter het 
aantal stukken loxodromen daarbij is, des te beter benadert hij de 
grool cirkel en dus de kortste afstand. 

Voor een zeeman is het nu belangrijk een loxodrome als rechte lijn op een kaart te kunnen 
trekken en dat is het wat Mercator zich ten doel stelde. Een loxodrome maakt met elk der 
meridianen eenzelfde hoek en dus moest Mercator een kaart tekenen, waarop de meridia-
nen evenwijdige lijnen zijn. Echter moest zijn afbeelding ook aan de eis voldoen, dat de 
hoeken tussen een loxodrome en elk der meridianen bij het afbeelden gelijk bleven. 
Men meent dikwijls, dat Mercator zijn doel bereikte door de globe uit het middelpunt op 
een cilinder te projecteren, die de 
aarde langs de evenaar omhult. Zie 
fig. 8. Bij deze wijze van projecteren 
nl. worden alle meridianen afge-
beeld als loodlijnen op de evenaar. 
In fig. 8 wordt echter wel duidelijk, 
dat op hogere breedten een oneven-
redige uitrekking in de richting van 
de polen ontstaat. Deze projectie-
methode geeft dan ook alleen een 
redelijke afbeelding van die delen 
van de wereld, die tussen ongeveer 
40° NB en 40° ZB liggen. Verge-
lijk dit eens met fig. 9, die een echte 
Mercatorprojectie is. Ook op ho-
gere breedten is daar de afbeelding 
nog heel goed. Fig. 8 

De Mercatorprojectie heeft een eigenschap, die de centrale-cilinder-
projectie mist en dat is, dat ze „hoektrouw" is. De gelijke hoeken, die 
een loxodrome met de meridianen maakt, zijn ook in de afbeelding nog ge-
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lijk. Bij de centra-
le-ciUnder-projec-
tie, die niet,,hoek-
trouw" is, worden 
loxodromen dus 
niet als rechte lij-
nen afgebeeld, bij 
Mercator wel. Dat 
maakt de Merca-
torprojectie zo u-
niek en zo bruik-
baar. Zie de loxo-
drome in fig. 9. 

We hebben voortdu-
Fig. 9 I-end gesproken over 

; Mercatorprojectie, 
maar eigenlijk is dat niet juist. Wat we bij projecteren doen (zie de artikelen over 
projectieve meetkunde) gebeurt niet bij de Mercatorprojectie. Er is niet een punt, 
waaruit of een vlak, waarop geprojecteerd wordt. Men noemt deze wijze van 
afbeelden dan ook wel een afgeleide projectie. 

De kaarten van Mercator zijn door hem geconstrueerd volgens een vrij 
ingewikkeld procédé, waarvoor we grote bewondering kunnen hebben, 
omdat de integraalrekening, die deze werkwijze zou kunnen verklaren 
in zijn tijd nog niet bestond. In principe komt zijn wijze van afbeelden 
hierop neer: 
a. Evenals bij de centrale-cilinder-projectie worden de evenaar en de 
parallelcirkels afgebeeld als een stelsel evenwijdige lijnen. De meri-
dianen zijn dan lijnen loodrecht op de evenaar. 
b. Doordat in deze afljeelding alle parallelcirkels dezelfde lengte krijgen 
als de evenaar worden ze uitgerekt. Deze uitrekking wordt nu in 
zekere zin weer goed gemaakt door hun onderlinge afstanden ook uit 
te rekken en wel (dat is de vondst van Mercator) evenredig met de 
uitrekking van de parallelcirkels zelf. 
De afbeelding van Mercator wordt daarom wel genoemd de „kaart met 
de wassende breedten". 

In fig. 9 is behalve een loxodrome ook nog een grootcirkel afgebeeld. Deze komt in de 
afbeelding te staan als een golflijn. Je ziet, dat het mogelijk is. dat een groot deel van 
een grootcirkel door een loxodrome wordt benaderd. 
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Bov en en Onder 
bij een prent van M. C. Escher ; 

In de eerste jaargang stond een artikeltje over HET VERDWIJNPUNT. 
Daarin werd opgemerkt, dat er bii het tekenen van een landschap volgens de regels 
van de „perspectiefleer" enige vereenvoudigingen van de werkelijkheid worden ingevoerd. 
De bolvorm van de aarde wordt biivoorbeeld verwaarloosd. Men tekent wegen, alsof ze 
op een plat vlak liggen. De zuiver wiskundige perspectivische constructies zün dan vrij 
eenvoudig en het resultaat komt nog aardig overeen met wat we menen te zien. 
In dit artikel zullen we zien, dat onze afbeeldingen van de werkellikheid op een plat vlak 
(het tafereel) niet overeenkomen, met wat we waarnemen bij het kyken naar de dingen. 

Nemen we eens aan, dat we op een hoge brug over een spoorweg Staan en dat deze 
spoorweg onder een wolkenkrabber doorloopt (zie fig. 10). Kijken we naar beneden, 
dan zien we de rails als evenwijdige lijnen. Kijken we recht voor ons uit, dan zien 
we de rails naar elkaar toe lopen; kijken we naar de andere kant, dan zien we ze 
eveneens naar elkaar toe lopen. Als we dat in een figuur willen weergeven, dan ziet 
het eruit als in fig. 12. 
Bij de verticale lijnen van de wolkenkrabber is ook zo iets aan de hand. Kijken 
we recht voor ons uit, dan zien we ze als evenwijdige lijnen. Kijken we naar boven 
of naar beneden, dan zien we ze naar elkaar toe lopen. (fig. 11). 
Nu kunnen we nooit een wolkenkrabber in één 
blik overzien, maar misschien is het wel moge­
lijk in een figuur, weer te geven, wat we menen A, k 
te zien. Gedeeltelijk heeft Escher in de prent .•' \ S 
BOVEN EN ONDER een dergelijk soort af­ .■' '■. M 

Fig. 10 Fig. 11 Fig. 12 
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Wiskunde-Olympiade - Nederland 1962 

Einduitslag 

De winnaars van de Wiskunde-Olympiade 1962 zijn: 
1. v.d.Meys,A.A.B.M. 's-Gravenhage, St. AloysiuscoUege 91 p. Gymn 
2. van Oostrum, P. Geldermalsen, Chr. HBS Culemborg 84 p. HBS 
3. Kuypers, J. C. Apeldoorn, Koninklijke HBS 82 p. HBS 
4. Verhoeven, C. H. Loon op Zand, St. Od. Coll., Tilburg 81 p. Gymn 
5. van Gelder, M. J. Meerveldhoven, Lorentz-Lyc, Eindhoven 80 p. HBS 
6. Worm, R. Amsterdam, Spinoza Lyceum 74 p. Gymn 
7. Soeters, C. Rotterdam, Charloise Lyceum 72 p. HBS 
8. Drenth, J. J. Groningen, Dalton HBS • 62 p. HBS 
9. Prüst, W. H. L. M. Eindhoven, St. JoriscoUege 59 p. HBS 

10. Petterson, J. A. Rotterdam, St. Montfortcollege 56 p. HBS 

Op donderdag 29 november heeft de Secretaris-Generaal van het Ministerie van 
Onderwijs, Kunsten en Wetenschappen, Dr. J. H. Wesselings, de rangnummers 
bekend gemaakt en de boekenprijzen uitgereikt. 

Daarbij waren aanwezig: de tien prijswinnaars, hun ouders, hun docenten, enkele 
rectoren; van het departement de Heren Mr. Broekman, Mr. Ir. Goote en Dr. 
Verlinden. Verder waren aanwezig de inspecteurs van het VHMO de Heren Dr. 
van der Neut en Dr. Gribnau, terwijl Prof. Dr. O. Bottema aanwezig was als 
voorzitter van de Adviescommissie van de Wiskunde-Olympiade, 
De bijeenkomst stond onder leiding van de voorzitter van de Nederlandse Onder-
wijscommissie voor Wiskunde Prof. Dr. H. Freudenthal, geassisteerd door de 
secretaris van die commissie Dr. Joh. H. Wansink. 

De deelnemers konden maximaal 120 punten behalen, nl. 90 voor de opgaven van 
de tweede ronde vermeerderd met 25% van hun puntentotaal bij de eerste ronde. 
Onder de 60 deelnemers van de tweede ronde waren 35 HBS'ers en 25 Gym-
nasiasten, afkomstig uit 10 provincies. 



Maar dit is niet het enige en ook niet het merkwaardigste in deze prent. 
Laten we ons eens voorstellen, dat een „ruimtevaarder" een kubus, waarvan de 
wanden gedeeltelijk open zijn, vrij in het heelal zweeft. De begrippen onder en boven, 
die eigenlijk alleen maar door de zwaartekracht opgeroepen worden, hebben dan geen 
zin meer: elke wand van de kubus kan fungeren als bovenwand, als onderwand of 
als zijwand. De „ruimtevaarder", die zich in de kubus zou bevinden, zou even ge-
makkelijk elk der vlakken kunnen gebruiken om er over te lopen. Elk vlak kan 
dus de functie „ondervlak" hebben. 
Escher heeft dit geval gesuggereerd in een houtgravure, die vóór de litho BOVEN 
EN ONDER is gemaakt. Deze prent heet ANDERE WERELD (fig. 14). De door-
kijk in het middelste deel van de plaat is zijwand ten opzichte van het erachter 
voorgestelde maanlandschap; hij is bovenwand ten opzichte van de sterrenhemel 
rechtsonder en onderwand ten opzichte van het maanlandschap rechts boven. 

In de prent BOVEN EN ONDER, die uitermate knap van constructie 
is, merken we een vlakje op in het centrum van de prent, dat een dubbe-
le functie vervuh. Het is het „tegelvloertje", dat voor het onderste 
deel van de prent als plafond (zenit) fungeert en voor het bovenste deel 
als bodem (nadir). In de omgeving van dit centrum is de prent het 
boeiendst door de onwerkelijke en tegelijk zo logisch doordachte 
overgangen van de onderste voorstelling in de bovenste. Onder aan 
de prent zien we de vloer nog eens terug, maar nu onmiskenbaar als 
vloer. Bovenaan zien we nog eens het plafond. Verder is hetgeen boven 
de horizontale symmetrieas is voorgesteld volkomen gelijk aan wat 
onder de symmetrieas weergegeven wordt. 
We kunnen ons de constructie 
van de prent het best begrijpen, 
als we ons voorstellen, dat hij 
op de binnenkant is getekend 
van een halve cilinder, die als 
een gewelf boven ons staat. De 
onderste horizon (zie fig. 13) is 
op ooghoogte getekend. Nu wen-
den we onze blik langzaam naar 
boven. Onze blikrichting door-
loopt dan ongeveer een kwart-
cirkel (90°). 

Vervols op bladz. 38. Fig. 14 
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De Groninger dichter en schilder Hendrik de Vries 
schreef bij een bespreking van een tentoonstelling 
van Eschers werk: 

Hij is iemand voor wie optische illusies niet alleen 
misleidingen zijn, maar ook openbaringen van de be-
trekkelijke waarde van elke waarneming. Iemand, die 
niet alleen in raadsels wandelt, maar ook zich ver-
heugt in raadsels te wandelen. 



Ook schreef Hendrik de Vries: 

Men doet hem onrecht, wanneer men hem alleen waar-
deert om zijn verbijsterende knapheid. Men draait het 
beter om door te zeggen: hij moest zich een enorme 
knapheid eigen maken, om ons op deze bijzondere wijze 
te kunnen verbijsteren. 



We kijken nu naar het,,plafond". Wat er verder komt is een acroba-
tische toer: We buigen het hoofd steeds verder achterover en zien het 
hele tafereel nog eens op de andere kant van de cilinder: te beginnen 
bij het „plafond", dat nu opeens „vloer" is geworden. Als onze blik 
ongeveer 180° is gedraaid, zien we weer een horizon (de bovenste 
horizon in de prent). 
Waarom zowel de horizontale als de verticale wijkende lijnen als ge-
bogen lijnen zijn getekend, is hierboven reeds verklaard. (Alleen de 
gedeelten vlak bij de bovenste en de onderste horizon zijn volgens de 
traditionele perspectiefleer getekend. 
Merkwaardig is nog de wijze, waarop de verdwijnpunten links boven 
en rechts onder (ook rechts boven en links onder) samenhangen. 

Soms zien we in een glimmende wieldop van een auto de straat weerspiegeld ongeveer 
met een perspectief met gebogen lijnen, zoals die in elk der beide delen van de prent is 
toegepast. 

""Projectieve Meetkunde II 
In het vorige artikel maakten we kennis met twee soorten projectie, nl. centrale- en 
parallelprojectie. We zagen, dat sommige eigenschappen van figuren (bijvoorbeeld het 
evenwijdig zijn van zijden) bij parallelprojectie wel blijven bestaan, maar bij centrale 
projectie niet. In de projectieve meetkunde worden die eigenschappen van figuren be-
studeerd, die bij elk soort projectie invariant zijn. 

Op het eerste gezicht zijn er dat niet veel. Bekijk maar eens een foto. 
Fotograferen is nl. ook een soort projecteren. Lijnstukken en hoeken, 
zelfs ook verhoudingen van lijnstukken veranderen op foto's van 
grootte. De foto van een cirkel is meestal een ellips. Maar als een lijn 
de cirkel snijdt, dan snijdt het beeld van die lijn de beeldellips. En als 
een lijn de cirkel raakt, dan raakt zijn beeld de beeldellips. Snijden en 
raken blijven bij projecteren bestaan. Voorlopig kunnen we voor cen-
trale- en parallelprojectie op een plat vlak 5 eenvoudige stellingen 
noemen: 

1. De projectie \an een punt (A) is een punt (A'); 
2. De projectie van een rechte (/) is een rechte (/'); 
3. Als A ligt op /, dan ligt A' op / ' ; 
4. Als twee krommen K en L elkaar snijden in een punt P, dan snijden K' en L' 

elkaar in het beeld P' van P; 
5. Als een rechte / een kromme K in een punt P raakt, dan raakt / ' de kromme K' 

in het beeld P ' van P. 
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Het is niet moeilijk de juistheid van deze stellingen te verifiëren. Dat 
laten we hier achterwege. We moeten echter wel opmerken, dat ze 
niet zo algemeen gelden, als we wel zouden wensen. We hebben bijv. 
in ons vorige artikel gezien, dat het beeld van twee snijdende rechten 
wel twee evenwijdige rechten kan 
zijn. In dat geval geldt steUing 4 dus 
niet. In dit artikel wordt besproken 
hoe de stellingen algemeen geldig ge-
iTiaakt worden. 
We willen daarvoor eerst onze aan-
dacht schenken aan een zeer bekende 
stelling van de projectieve meet-
kunde, nl. de stelling van Desargues, 
genoemd naar Girard Desargues 
(1593-1661 of 1662), leermeester van 
Blaise Pascal. Daarvoor bekijken we 
fig. 16: TABC is daarin een driezij- Fig. 16 
dige piramide. Deze wordt gesneden 
door een plat vlak, dat gaat door de 
punten Aj, Bj en Cj op de ribben. 
Omdat AjBi en AB beide in vlak 
TAB liggen, snijden ze elkaar in een 
punt R. AjCi en AC snijden elkaar 
in een punt Q en B^Ci snijdt BC in 
een punt P. Omdat P, Q en R zowel 
in vlak AjBiC] als in vlak ABC lig-
gen, liggen ze op de snijhjn van deze 
vlakken. Wanneer we dit alles aan 
fig. 16 bekijken, dan stellen we ons 
daarbij de piramide ruimteUjk voor. 
We denken ons in, dat de punten Aj, F'S-17 
B, en Cl hoger liggen dan A, B en C. 
T ligt dan het hoogst van alle punten, bijvoorbeeld ver boven het 
tafelvlak, waarop de piramide staat. 
Wie goed geoefend is in het bekijken van stereometrische figuren, 
heeft er moeite mee in fig. 16 een vlakke figuur te zien. Eigenlijk is 
fig. 16 nl. niet anders dan een samenstel van lijnen en punten, dat door 
een handige arcering en wat schaduwwerking een ruimtelijke indruk 
geeft. In fig. 17 staan dezelfde lijnen en punten. Misschien tracht zich nu 



ook nog wel een ruimteüjke interpretatie op te dringen, maar het valt 
gemakkelijker hierin iets geheel anders te zien, nl. twee driehoeken 
(AiBjCj en A2B2C2), die in hetzelfde vlak op een bijzondere manier ten 
opzichte van elkaar liggen. De verbindingslijnen van de hoekpunten 
gaan bij deze driehoeken nl. door één punt, terwijl de drie snijpunten 
van de rechten, waartoe de gelijkstandige zijden behoren, op één 
rechte Hggen^). 
Dat in de piramide, die in fig. 16 is afgebeeld, de lijnen AAj, BBj en CCj 
door één punt (T) gaan en dat de punten P, Q en R op één rechte liggen 
kan men stereometrisch gemakkelijk inzien. Omdat fig. 16 van deze 
situatie een projectie is en bij projecteren het „gaan door" en „liggen 
op" blijven bestaan, is het voor ons vanzelfsprekend, dat ook in deze 
figuur de zojuist genoemde bijzonderheden optreden. Fig. 17 is dezelfde 
als fig. 16 en dus treden ze daar ook op. 
De situatie van fig. 17 wordt uitgesproken door de stelling van Desar-
gues: 

Zijn AjBjCi en AjBjCj twee driehoeken zodanig, dat AjAj, ^fi^ ^" ^S^z 
concurrent zijn 
en is voorts P het snijpunt van BjCj en B2C2, Q dat van AjCj en A2C2 en 
R dat van AjBj en A2B2 
dan zijn P, Q e« R collineair. 
(Rechten worden concurrent genoemd, als ze door één punt gaan, punten zijn collineair, 
als ze op één rechte liggen), 

Vanzelfsprekend is fig. 17 niet een bewij s voor de steUing van Desargues, 
maar een toelichting. Op het bewijs hopen we nog terug te komen. 
Eerst gaan we een paar bijzondere gevallen bekijken en daaruit enkele 
gewichtige conclusies trekken. 

In fig. 17 treden 10 lijnen en 10 punten op. Een dergelijk samenstel van 
lijnen en punten wordt een configuratie genoemd. De configuratie van 
fig. 17 kunnen we karakteriseren door de formule (IO3, IO3), omdat op 
elk der 10 fijnen 3 der punten liggen en door elk der 10 punten 3 der 
lijnen gaan. In fig. 18 zien we nu opnieuw een configuratie van Desar-
gues. De 10 fijnen zijn aanwezig. Echter missen we een der punten 
nl. Q. Dat komt omdat de drie lijnen, die door Q behoren te gaan even-

') De heer J.A.Groeneveld, leraar wiskunde te Enschede, maakt ons erop attent, dat we 
bii de figuren 16 en 17 te maken hebben met het ruimtelijk interpreteren van een figuur. 
zoals dat in nummer 1 in het artikel „Hol en Bol" beschreven is. 
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wijdig zijn. Om nu te handhaven, 
dat er 10 punten zijn, zodat de for-
mule van de configuratie (IO3, IO3) 
blijft, wordt aan de evenwijdige 
lijnen toch één gemeenschappefijk 
punt toegekend. Men noemt dat het 
oneindig verre punt van de evenwij-
dige lijnen of ook wel het oneigen-
lijke punt. Hoewel we met ons 
voorstellingsvermogen direct in de 
knoop raken, als we ons afvragen 
of dit punt Q nu aan de linkerkant 
of aan de rechterkant van de lijnen 
ligt, zijn er een paar overwegingen, die het aannemen van zo'n punt 
aanvaardbaar maken. 
In de eerste plaats kunnen we ons indenken, dat het punt Q in de ruimtelijke situatie 
van de piramide met snijvlak wel aanwezig kan zijn, maar dat bij het afbeelden een 
dergelijke wijze van projecteren werd gekozen, dat de beelden der drie lijnen door Q 
evenwijdig kwamen te lopen. 
Bij een perspectivische afbeelding daarentegen doet zich het omgekeerde geval voor. 
Als we dan de afbeelding van evenwijdige lijnen tekenen, dan lopen die niet meer 
evenwijdig, maar gaan door één punt op de horizon. We zouden dus nu kunnen 
zeggen, dat dit punt op de horizon de afbeelding is van het oneindig verre punt der 
evenwijdige lijnen. 
Vraag: Hoe komt fig. 17 er uitte zien, als niet alleen Q in „het oneindige verdwijnt", 
maar P ook? Probeer het eens. 

Aan iedere rechte lijn van een gegeven plat vlak is nu een oneindig ver 
punt toegevoegd. We hebben de neiging om te denken, dat alle on-
eindig verre punten van dit platte vlak zich op een cirkel bevinden met 
een oneindig grote straal. We kunnen echter aanvaardbaar maken, 
dat we de verzameling van al deze punten van een vlak tot een rechte 
lijn verklaren: de oneindig verre rechte van het vlak. Opnieuw komen 
we in de knoop met ons voorstellings-
vermogen, als we ons afvragen, waar 
die dan wel ergens moet üggen. Hier 
volgt een redenering, waaruit kan büjken, 
hoe men tot het aanvaarden van een 
oneindig verre rechte kan komen: 

We beschouwen twee evenwijdige vlakken a en 
(3. De rechte a van a trekken we evenwijdig met 
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een rechte b van p. Nu hebben a en 6 een oneindig ver punt gemeen. Dat is een punt 
van a, maar ook van p. Bij twee snijdende vlakken liggen de gemeenschappelijke 
punten op de snijlijn. Die is er bij evenwijdige vlakken niet, maar het ligt voor de 
hand om deze uitzonderingspositie op te heffen door aan twee evenwijdige vlakken 
ook een gemeenschappelijke rechte toe te kennen. We noemen die de oneindig verre 
(of oneigenlijke) rechte van deze vlakken. Van elk stel rechten men n(m in a, n in [3, 
m/l n) ligt het oneindig verre punt nu op de oneindig verre rechte van elk der vlakken. 
Vraag: Wat is de verzameling van alle oneindig verre punten, behorende bii alle vlakken 
in de ruimte? 

Samenvatting: 
Om de uitzonderingspositie van evenwijdige lijnen en vlakken op te heflTen en daar-
door de stellingen van de projectieve meetkunde algemeen geldig te maken, heeft 
men de volgende afspraken gemaakt: 

Ifl. Aan elke rechte wordt een oneindig ver punt toegevoegd. 
\b. Van elke rechte, die evenwijdig is met een rechte /, valt het oneindig 

verre punt samen met dat van /. 
2a. Aan elk plat vlak wordt een oneindig verre rechte toegevoegd. 
2b. Van elk vlak, dat evenwijdig is met een vlak a, valt de oneindig 

verre rechte samen met die van a. 
3. De oneindig verre rechte van een vlak is de verzameling van de 

oneindig verre punten van alle rechten van dat vlak. 
4. Aan de driedimensionale ruimte wordt een oneindig ver vlak toege-

voegd. Het oneindig verre vlak van deze ruimte is de verzamehng 
van de oneindig verre punten van alle vlakken van de ruimte. 

Denkertjes 
OPLOSSINGEN 

fflERVAN 
KUNNEN WORDEN 

INGEZONDEN 

24a. In fig. 20 is ABCD een vierkant 
en DEFG een vierde deel daar-
van. Gevraagd het resterende 
drievierde deel in vier congru-
ente stukken te verdelen. 
Ingezonden door B.Nathoeni en 
Ad Zwaai, beide te Amsterdam. 

^m, F 

24b. Het is ook mogelijk het reste- A B 
rende drievierde deel in negen Fig. 20 
congruente stukken te verdelen. Hoe? 

25. Iemand koopt een paar schoenen voor ƒ22,50. De winkelier kan het briefje 
van ƒ25,—, waarmee de klant betaalt, niet wisselen en gaat hiermee naar de 
buurman, die hem twee tientjes en twee rijksdaalders geeft. De klant krijgt 
één van de rijksdaalders en vertrekt tevreden. Na een poosje komt echter de 
buurman met de boodschap, dat het biljet van ƒ 25,— vals was. De winkelier 
voelt zich verplicht de buurman ƒ25,— te geven als schadevergoeding. Nu 
vraagt hij zich echter af, hoeveel schade hij wel geleden heeft. Weet jij het? 
Ingezonden door Jenne Westra, Openb. Ulo, St. Annaparochie. 
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26. Iemand heeft twee glaasjes zonder maatverdeling erop. In het ene kan juist 
5 cc, in het andere precies 9 cc. Verder heeft hij een overvloed van water. Hoe 
kan hij met deze twee glazen 2 cc water afmeten? 
Ingezonden door J. Leferink, 46 HBS, Roermond. 

27. Gegeven is een driehoek ABC, waarin de hoek C recht is: AC = 6 en BC = a. 
a. Construeer de cirkel met middelpunt C zodanig, dat één van de raaklijnen 

uit B aan die cirkel evenwijdig is aan één van de raaklijnen uit A aan die 
cirkel. 

b. Druk de straal van die cirkel uit in a en b. 
Opgave 1, 2e ronde van de wiskunde-Olympiade 1962. 

°°''Getallen, die „GROEIEN" of „AFNEMEN" II 
door J.C.van Rhiin te Vollenhove 

In het vorige artikel bekeken we de getallenrij met de formule ïn = f 1 — - ) " . We za-
nl 

gen, dat de getallen van deze rij toenemend zijn en vroegen ons af, of er een zodanige rem 
op dit toenemen bestaat, dat gn onder een bepaalde grens blijft. Of neemt gn boven alle 
grenzen toe? 

1. Alvorens ons hierover verder het hoofd te breken, gaan we naar 
een andere getallenrij kijken, die door een soortgelijk voorschrift 
gegeven is. We bedoelen de rij: 

G„ = ( l -^- j"" {n^2) 

We berekenen enkele getallen van de rij: 

0.^(1 - i f = 4 

\ 3/ 8 

G . = ( i - i r = 3 ^ 
\ 4/ 81 

enz. 
Blijkbaar worden nü de getaUen G„ kleiner bij toenemende n, terwijl het 
vermoeden rijst, dat de onderlinge verschillen der getallen G„^i en G„ 
kleiner worden, naarmate n groter gekozen wordt. 
We zien gemakkelijk in, dat de getallen G„ voor alle waarden van « ^ 2 
positief zijn. Kunnen we bewijzen, dat ze voortdurend dalen, dan we-
ten we, dat ze begrensd zijn, want dan geldt immers: O < G„ ^ 4. 
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2. We bewijzen nu, dat 

^«-1 < gn èn G„_i > G„, 
dus 

We gaan daarbij uit van het „merkwaardige quotient" 

^ " ~ ^ " = a"-' + a"'^b -T a"-^b^ - . . . + ab"'^ + b"-\ 
a — b 

waarin we nemen Q <b < a. 

In het rechterlid staan n termen, die stuk voor stuk groter dan of gelijk 
zijn aan è"~', maar ook stuk voor stuk kleiner dan of gelijk aan fl"~'. 
Dus mogen we besluiten: 

d" — i)" 
n . è"~' < < n . a"~' 

en dus, wegens a — b > 0: 

n(a - b)b"-^ < a" - b" < n{a - b)a"-K [1] 

De rec/rrerongelijkheid van [1] geeft: 

a" - n{a - b)a"-^ < b" dus a"-^[a - n(a - b)] < b" 

dus a"-^[nb - (n - l)a] < b". [2a] 

Kiezen we nu hierin 

a=l + —^ en Z? = 1 + - (n è 2) 
« — 1 n 

dan gaat [2a] over in 

waarmee dus bewezen is, dat voor n ^ 2 geldt: 

^«-1 < gn-
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3. De linkerongelijkheid van II] stelt ons in staat op gelijke wijze te laten zien, dat 
Gn-j > G„, nl. door deze eerst te herleiden tot 

b^-Hna - (n - l)b] < a„ [2b] 
en daarin voor n ^ 2 te substitueren: 

a = l en 0 = 1 . 
n n — 1 

4. We stellen dus nu vast: 
de rij g„ is een monotoon stijgende rij, de rij G„ is monotoon dalend. 

Nu ligt er nog de vraag: zullen ze elkaar onderweg passeren of tegen-
komen of zal er steeds een zekere afstand tussen elke g„ en G„ blijven? 
Een deel van het antwoord op deze vraag zullen we nu nog geven, de 
rest komt dan in het volgende artikel. Dat gedeeltefijke antwoord luidt: 
Passeren zullen ze elkaar niet, want voor iedere « ^ 2 geldt: 

gn < G„. 
Kijk maar: 

Slotconclusie voor deze keer: 
2 ^ g„ < G„ ^ 4. 

°PLATLA]VDERS - VI 
DE BRIEF AAN PROF. STEIN 

Via de familie Nix ontving onze Platlander een vriendelijk briefje van Professor Stein, 
waarin deze met geen enkel woord liet blijken, dat diens optreden tiidens zün lezing hem 
bevreemd had. Integendeel, de professor informeerde belangstellend naar de argumenten, 
die onze Platlander naar voren zou kunnen brengen om aan te tonen dat het heelal ge-
kromd zou zün. Over de bewering van de Platlander, dat het heelal, waar hij vandaan 
kwam, vlak was, zweeg de professor. Na enig wikken en wegen schreef onze vriend de 
volgende brief aan de voorkant van ziin huis*). 

') Het is hier weUicht de beste plaats om iets over het schrift en de PTT van „Biljart-
balland" te vertellen. Een brief wordt geschreven op een lijn. De letters zijn combinaties 
van langere en kortere streepjes en puntjes. Zoiets als onze morse-tekens. Sinds men op 
biljartballand ontdekt had, dat tegenvoeters elkaar kimnen zien, maakte men daar bij het 
overbrengen van berichten dankbaar gebruik van. Als men echter een bericht aan een 
niet-tegenvoeter wilde sturen gebruikte men daarvoor andere middelen. 
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Zeer geachte Professor Stein, 
Hartelijk dank voor Uw brief, waaruit Uw waardering voor mijn nogal 
revolutionaire ideeën spreekt. Het is jammer, dat ik U na Uw lezing niet 
heb opgezocht, om rustig over de stof, die U op zo interessante wijze uit-
eenzette, vangedachten te wisselen. Over de argumenten, die ik toen naar 
voren zou hebben kunnen brengen, wil ik U nu niet schrijven. Wel echter 
over een ontdekking, die ik onlangs deed, toen ik een begin maakte aan 
een groots opgezet onderzoek naar de kromming van ons heelal. 
Mijn redenering was als volgt: Als het heelal gekromd is, zoals het lijnland 
van een cirkelbewoner {dit was immers het voorbeeld, dat U in Uw lezing 
gaf), dan zou ons heelal ook niet oneindig groot zijn. Wij zouden dit na 
kunnen gaan door van een bepaald punt uit bakens uit te zetten, op zulke 
afstanden van elkaar, dat vanuit elk baken alle omringende bakens duide-
lijk te zien waren. Bij een gekromd heelal, zoals U dat beschreef, zouden 
we hier echter niet oneindig lang mee door kunnen gaan: we zouden ten 
slotte bij een gebied komen, waar al bakens gezet waren. Ik ben aan de 
uitvoering van dit plan begonnen. Met behulp van drie zeer lange, niet 
rekbare, even grote koorden heb ik een gelijkzijdige driehoek gemaakt. 
Bij de hoekpunten stak ikpuntbakens in de grond. Daarna heb ik met be-
hulp van dezelfde koorden nog vijf gelijkzijdige driehoeken geconstru-
eerd zo, dat ze alle zes één punt gemeenschappelijk hadden (fig. 21). Ik 
verwachtte, dat de eerste en de laatste driehoek op een kleine meetfout na 
nog een tweede gemeenschappelijk hoekpunt zouden hebben. Deze hoek-

punten vielen echter helemaal niet samen. Dit ver-
baasde mij zeer en ik dacht ergens een grote fout 
gemaakt te hebben. 
Ik heb toen alles nog een keer opnieuw gedaan en 
tot mijn verrassing kwam hetzelfde verschil weer 
tevoorschijn. Ik kwam toen op het idee de hoeken 
van alle gelijkzijdige driehoeken na te meten. Wie 
schetst mijn verbazing toen ik ontdekte, dat niet 
alleen alle tophoeken te groot waren {6r34'), maar 

dat ook alle basishoeken r34' te groot waren. Hoe ik deze afwijking 
van de stellingen der meetkunde moet verklaren is mij nog niet duidelijk, 
maar ik heb een sterk vermoeden, dat ze in verband staan met de krom-
ming van het heelal. U zou mij een groot plezier kunnen doen met mij Uw 
visie hierop te geven. 

Met vriendelijke groet. Hoogachtend: P.L.Atlander. 
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Wat professor Stein antwoordde zullen we / ' ^^^^^^x 
devolgendekeerzien, maar laat ons nu eens / / \ \ \ 
kij ken naar de merkwaardige uitkomst van /- / "! -V\ 
de opmetingen van onze platlander. r^-jL- ' ' '—"1:3] 
Waarom hadden zijn gelijkzijdige drie- \ / 
hoeken geen hoeken van 60°? ^ . y '^' 
Opeenboloppervlakisdesomvandehoeken ^ 
van een driehoek altijd groter dan 180°. 
Hoeveel groter, dat hangt af van de lengte der zijden, In fig. 22 is een 
gelijkzijdige boldriehoek getekend met 3 hoeken van 90°! Je kunt je 
waarschijnlijk gemakkelijk zo'n driehoek op de globe voorstellen. 

OPLOSSINGEN 
van de D E N K E R T J E S in Pythagoras 2-1 

20. Enkele voorbeelden: (6 : 3 + 5) x 4 = 28 
[4 : (6 - 5)1 X 7 = 28 
(6 -V 8) X (7 - 5) = 28 

21. Gert Jan Niemantsverdriet te Niimegen schrijft: „Uit het woord .combinatie', dat 
gebruikt wordt in de opgave, leid ik af, dat in iedere schrijfwijze het getal in meerdere 
malen moet voorkomen en dat dus büv. 1 = 4" fout is". 
Een der andere lezers wijst ons erop, dat de opgave, zoals hij gesteld is, oneindig veel 
mogelijkheden zou toelaten. Zo zouden we voor elk getal n kunnen schrijven: 

„ = 4» -f 4° -1- 4° -1- . . . 4° (n termen) 

We zijn blij met deze critiek. Bü de wiskunde hoort in de eerste plaats critisch denken 
en hoe meer dat tot uiting komt, des te liever het ons is. Sommige inzenders hebben 
bü deze opgave zichzelf een extra taak gesteld door büv. te eisen, dat elk der getallen 
van 1 tot en met 15 geschreven zou moeten worden als een combinatie van 4 machten 
van 4. 
Sommigen hebben de opgave nog anders gelezen. Er was als voorbeeld gegeven, hoe 
11 geschreven kon worden als combinatie van machten van 4. Ze hebben nu 11 ge-
schreven als combinatie van machten van 1, van 2, van 3, van 4 , . . , enz. Het was 
mogelük de opgave zo op te vatten. Zo ziet Guus Vermeire, die ons dit Denkertje 
stuurde, hoe moeilük het is een opgave duidelük te formuleren. Hier volgt de oplos-
sing van Paul van Rinsbergen, die overal 4 machten van 4 gebruikt: 

4 4 4 + 4 + 4 4 
1 = 4 X 4 3 = — ^ 5 = V4 + V4 + -

4 4 4 4 4 
' = 4 + i ' = V"4 + Vi 6 = V4 + V4 + ^ ^ 
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7 = 4 -f- V4 + 10 = 4 + 4­1­ —; V4 
4^ + 4 + ■v/4 

V4 

12 = 4 + 4 + V4 + ^ 4 

V4 

14 = 4 + 4 + 4 + ^ 4 

4 
15 = 4 X 4 ­ ­

23. We geven de oplossing, die ingezonden 
werd door Guus Vermeire en enkele 
anderen. Er zün meer mogelükheden, 
maar deze is wel een van deeenvoudigste. 
De nummertjes geven de volgorde aan, 
waarin de Hjnen worden getrokken. 

Opm. Als er geëist wordt een constructie 
met de liniaal alleen uit te voeren, dan is 
het de bedoeling, die liniaal slechts te 
gebruiken om er rechte lünen langs te 
trekken, en niet als meetlat. 

Fig. 23 

24. Stellen we een witte hoed voor door O en een zwarte door • , dan zün er de volgende 
mogelijkheden: 

A • • • o • o o 
B • • O • o • o 
C • O • • o o • 

I II III IV V VI VII 

a. Geval VII is niet mogelijk, omdat C dan dadelijk zou weten, dat hü een zwarte 
hoed draagt. 

b. B weet dus, dat hü en A of beide een zwarte hoed dragen of de één een witte en de 
andere een zwarte. Zou A een witte hoed dragen (IV en VI) dan zou B weten, dat 
hij een zwarte op had. B weet dit niet. Daarom zijn deze gevallen ook uitgesloten. 

c. A kan nu gemakkelük zeggen, dat hij een zwarte hoed op heeft (alle overblijvende 
gevallen). 

Oplossing van: Wie is de laatste? 
Alleen voor het eerste spel geven we de oplossing. Het andere is dan vanzelf duidelük. 
Wie het eerste aan de beurt is, kan winnen als hij zijn dubbeltje op het snüpunt van de 
diagonalen van de rechthoek legt. Verder moet hij zorgen, dat hij steeds zijn dubbeltje 
symmetrisch legt t.o.v. het dubbeUje van zijn tegenstander. Dan zal er voor hem altijd een 
plaats over zün om het laatst een dubbeltje te plaatsen. 

Oplossing van de kaarttruc. 
De goochelaar hoefde niets anders te doen, dan het hele pakje kaarten om te keren. Stel 
nl., dat in het pakje van 20 kaarten, dat de goochelaar heeft, x omgekeerde kaarten zitten, 
dan heeft de andere speler er (20 — x). Als de goochelaar nu zün hele pakje omkeert, 
dan hebben beide (20 — x) omgekeerde kaarten. 
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Analoge 

Collineair 

Conchoid ,̂ 

Concurrei I 
Configurati] tniigurati^ 

Dimensie 

f Lima^o 

Loxodrome 

M j Monotoon 

W O O R D E N B O E K 

Uit het Grieks: het overeenkomstige. 

Het voorvoegsel co- (com-, con-) komt in tal van 
samenstellingen voor in de zin van ,,samen", 
,,tegelijk", ,,gemeenschappelijk". 
linea (Lat.) = lijn. 

Uit het Grieks: schelpvormig. 

Van het Latijnse werkwoord ciirrere = lopen. 
Samenlopend. 

Van het Latijnse woord figura = figuur. Figuur 
bestaande uit elementen van verschillende soort 
in een zeker onderling verband. 

Van het Latijnse woord dimensio = afmeting. 
(dimetiri = meten). 

Het Franse woord limafon betekent slak. 

Van het Griekse woord loksos = scheef, schuin 
en het werkwoord dramein = rondgaan. 

Uit het Grieks: eentonig. In de wiskunde betekent 
,,monotoon stijgend" voortdurend stijgend, in elk 
punt stijgend. 

Uit het Arabisch: voetpunt. 

O r t h o d r o n ^ l Van het Griekse woord orthos = rechtop. In wis-
kundige samenstellingen duidt ,,ortho" steeds iets 
aan, dat met loodrechte stand samenhangt. 

Symboc Uit het Grieks: kenteken. 

Z e n ^ l Uit het Arabisch: toppunt. 
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