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^Getallenpatronen 
Wie moet onderzoeken of een getal een zuiver kwadraat is, heeft daarvoor een 
eerste aanwijzing in het laatste cijfer van het getal. Een getal bijvoorbeeld, dat 
op 2 eindigt, kan geen kwadraat zijn. De kwadraten eindigen nl. op 1, 4, 9, 6 
of 5. Heb je er echter ooit wel eens op gelet op welke cijfers derde­ of vierde­
machten eindigen? Als je de hieronder gegeven tabel even bekijkt zul je in de 
daarin gegeven laatste cijfers van de Ie tot en met 8e machten verrassende pa­
tronen opmerken. 

Het is niet moeilijk de laatste cijfers der machten van een getal te bere­
kenen. Bijvoorbeeld 4̂  eindigt op 6, daarom eindigt 4̂  op 4, immers 
4 X 6 = 24. Dan eindigt 4'' weer op 6, A^ op 4, enz. De machten van 
4 eindigen dus afwisselend op 4 en 6. Wie de regelmaat opmerkt in de 
tabel, zal zonder moeite de laatste cijfers der 12e machten of der 21e 
machten kunnen noemen. 

Ie 2e 3e 4e 5e 6e 7e 8e 
macht macht macht macht macht macht macht macht 

1 
2 

1 
4 

1 
8 

1 
6 

1 
2 

1 
4 

1 
8 

1 
6 

3 9 7 1 3 9 7 1 
4 6 4 6 4 6 4 6 
5 5 5 5 5 5 5 5 
6 6 6 6 6 6 6 6 
7 9 3 1 7 9 3 1 
8 4 2 6 8 4 2 6 
9 1 9 1 9 1 9 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 

Het lijkt erop, dat om de vier kolommen het patroon zich herhaalt. Dat 
is gemakkelijk in te zien. Is n een der gehele getallen van O tot en met 9, 
dan blijkt in de bovenstaande tabel duidelijk, dat /7° gelijk is aan een 
10­voud + n. Nu is n"^ = n'* ■ n^ = n\\Oa + «) = lOan" + n' = 
iOfl/7'' + \0a + n. Dat is dus opnieuw een 10­voud + n, zodat de 9e­
machten dezer getallen als laatste cijfer weer n hebben. 
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We bladeren dit nummer even door 
Van de cxllbris, die Ir. Strens voor zijn kinderen liet maken, bespreken we er deze 
keer een, die een afbeelding geeft van een beroemde stelling. Onze lezers worden 
uitgenodigd hun gedachten te formuleren over een deel van het dictaat houtmeet­
kunde, waaruit ook in het vorige nummer al een deel werd besproken. OP­ART is 
een moderne kunstuiting, die ouder is dan men denkt en die uit de wiskunde is ge­
groeid. Hoe kan een cirkel vierkant zijn? De taxichauffeur wist het. Tenslotte: De 
dichte bevolking van onze wereldsteden schept talloze blokkeringsproblemen. De 
vraag, hoe men zijn wagen vrij krijgt als verscheiden anderen hun wagen er rondom 
geparkeerd hebben, zal wel aanleiding zijn geweest om eerst met centen, later met 
schijven te spelen en daarna de blokkeringsproblemen wiskundig aan te pakken. 
De lootprüs voor de goede oplossingen van de DENKERTJES is toegewezen aan 
A. de Bruin, Den Haag. 

De 6, die het hoogst op de ladder zitten, ziin D. Dieks (Amsterdam), H. Jonkers (Naar­
den), F. Lambert (Oostburg), G. Rol (Hilversum), O. Ruyenaars(Sassenheim). J. W. Smits 
(Groningen). Allen loopl. 

Exiibris en wiskunde II 
In ons vorig nummer bespraken we twee exiibris, die door Ir. E. Strens voor zijn 
kinderen waren ontworpen. We bekijken er nu een, die in 1951 door de heer 
H.D. Voss voor Pascal Strens werd getekend. 

We zien daarin twee figuren, die illustraties zijn bij de stelling van Pascal. 
Deze werd in 1640 door de toen 17­
jarige Blaise Pascal gepubliceerd. Ze 
heeft betrekking op zeshoeken, waar­
van de hoekpunten op een kegelsnede 
liggen. Kegelsneden zijn cirkels, ellipsen, 
parabolen, hyperbolen. Zelfs rekentmen 
er ook wel toe een paar snijdende of 
een paar evenwijdige rechten, die men 
dan ,,ontaarde" kegelsneden noemt. In 
het exiibris is in het bovenste deel zo'n 
ontaarde kegelsnede getekend. In het 
onderste deel een ellips. 

Fig.l 
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We kunnen de stelling van Pascal nu op de volgende manier formuleren: 
Kies op een kegelsnede zes punten. Nummer ze in willekeurige volgorde 
met de nummers 1 tot en met 6 (zie fig. 2). 

Trek dan de volgende verbindingslijnstukken: \ 
1 met 2 en 4 met 5, snijpunt I 
2 met 3 en 5 met 6, snijpunt II 
3 met 4 en 6 met 1, snijpunt III 
Dan liggen de punten I, II en III op één rechte lijn. Deze wordt de rechte 
van Pascal genoemd. 

Omdat toevallig zowel de naam PASCAL als de naam STRENS uit zes 
letters bestaan, kon de tekenaar van het exiibris de letters van deze na-
men bij de hoekpunten van de zeshoek plaatsen. 
In het exiibris en in fig. 2 zijn de pun-
ten opzettelijk zo gekozen, dat de drie 
punten I, II en III netjes binnen de 
figuur vallen. Dat hoeft bij een wille-
keurige keuze van de zes punten 
natuurlijk niet het geval te zijn. De 
punten I, II en III kunnen heel ver 
weg komen te liggen of zelfs wel 
afwezig zijn, nl. als het tweetal lijnen, 
waarvan ze snijpunten moeten zijn, 
evenwijdig lopen. Kennen we echter 
aan een paar evenwijdige rechten 
ook een gemeenschappelijk punt 
toe (waarvan men dan wel eens zegt, dat het'in het oneindige ligt'), 
dan geldt de stelling van Pascal zonder uitzonderingen. 

°°Bewijzen voor de stelling van Pascal 

Het ligt niet in de lijn van ons tijdschrift uitvoerig te gaan bewijzen, dat 
de stelling van Pascal voor elke kegelsnede geldt. Dat zou ons betoog 
veel te uitvoerig maken. We bewijzen de stelling voor een ingeschreven 
zeshoek van een cirkel en veronderstellen daarbij bekend de stelling van 
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Menelaos en diens omgekeerde. Deze luiden: 
Ligt op de zijlijn AB van A ABC een punt P, op de zijlijn BC een punt 

Q en op de zijlijn CA een punt R, dan liggen P, Q en R dan en slechts 
PA QB RC 

dan op één rechte, als 
PB QC RA 

l(fig.3)' 

In fig. 4 vormen de zijlijnen AB, CD en EF 
van de zeshoek ABCDEFtevensde zijlijnen 
van een driehoek GHK, die in de figuur 
gearceerd is. 

Fig.3 

Willen we nu bewijzen, dat P,Q 
en R in deze figuur op één rechte 
liggen, dan moeten we dus 
bewijzen, dat 

PH RG QK 
PC■RK QH 

Fig.4 

Omdat D, P en E op één rechte liggen, is 

PH DG EK 
PG■DK■EH 

Omdat A, R en F op één rechte liggen, is 
RG FK AH 
RK■FH■AG = 1 [2] 

') Deze stelling kan men gemakkelijk bewijzen, bijv. door enkele keren achtereen de sinus-
regel toe te passen. 
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Omdat tenslotte C, Q en B op één rechte liggen, is 

QK BH CG 
QH■BG■CK 

1 [3] 

Door de eerste leden van [1], [2] en [3] met elkaar te vermenigvuldigen 
vinden we (na rangschikken): 

PH RG QK D G C G EK • FK AH • HB 
PG ■ RK ■ QH ■ AG • BG ■ DK • CK ■ FH • EH 1 

In dit produkt zijn de vierde, vijfde en zesde breuk elk gelijk aan 1, we­
gens de machtstelling. Daaruit blijkt dan het gestelde, nl. 

PH RG QK 
PG■RK■QH 

1 

en dus het collineair zijn van de punten P, Q en R. 
Met de stelling van Menelaos kan ook het geval, dat op de bovenste 
helft van het exiibris getekend is, gemakkelijk bewezen worden. 

11. De zijvlakken van een kubus moeten zodanig beschilderd 
worden dat elk tweetal aangrenzende zijvlakken verschillende 

^ ^­^ kleuren krijgt. Over hoeveel verschillende kleuren moet men 
D e n k e p l i e S minstens beschikken om deze opdracht uit te kunnen voeren. 

12. Aan de luchtroute van A naar K liggen acht vliegvelden B, C, D, E, F, G, H, I 
in een andere dan de genoemde volgorde. Een vliegtuig reist van A naar K met 
tussenlandingen achtereenvolgens in E­I­D en daarna terug van K. naar A met 
tussenlandingen achtereenvolgens in F­I­H­E. Een tweede vliegtuig maakt op de 
reis van A naar K achtereenvolgens tussenlandingen in H­B­I­G en doet op de 
terugreis achtereenvolgens F­D­C­H aan. Tenslotte landt een derde vliegtuig op 
de heenreis van A naar K achtereenvolgens in B­C­G­D en op de terugreis achter­
eenvolgens in C­G­I­E. Leid uit deze gegevens afin welke volgorde de acht vlieg­
velden langs de route liggen. 

^ 
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°Houtmeetkunde II 

In het vorige artikel hebben we enige middelen leren kennen, waarmee 
de houtvester en de houtkoper de lengten van bomen kunnen bepalen. 
Om de inhoud vast te stellen moet men ook de diameter op verschil-
lende hoogten kunnen meten. Dit gebeurt met een meetlint. Men meet 
daarmee de omtrek en berekent daaruit de diameter. De omtrek van een 
cirkel met diameter dis immers gelijk aan nd. 

E) 

Hg.5 

Men kan ook een boomklem gebruiken. Dat is een soort schuifmaat, 
zoals ook de machinebankwerker gebruikt. Er bestaat ook een interes-
sante uitvoering van een boomklem, nl. het zg. vorkmodel (fig. 5). Op 
elk der benen kunnen schaalverdelingen worden aangebracht. Daardoor 
is het bijvoorbeeld mogelijk bij A of bij B rechtstreeks af te lezen: de 
diameter, de omtrek of de oppervlakte van de doorsnede. Misschien kun 
je zelf zo'n instrumentje met schaalverdelingen construeren. 
Als de stam niet „goed rond" is, meet men de maximale en de minimale 
diameter en neemt het gemiddelde. 
In het dictaat lezen we over de inhoudsbepaling: 

De kubering naar de middendiameter volgens Huber is zeker de eenvoudigste 
en voor de praktijk het meest geëigend. In de formule wordt de inhoud van de 
stam of het stamstuk berekend als van een regelmatig omwentelingslichaam en 
wel van de afgeknotte kegel. 

I = Om y. h 
Hierin is O,,, de oppervlakte van de doorsnede op halve lengte en h de lengte 
van de stam. Deze formule van Huber is algemeen gebruikelijk voor het in 
Nederland op te meten hout voor koop of verkoop. Ook voor de samenstelling 
van de bekende „Kohimanntabellen" is deze formule gebruikt. 
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Tot zover het dictaat. Laten we nu eens gaan rekenen: De inhoud van 
een afgeknotte kegel kan worden berekend met de formule: 

1 = 1/,((J + 5 + ^/GB) 

Je kunt deze formule wel afleiden uit de inhoudsformule voor de kegel. 
In bovenstaande formule betekent h de hoogte van de afgeknotte kegel, 
G de oppervlakte van het grondvlak en B de oppervlakte van het boven-
vlak. . . , 

In de formule van Huber kunnen we O^ uitdrukken in B en G. Fig. 6 
kan daarbij een wegwijzer zijn. Komt de 
formule van Huber overeen met die voor 
de afgeknotte kegel? Tot welk meetkundig 
lichaam heeft Huber de boomstam dan wel 
geïdealiseerd? Zou dat voor bomen veel 
verschil maken, denk je ? Wanneer wel, wan-
neer niet? Wat zou je daarom aan de tekst 
van het dictaat willen veranderen? 

Fig.6 

Dan nog deze vraag: In de zg. Kohimanntabellen, die hierboven werden 
genoemd, lezen we af: 
Middendiameter: 35 cm . -
hoogte van de boom: 6 m 
inhoud van de boom: 0,577 m .̂ 
Is hier nu de formule van Huber gebruikt? -

Probeer je gedachten over het dictaat maar eens zorgvuldig onder woorden te bren-
gen en zend dan het resultaat aan ons op, adres: Br.Ernst, Bosschendijk 2, Ouden-
bosch. Er ligt een boekenbon van ƒ2,50 voor de beste inzending gereed. 

# 
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°Een spel met graphen 
In het laatste nummer van jaargang 4 publiceerden we een probleem, dat door 
Prof. Freudenthal was ingezonden. Wc geven hieronder de oplossing daarvan, 
maar herhalen het probleem nog even voor onze nieuwe lezers. 

Het probleem: 

In fig. 7 is een gerichte, eindige graph met één onderste en één bovenste 
hoekpunt afgebeeld. Wie het spel met deze graph wil spelen, doet er 
goed aan deze of een dergelijke graph op grotere schaal over te tekenen. 
In een gerichte graph is in elke kant door een pijl aangegeven in welke 
richting deze kant doorlopen moet worden. De pijlen in fig. 7 maken het 
duidelijk, dat P het bovenste hoekpunt is en Q het onderste. We zullen 
zeggen, dat een hoekpunt hoger ligt dan een ander, als men de kanten 
van het eerste naar het tweede in de richting van de pijlen moet door-
lopen. Vanzelfsprekend ligt dan het tweede hoekpunt lager dan het 
eerste. 
Het spel wordt met twee spelers gespeeld. Om beurten zetten ze een 
schijf (knoop, muntstuk) op een der hoekpunten. Daardoor blokkeren 
ze alle lager gelegen hoekpunten. D.w.z. dat op de geblokkeerde hoek-
punten geen schijven meer geplaatst mogen worden. Wordt er bijv. een 
schijf geplaatst op het hoekpunt A in fig. 7, dan zijn daardoor alle met 
een „zonnetje" voorziene hoekpunten geblokkeerd. De tegenspeler mag 
daar dus geen schijven meer plaatsen. 

Wie gedwongen is het hoekpunt P te bezetten, heeft verloren 
Men kan bewijzen, dat de beginner, als hij goed speelt, altijd kan win-
nen, hoe de ander ook speelt, en wel geldt dit voor elke gerichte graph 
met één onderste en één bovenste hoekpunt. 

Een oplossing (ingezonden door H. Maassen): 
Gegeven: een willekeurige gerichte graph G met een bovenste en een 
onderste punt. 
De graph die ontstaat als men het onderste punt Q van G weglaat, noem 
ik G'. 
Twee spelers A tn B {A begint) spelen op G. 
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Zouden A en B op G' spelen, dan 
zouden er twee mogelijkheden zijn, 
die elkaar volkomen uitsluiten en 
aanvullen: 
1. Er is een winnende strategie voor A. 
2. Er is geen winnende strategie voor 
A, d.w.z. dat B ooit eens een zet kan 
doen, zodat ^ niet wint en dus verliest. 
Zou in G' zich de eerste situatie voor-
doen, dan kan A de zetten doen in G, 
die corresponderen met die van de 
winnende strategie in G'; van het on-
derste punt ondervindt hij geen hin-
der, daar dit reeds na A's eerste zet 
geblokkeerd is. 
Zou in G'detweedesituatiezich voor-
doen, dan bezet ^ in G het onderste 
punten houdt dan G' over omdit aan 
B voor te leggen. B moet dan verlie-
zen, omdat hij geen winnende strategie 
heeft. Fig.7 
De inzenders 
Er zijn op dit probleem vijf antwoorden binnengekomen, nl. van (in alfabetische 
volgorde): 
Martin Bouma. Gem. H.B.S. Hilversum, 5e leerjaar, 
Hans Maassen, Kath. Gelders Lyceum, 3e gym, 
G.Rol, Gem. H.B.S. Hilversum, 5e klas B, 
A.Verbeek, Univ. van Amsterdam, Ie jaars, 
P.H.Wiereyn, Saffierstr. 16.11, Amsterdam. 
De laatste vier berusten op hetzelfde principe. De oplossing van H. Maassen is hier 
boven afgedrukt. De oplossing van Bouma is verschillend. Zij berust op volledige 
inductie en is belangrijk ingewikkelder dan die van de anderen. 
Aan alle inzenders zijn prijzen toegekend. 

13. Opeen cirkelomtrek ligt een verzameling punten, die 
ten minste twee verschillende punten bevat. Van deze ver-
zameling is het volgende gegeven: kiest men twee willekeurige 
maar verschillende punten van de vei zameling en bekijkt men 

^ de twee cirkelbogen waar die punten de eindpunten van zijn, 
S dan blijken de middens van die twee bogen ook punten van 

de verzameling te zijn. 
Onderzoek of het mogelijk is dat de bedoelde puntenverzameling slechts eindig 
veel punten bevat en ook hoeveel dat er dan minstens moeten zijn. Verander het 

Denkerije 
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laatste deel van het gegeven in „dan blijkt er precies één van de twee middens 
van die bogen ook een punt van de verzameling te zijn" en herhaal het onderzoek. 

14. In fig. 8 is de vierhoek ABCD een parallellogram. De letters p, q, r, s, t, u, v, stel-
len de oppervlakten voor van de delen van dat parallellogram. 
Bewijs p + q = r + sent + u = v. 

Wimecos-prijsvraag I 
De vereniging WIMECOS (een vereniging van wiskundedocenten) schrijft een 
tweetal prijsvragen uit onder de lezers van Pythagoras en looft een aantal boeken 
(tot een totale waarde van ƒ100) als prijzen daarvoor uit. Hieronder staat de 
eerste van die prijsvragen. Beredeneerde oplossingen kunnen tot 15 januari 1966 
gezonden worden aan A. van Tooren, Nachtegaalplein 10, Den Haag. 

Uit elk natuurlijk getal kan men een ander getal afleiden door de derde 
machten en de kwadraten van de cijfers van het oorspronkelijke getal te 
berekenen en op te tellen. Enkele voorbeelden: 

uit 8497 leidt men af 512+64+729 + 343 + 64+164 81+49 = 1858 
uit 367 leidt men af 27+216+343+9+36+49 = 680 
uit 2 leidt men af 8+4 = 12. 

Vraag a: Bereken de grootste waarde van n waarvoor geldt dat het uit n 
afgeleide getal groter is dan n zelf. 

Vraag b: Bewijs, zonder een berekening uit te voeren, dat er een getal 
bestaat dat gelijk is aan het daaruit afgeleide getal, of een groep ver-
schiUende getallen bestaat waarvan elk gelijk is aan het uit een ander lid 
van de groep afgeleide getal. 

Vraag c: Bereken een getal of een groep van getallen, zoals in vraag b 
bedoeld wordt. 
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°OP-ART I 
Het bekijken van meetkundige figuren kan een mens in vervoering brengen. Wel 
is daarvoor een bepaalde instelling en vorming noodzakelijk. Zo hoorden we 
eens van een beeldhouwer: „ . . . en weet je, wat ik nu het mooiste vind? . . . Een 
grote bol, een gave bol zonder enige afwijking." 
Toch zijn meetkundige figuren de laatste tijd ook bij het grote publiek in trek. 
Men vindt ze o.a. in de dessins van japon- en mantelstoffen. Er is voor de kunst, 
die zich uit in meetkundige figuren een nieuwe naam geschapen, nl. OP-ART. 
Dat is een afkorting voor „optical-art". De naam is niet zo goed gekozen; het is 
immers onmogelijk zich een beeldende kunst voor te stellen, die niet „optical" 
zou zijn. Maar de analogie met POP-ART' doet het natuurlijk ook wel. 
De fraaie figuren van Ir. Bosman, die in de derde jaargang van Pythagoras wer-
den afgedrukt, zou men ook onder Op-Art kunnen rangschikken. 

Wie in de vorige jaargang in het zesde nummer het artikel over het 
Black-spel heeft gelezen, zal zich herinneren, dat daarbij drie figuurtjes 
(fig. 9) waren gekozen, die telkens bij elkaar moesten aansluiten, zodat 

Fig.9 

daarbij één doorlopende lijn ontstond. Dat werd bereikt, doordat de 
lijnen in deze figuurtjes steeds in het midden van de zijden van de vier-
kanten uitkwamen. Er is een soort Op-Art, waarbij ditzelfde principe 
wordt gebruikt. Zie bijvoorbeeld fig. lOa, waar je in een vierkant enkele 
lijnstukken ziet, die de middens van de zijden onderling of met de hoek-
punten verbinden. In fig. lOb is ditzelfde figuurtje afgebeeld met dikkere 
lijnen. Van dit figuurtje zou men een stempel in rubber of linoleum kun-
nen maken en het dan herhaalde malen naast elkaar kunnen afdrukken. 
De patronen zullen dan steeds bij elkaar aansluiten. 

Fig. 10a en lOè 

' POP-ART (Popular-Art) is de naam voor een soort kunstzinnige uiting tsedert ongeveer 
1955), waarin vooral gewone alledaagse dingen tot,,kunstwerken" worden samengevoegd. 
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Door het vierkantje van fig. 106, telkens 90° te draaien kan men het in 
vier verschillende standen gebruiken. Deze zijn in fig. 11 genummerd 
met 1, 2, 3 en 4. 

Leggen we een aantal vierkanten in de stand 1 aan elkaar, dan ontstaat 
het patroon van fig. 12, dat niet erg interessant is. Fig. 13 is al boeiender, 
daarin bestaat de bovenste rij uit vierkanten 1, de tweede uit vierkanten 
3, de derde uit vierkanten 1, enz. we zouden het patroon van deze figuur 
kunnen weergeven door het symbool 

Fig. 12 Fig. 13 

fig. 14 is weer interessanter. Het schema voor het patroon is in dit geval 

1 1 2 4 
3 3 2 4 
2 4 1 1 
2 4 3 3 
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Fig. 14 

Met de vier verschillende standen van het vierkant kan een groot aantal 
patronen in een vierkant van 4 maal 4 hokjes worden samengesteld. Zie 
je kans uit te rekenen, hoeveel er dat zijn. 

Fig. 15 

Het is ook nog mogelijk de vier standen van fig. 11 te combineren met 
de vier spiegelbeelden daarvan, die we verkrijgen door elk der standen 
te spiegelen ten opzichte van een horizontale lijn. We krijgen dan de 
vier standen van fig. 15, die we voorstellen door 1, 2, 3 en 4. 
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Fig. 16 Fig. 17 

In de figuren 16 en 17 zijn deze spiegelbeelden ook gebruikt. Het schema 
voor fig. 16 is 

Kun je het schema voor fig. 17 vinden? 

OP-ART is een moderne kunstuiting. Maar de hierbij gereprodu-
ceerde figuren zijn afkomstig van M. C. Escher, die al in 1942 begon met 
het vervaardigen daarvan. Wie er mee begint, bemerkt, dat hij dikwijls 
niet zelf de patronen uitdenkt, maar dat deze hem als het ware worden 
opgedrongen. 
Spiegelen, roteren, verschuiven zijn in de hedendaagse meetkunde be-
langrijke elementen. De wijze waarop ze in de uitingen van OP-ART 
voorkomen, maken deze zo interessant voor de liefhebbers van de meet-
kunde. 

# 
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15. Men neemt een natuurlijk getal van drie cijfers, waarvan 
geen enkel gelijk is aan nul. Zowel voor als achter dat ge­
tal schrijft men nog een van nul verschillend cijfer er bij. 
Daarna plaatst men nog ergens tussen de dan verkregen vijf 

cijfers een komma. En nu blijkt er precies het vierde deel van het oorspronke­
lijke getal te staan. Bereken het oorspronkelijke getal. 

Denkertjes 

16. Hoeveel drietallen natuurlijke getallen a, b, c voldoen er aan a < 6 < c en 
a + b + c = 100? 

17. Bepaal alle wortels van de vergelijking x^ + [x] — \ = 0. Hierin betekent [x] 
hetgrootstegehelegetal, dat kleiner dan X is. Bijvoorbeeld: [4­̂ ] = 4 en [6,9] = 6. 

°De „cirkels" van de taxichauffeur 
,,Dit is een bijzondere stad en dat is ie," zei de taxichauffeur tegen me, toen ik 
in de vakantie met hem rondtoerde in een stad, waarvan ik de naam vergeten 
ben. En gelijk had deze chauffeur. De stadsarchitect, planoloog, had zuiver meet­
kundig de stad opgebouwd uit vierkante blokken. De plattegrond had de vorm 
van een rooster van vierkanten. De straten hadden geen namen maar nummers. 
Kortom een stad, waarin een meetkundige zich gelukkig moest voelen. 

,,Kijk," zei mijn chauifeur, ,,ik word hier betaald naar de afstanden, die 
ik heb afgelegd. En die afstanden worden niet, zoals in uw land, geme­
ten in kilometers, maar in huizenblokken. Daarbij wordt er natuurlijk 
van mij verwacht, dat ik tel­
kens een zo kort mogelijke 
weg rijd. Kijkt u maar eens 
op dit kaartje. Mijn stand­
plaats is bij M. De kortste 
afstand van M naar A is 5 bl. 
Ik kan op 10 manieren deze 
afstand MA afleggen. Twee 
daarvan zijn op het kaartje 
getekend. 

Fig. 18 
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Ik heb me laten vertellen, dat in uw meetkunde de kortste afstand van 
twee punten bestaat uit één verbindingslijnstuk. In mijn meetkunde is 
dat anders, zoals u ziet. Het punt B trouwens kan ik ook maar op één 
manier langs de kortste weg van 5 bl. bereiken. C daarentegen weer op 
5 manieren." 
Thuisgekomen dacht ik nog eens na over deze wonderlijke taximeet-
kunde. Ik bekeek op het kaartje alle punten, die de afstand 5 bl. tot M 
hebben en dacht: Dat moet dus nu een cirkel zijn. Die is immers de ver-
zameling der punten, die gelijke afstanden tot een gegeven punt hebben. 
De „cirkel" op het kaartje heeft 20 punten en je zou zeggen, dat het pun-
ten van een vierkant waren. Maar ze voldoen toch echt wel aan de defi-
nitie. Een ,,vierkante cirkel" dus, dacht ik. 
Bij een aantal der punten staan getallen, die mededelen op hoeveel ma-
nieren die punten langs de kortste weg van 5 bl. te bereiken zijn. Waar 
doen deze getallen me toch aan denken? Pascal! Warempel, weer die 
Pascal. Net als bij Bianca. Bianca? Kijk nog maar eens op bldz.24 in 
het vorige nummer. 

"Blokkering 
De wiskundige L. Fejes Toth ergerde zich vaak aan het feit, dat zijn geparkeerde 
auto dikwijls zodanig omgeven was door andere wagens, dat hij „er niet uit kon". 
Daardoor werden zijn gedachten gericht op een aantal wiskundige problemen, 
die verwant zijn met parkeermoeilijkheden. 
Over die wiskundige blokkeringskwesties vertellen we in dit artikel het een en 
ander. 

De congruente cirkels in fig. 19 stellen 
centen voor, die op een tafelblad lig-
gen. Ze mogen over die tafel ver-
schoven worden in alle mogelijke 
richtingen, langs rechte en langs krom-
me banen. Daarbij mogen ze elkaar 
desgewenst ook raken. Maar steeds 
dienen ze plat op tafel te blijven lig-
gen, zodat er geen snijdende cirkels 
kunnen ontstaan. 
De cirkel, die met een stip gemerkt is, 
wordt in zijn bewegingsmogelijkheden 
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sterk gehinderd door de andere cirkels. Blijven alle andere cirkels 
op hun plaats liggen, dan kan de stipcirkel de vrije ruimte niet bereiken, 
hij is dus geblokkeerd door de rest. Dat begrip „vrije ruimte" is natuur-
lijk niet erg wiskundig. Daarom hebben we een willekeurige grote cirkel 
om onze centen heen gestippeld. Met de vrije ruimte bedoelen we diens 
buitengebied. In de volgende figuren tekenen we zo'n stippelcirkel er 
niet meer bij. 
De cirkel, die met een kruis gemerkt is, kan echter wel ongehinderd de 
vrije ruimte bereiken. Hij is ongeblokkeerd of vrij. 
Brengen we een aantal ongeblokkeerde cirkels naar de vrije ruimte, dan 
zullen er andere cirkels zijn die eerst geblokkeerd waren, maar daardoor 
toch bevrijd worden. Men kan zich bij elke cirkel de vraag stellen, hoe-
veel cirkels er minstens verwijderd moeten worden om hem volledige 
vrijheid te geven. Dat aantal geeft dan aan hoe erg die beschouwde cir-
kel geblokkeerd is; we noemen het het blokkeringsgetal van die cirkel. 
En het grootste blokkeringsgetal (dat van de sterkst geblokkeerde cirkel 
dus) noemen we het blokkeringsgetal van de gehele figuur. Hoe groot 
het is, moetje zelf maar eens proberen uit te zoeken. 

Nee, je krijgt een betere raad. Leg Pythagoras maar eerst eens een poosje opzij. 
Ga maar eens zitten spelen met centen op een tafel. Probeer maar eens een me-
thode te ontdekken om het blokkeringsgetal van een willekeurige centenfiguur 
te vinden. Je zult dan wel ontdekken, dat dat niet zo gemakkelijk is. En voor-
dat je het weet, zit je je zelf problemen op te geven, net als Fejes Toth. 
Misschien zelfs wel dezelfde problemen. Dat ontdek je dan wel als je weer ver-
der leest. 

Zo, je bent dus weer terug. En bereid om jouw problemen te vergelijken 
met die van Fejes Toth. 
Met 100 centen zijn er oneindig veel centenfiguren te maken. Elke figuur 
heeft zijn eigen blokkeringsgetal. Al die blokkeringsgetallen zijn niet-
negatieve gehele getallen. En ze zijn allemaal kleiner dan 100. Dus er 
moet een grootste blokkeringsgetal in die verzameling zitten. Hoe groot 
is dat? 
Bij gebrek aan exacte kennis gaan we maar over tot het geven van namen. 
Dat grootste blokkeringsgetal van alle figuren met 100 centen noemen 
weB(lOO). Dus bijv. B( 100) = 46zou betekenen: Een cent in elke figuur 
van 100 centen kan vrijgemaakt worden door ten hoogste 46 centen te 
verwijderen én er is zeker zo'n figuur van 100 centen, waarin een cent 
zit, die niet vrijgemaakt kan worden door minder dan 46 andere centen 
te verwijderen. 
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Nu is B(IOO) natuuriijk veel te moeilijk om mee te beginnen. Maar in 
plaats van 100 kunnen we ook wel een klein getal nemen. Na enig na-
denken (of schuiven met centen) zal het je duidelijk zijn, dat B(l) = 
B(2) = B(3) = 0. Dat betekent, datje met 3 of minder centen geen cen-
tenfiguur kunt maken, waarin blokkeringen voorkomen. Verder kan je 
ook wel vinden, dat B(4) == B(5) = 1. Dat betekent, dat elke blokke-
ring in een figuur met 4 of 5 centen opgeheven kan worden door het ver-
wijderen van één enkele cent (als er tenminste blokkeringen in aanwe-
zig zijn). 
De moeilijkheden beginnen bij B(6) te komen. Niet alleen voor jou, 
maar ook voor Fejes Toth. En nu gaan we je „lekker" niet vertellen 
op welke manieren hij getracht heeft om resultaten te bereiken. Er moet 
immers ruimte over blijven voor je eigen spel. We delen je alleen maar 
enkele van zijn resultaten mee. Zijn beste. Maar misschien kan jij 
ze wel verbeteren. En in dat geval schrijf je ons en dan schrijven wij hem. 

Hier zijn die resultaten: 
B(10) is minstens gelijk aan 3 
B(13) is minstens gelijk aan 4 
B(18) is minstens gelijk aan 5 
B(23) is minstens gelijk aan 6 
B(29) is minstens gelijk aan 7. 

Het verwondertje misschien, dat dit slechts benaderingen zijn. We kun-
nen daar slechts één ding verder nog over zeggen: het spijt hem. 

Fig.20 

Wanneer je de spelregels van het spel, dat je zelf bedacht hebt, erg streng gemaakt 
hebt, dan gelukt het je niet om het speldoel te bereiken. Dan begin je je een beetje 
ongelukkig te voelen. En dan ga je de eisen wat verminderen om „speelruimte" te 
krijgen. 
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Daarom waarschijnlijk begon Fejes Toth zijn centen te vervangen door convexe 
schijven van willekeurige vorm en willekeurige grootte (zie fig.20). Toen gelukte het 
om exacte resultaten te bereiken. Ze volgen hieronder. Let er op, dat we nu over 
B' (..) spreken in plaats van over B (..). Natuuriijk bedoelen we met B' (/;) het maxi-
male blokkeringsgetal van figuren, die uit n schijven bestaan. B' (10) = 4- B' (13) = 
5; B'(18) = 8; B'(23) = 10; B'(29) = 13. 

En nu algemeen: 
Als n even is, dan is B' («) = i « — 1; 
Als n oneven is, dan is B' («) = ^n — 1^. 
Voor we dit gaan bewijzen, moeten we eerst nog even nadenken over het verband 
tussen B ' en B. Het zal wel duidelijk zijn, dat het centengeval een specialisatie is van 
het schijvengeval. Zo is bijvoorbeeld de verzameling van de centenfiguren met 29 
centen een deelverzameling van de verzameling schijvenfiguren met 29 schijven. Het 
maximale blokkeringsgetal van dergelijke schijvenfiguren is 13. Geen enkele van die 
centenfiguren kan dus een blokkeringsgetal bezitten, dat groter dan 13 is. Dat be-
tekent, dat B(29) hoogstens gelijk is aan 13. We weten dus nu van het nog altijd on-
bekende getal B(29) iets meer: het is één van de getallen 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13. 
En nu het bewijs van de formule voor W(ri). Daarbij bekijken we voorlopig flg.20 
weer. 

We kiezen een geblokkeerde schijf uit, het doet er niet toe, welke dat is. Laten we er 
de schijf voor nemen, die donker gekleurd is. 
We kiezen ook een richting uit. Het doet er niet toe, welke richting dat is. We kiezen 
de richting, die door de pijl Ri wordt aangeduid. 
Nu beginnen we de donkere schijf S in de richting R, te verschuiven. Ditmaal denken 
we dus niet aan kromme banen, maar aan één enkele rechte baan. 
Zodra S tegen een andere schijf stuit, beginnen we ook die andere schijf in de richting 
R] te verschuiven. En zo neemt ook hij weer andere schijven mee, die zelf ook weer 
andere schijven meenemen, die zelf ook weer andere schijven meenemen. . . . Dus 
elke schijf, die in beweging is, schuift al zijn obstakels voor zich uit. 
Bij deze procedure zal er een bepaalde groep schijven, die van S verschillen, in be-
weging komen. Die groep noemen we K,. Hij is in de figuur aangeduid. 
Nu brengen we de schijvenfiguur weer in de beginstand terug en we gaan opnieuw 
schuiven met de donkere schijf S. Ditmaal kiezen we echter de richting R^, die tegen-
gesteld is aan de richting R,. Ook nu weer komt er een groep van S verschillende 
schijven mee in beweging. En die groep noemen we K^. Ook hij is in de figuur aan-
geduid. 
In de figuur hebben de deelverzamelingen Ki en K^ geen enkele schijf gemeenschap-
pelijk. Dat is altijd zo, hoe de figuur er ook uit ziet en hoe we de geblokkeerde schijf 
S ook kiezen en hoe we de richting Rj ook kiezen. We gaan hier verder niet op in, 
omdat het eigenlijk „vanzelfsprekend" is. 
Bovendien bevat onze schijvenfiguur nog van S verschillende schijven, die noch tot 
K|, noch tot Kj behoren. Ze vormen samen de deelverzameling K3. Dit is niet bij 
elke schijvenfiguur en bij elke keuze van S en van R, het geval. Maar het is wel bij 
elke schijvenfiguur en bij elke keuze van S mogelijk om de richting Ri zo slim te 
kiezen, dat K3 een of meer schijven bevat. En daar zullen we wel even wat dieper 
op in gaan. 
Als S een van de andere schijven (S') raakt, zoals dat in figuur 20 het geval is, dan 
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kiezen we voor R, en Rj de beide richtingen, die bepaald worden door de raaklijn 
aan S in het punt, waar deze S' raakt. Het is duidelijk, dat S' dan noch bij de ver-
schuiving in de richting Ri noch bij de verschuiving in de richting Rj in beweging 
kan komen. Dus S' behoort dan tot K3. 
Als S geen van de andere schijven raakt, dan kiezen we binnen S een punt P en ver-
menigvuldigen S ten opzichte van P met een zodanige factor, dat hij een van de 
schijven S' gaat raken (en geen van de schijven snijdt). Voor Ri en R^ kiezen we dan 
de richtingen, die bepaald worden door de raaklijn aan de produktfiguur van S in 
het punt, waar deze S' raakt. 
Nu vatten we de draad van het betoog weer op. Bevat de oorspronkelijke figuur n 
schijven en hebben we de twee richtingen R, en R^ slim genoeg gekozen, dan bevat-
ten K, en Kj samen hoogstens « - 2 schijven (S behoort er immers met toe en K, 
bevat minstens één schijf). De minst talrijke verzameling van dat tweetal K, en K, 
bevat dus hoogstens i(« - 2) schijven als n even is en hoogstens i(« - 3) schijven 
als 11 oneven is. . . . 
Verwijderen we dan die minst talrijke deelverzameling, dan . . . . is S vrij geworden. 
Dus het blokkeringstal van elke schijf uit de bestudeerde schijvenfiguur is hoogstens 
gelijk aan in - 1 (als n even is) of aan \n - \\ (als n oneven is). 

Fig. 21 

Hiermede hebben we een bovengrens voor B'(«) gevonden. Maar we 
hebben daarmee het bewijs voor de formule van Fejes Tooth nog niet 
geleverd. Nu wenden we onze aandacht echter tot figuur 21. Daarin zijn 
twee schijvenfiguren getekend, bestaande uit een grote cirkel en M - 1 
kleine cirkels, die aan de grote cirkel raken in de hoekpunten van een 
regelmatige (n - 1) hoek. Om de grote cirkel in deze figuren vrij te ma-
ken, moetje de „kleinste helft" van de kleine cirkels naar de vrije ruimte 
brengen. Dat aantal bedraagt juist \n - 1 (in het geval, dat n even is) 
of J„ - j i (in het geval, dat n oneven is). Deze figuren tonen dus aan, 
dat de gevonden bovengrens voor B'(«) inderdaad het maximum van 
B'(«) is. Zo completeren ze het gewenste bewijs. 
En nu aan het werk. Maar dan weer met congruente cirkels in plaats 
van met schijven. Voor dit onopgeloste probleem zijn jullie, amateurs 
in de ware zin van he woord, misschien wel even goed toegerust als de 
professional Fejes Toth. Nee, niet aan het werk, maar aan het spel. 
Het spel in de wiskunde of de wiskunde in het spel. 
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°Een meetlat voor een olievat 
ingezonden door Drs.H.J.Hofer, Den Helder. 

Er zijn tegenwoordig veel mensen, die hun huis met olie verwarmen en een olie-
vat hebben, waarvan ze zo nu en dan wel eens willen weten, hoeveel olie dat nog 
bevat. Het zou prettig voor hen zijn een lat te hebben, waarop ze zo maar de 
hoeveelheid nog aanwezige olie zouden kunnen aflezen. Wie zo"n lat zou willen 
vervaardigen kan van het onderstaande profijt hebben. 

In fig. 22 is een olievat afgebeeld, dat cilindrisch is. Het 
heeft de straal Ren de lengte /. We zoeken nu een relatie 
tussen de inhoud / van de nog aanwezige olie en de 
hoogte 11, waarover de lat door deolie bevochtigd wordt. 
We berekenen daartoe eerst de oppervlakte O van het 
cirkelsegment ACB. (fig.23) Dit is het verschil van de 
oppervlakten van de sector MACB en A MAB. 
Is /_ AMB -- 2a en is a uitgedrukt in radialen, dan is 
de oppervlakte van de sector otR^. 
De oppervlakte van 

Fig. 22 

A AMB = 2-i-x- V(R^ - x^) 

Nu is cos « ;^ — , dus X ^ R cos a. 
R 

Daarom kunnen we voor de oppervlakte van A AMB 
schrijven: 

Rcos ay[R^ - R^COS^OL] 

Dat is gelijk aan 

R^ cos a • sin a ^ ^R^ sin 2a. 

De oppervlakte van het segment ACB is dus gelijk aan 

a.R^ - i « ^ sin 2a 

En voor de inhoud van de nog aanwezige olie vinden 
we zo 

ƒ = i/«"(2a - sin 2a) 

Het is natuurlijk niet zo eenvoudig bij een gegeven waarde van / de bijbehorende 
waarde van // te berekenen. Daarom volgen we de omgekeerde weg: We berekenen 
bij een rij waarden van /; de bijbehorende waarden van I en zetten die grafisch uit. 
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We willen nu bij „mooie" waarden 
van ƒ de waarden van/i op de meetlat jco 
kunnen af- passen. 
Deze waarden van h kunnen we in 
de grafiek aflezen. 160 
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Fig.24 

Als voorbeeld tekenden we de grafiek voor R = 28 cm en 
/ = 83 cm. De berekening verloopt dan bijvoorbeeld als volgt: 
Bij /! = 24 vinden we: 

4 
28 

sin 2a = sin (TI ­ 2,854) = sin 0,288 = 0,284. 
Dus 

/ = i • 83 ■ 28^(2,854 ­ 0,284) cm^ = 
= 83617 cm^!^ 83,6 liter. 

Fig. 25 tenslotte geeft op schaal 1 : 5 een deel van de meetlat, 
zoals die met behulp van de grafiek werd vervaardigd. 

Opmerking: Het berekenen van de inhoud van vaten werd vroeger 
wel „roei­ of peilkunde" genoemd. In ons land bestond het gilde 
der wijnroeiers, deskundigen dus in het bepalen van de inhoud 
van wijnvaten. .lohannes Kepler (1571­1630) schreef in 1613 het 
boek „Stereometria doliorum vinarioruni" (de stereometrie van 
de wijnvaten). 

I in 
l i t e r s 

h in 
cm 

Fig. 25 
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18 Teken een vierkant en verdeel dat in acht kleinere vier-
kanten. 

D e n k e r t j e s '9- AIS a,b,c,d in (a-fbv'2)(c+dV2) = x+yV2 gehele 
getallen zijn, dan zijn ook x en y geheel. Als nu bekend 
is dat X oneven en y even is, wat kan je dan met zekerheid 
zeggen omtrent het even of oneven zijn van a,b,c,d? 

20. Kan je in 387 729 op de stippeltjes cijfers invullen, zodat er de vierde 
macht van een geheel getal komt te staan? 

Oplossing van de Denkertjes uit het vorige nummer 
1. Het antwoord van 4i km/uur is verleideUik, maar fout. Het juiste antwoord is 4 km/uur 

en dat vind je na eerst uit ^ - -ï = J opgelost te hebben, dat het aantal kilometers 
3 o 

naar het station 3 bedraagt. 
2. Het signaal is onzichtbaar om 14 uur. 

Op het tijdstip, dat a minuten later is dan 12 uur, is het signaal zichtbaar, indien bij 
deling van a door 2.Y een rest overbluft, die kleiner dan x is (en onzichtbaar indien 
die rest groter dan .v is). Dit past men toe op de waarden 9; 17;58 voor a en op de 
waarden 2;3;4;5;6;7;8 voor x. Het bliikt dat alleen x = 7 met de gegevens in 
overeenstemming is. 

3. Het gevraagde punt is het „middelste" van de viif gegeven punten. 
Noem de gegeven punten P, tot en met P, in de volgorde van links naar rechts op de 
gegeven rechte. Laat punt X van links naar rechts over die rechte wandelen. Zolang 
X links van P, is, nemen de afstanden XPi, . . . , XP^ allemaal af en neemt dus ook 
hun som af. Bij het passeren van P, wordt XP^ + XP^ constant, maar XP ,̂, XP,. XP4 
gaan door met afnemen zodat de som nog steeds afneemt. Bii het passeren van P̂  
wordt daarna ook XPj + XP, constant, maar XP, gaat nog door met afnemen zodat 
de som nog steeds afneemt. Laten we X van rechts naar links lopen, dan neemt de 
som ook af tot X met P, samenvalt. Het minimum wordt dus bereikt wanneer X in 
P3 ligt. 

4. Het antwoord blijkt uit de figuren hieronder: 

Fig. 26 Fig. 27 

5. Als n een getal met de bedoelde eigenschap is, dan is n + 1 zowel een elfvoud als een 
dertienvoud, dus een veelvoud van 11 • 13 = 143. Omgekeerd heeft ook elk 143-voud 
mm één de bedoelde eigenschap. Hiermee vinden we zes van dergeliike getallen, name-
liik 1143; 1286; 1429; 1572; 1715; 1858. 

47 



6 De onderstaande graph maakt duidelijk welke van die acht personen met elkaar kun­
nen converseren en in welke taal dat gebeuren moet. De dikke lijn toont de eenvou­
digste mogelijkheid voor de nederlander en de rus om ruzie met elkaar te maken: 
door bemiddeling van een franse en een Portugese tolk. 

N R 
Fig.28 

7 Stel X -^ 5 + a y = 5 + b, 2 = 5 + c. Om SLSin X + y + z = 15 te voldoen dien 
■ „ + 6 + c = o' te ziin. Nu is x'+ y'+ z'= {5 + aV + (5 + bV + (5 ­f cY = 
75 + I0(a + b + c) + a' + b^ 4 c^ ^ 75 + a^ + b' + c\ Hieruit blukt het ge­
stelde duidelijk, wegens het niet­negatief zijn van de drie kwadraten. 

8. Hieronder staat een oplossing van de a­opdracht. De b­opdracht kan niet uitgevoerd 
worden. Snijdt een koorde drie van de andere vier koorden, dan snijdt hij er van dat 
viertal één niet. Is b de koorde, die a niet snijdt dan is ook omgekeerd a de koorde. 
die b niet snijdt. Op deze manier vormen de koorden paren en dat kan nu eenmaal 
niet bij een viiftal. 

Fig.29 

9. .7. De vierhoek is een trapezium (AB // CD); dit volgt gemakkelijk uit het feit, dat de 
driehoeken ABC en ABD gelijke oppervlakten en dus ook gelijke hoogten hebben. 

/). De vierhoek ABCD is nu zelfs een parallellogram; uit de geliikhcid van de opper­
vlakten van de driehoeken ADS en CDS bliikt dat de diagonaal AC gehalveerd 
wordt door BD en uit de gelijkheid van de driehoeken BCS en CDS blijkt dat BD 
gehalveerd wordt door AC. 

10. Een gemeenschappelijke deler van I4H + 3 en van 2I« + 4 zou ook deler zijn van 
(2lH ­f 4) ­ (I4« ­f 3) ^ In P l,dusookvan2(7n + 1) = 14n ­P 2. Maar I4;i + 2 
en 14n P 3 ziin opvolgende natuurlijke getallen en hebben dus geen andere gemeen­
schappelijke deler dan het getal I. 
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W O O R D E N B O E K 

Uit het Grieks. Dia = door heen. In de Griekse wis-
kunde werd het woord diameter zowel in de bete-
kenis van middellijn, als van diagonaal gebruikt. 
Wij gebruiken het slechts in de betekenis van mid-
dellijn. 

Uit het Latijn Radius = straal. Een radiaal is 
een boog van een cirkel. De cirkel bevat dus iiz 

radialen. Een boog van x radialen bevat - x iBo 

graden. 
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Aan het eerste of tweede adres kan men bijdragen voor Pythagoras 
zenden, zoals artikelen of problemen. 
Aan het derde adres kunnen de oplossingen der puzzels en problemen 
gezonden worden. Inzenden vóór 15 januari 1966. 
Vermeld bij alle inzendingen duidelijk naam, adres, school en leerjaar. 

ABONNEMENTEN 

Pythagoras zal in het schooljaar 6 maal verschijnen. 
Voor leerlingen van scholen, besteld via een der docenten, ƒ2,— per 
jaargang. Voor anderen ƒ 3,50. 
Abonnementen kan men opgeven bij J.B.Welters' Uitgeversmaat-
schappij N.V., Postbus 58, Groningen. 
Het abonnementsgeld dient te worden gestort op girorekening 807707 
van J.B.Wolteis. 
Het geheel of gedeeltelijk overnemen van de inhoud zonder vooraf-
gaande schriftelijke toestemming van de redactie is niet toegestaan. 


