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Topologie-nummer

Het doel van dit nummer van ons tijdschrift is in de eerste plaats om het onder-
werp topologie als een luchtig en smakelijk tussengerecht midden in de jaargang
te plaatsen. Het is een onderwerp, dat een speels karakter kan hebben voor wie
er voor het eerst mee kennis maakt. Dat het voor de vakmensen een zeer serieus
en moeilijk deel van de wiskunde is, kan misschien in de volgende bladzijden
wel even blijken, maar dat willen we op de achtergrond houden. Topologie is
van huis uit een meetkundig onderwerp, maar in de laatste tijd heeft het een
ander karakter gekregen en spelen de verzamelingen en het rekenen daarmee
een grote rol. Vandaar, dat een vakwerk over topologie dikwijls slechts weinig
figuren bevat. In het eerste deel van dit nummer zullen we ons aan de meet-
kundige kant van de zaak wijden. Je zult daarbij soms worden uitgenodigd
schaar en plakband te hanteren. Je kunt dan de merkwaardige modellen maken,
die zelfs in een gezelschap van niet-wiskundigen verbazing wekken.

In het tweede deel bekijken we enkele aspecten van de verzamelingstheore-
tische kant. Dat zal dan wel wat moeilijker zijn dan het eerste deel, maar zo
krijgen ook zij, die iets dieper op de zaak willen ingaan hun kans. Dat het
slechts een heel klein beetje dieper kan zijn, moeten ze ons maar niet kwalijk
nemen. Er zijn wel een paar aardige boecken over topologie, waarmee ze hun
dorst naar meer kennis en inzicht kunnen lessen. We noemen:

. Prof. H. Tietze. Opgeloste en niet opgeloste problemen uit de wiskunde. Nederlandse
bewerking door Bruno Ernst, Uitg. W.J. Thieme, Zutphen.

. Een eenvoudig boekie van 40 bladzijden, dat het meest aandacht schenkt aan de aar-
dige puzzels en problemen, waartoe topologie aanleiding kan geven, is Donovan
A.Johnson en William H. Glenn, Topologie, the rubbersheet Geometry, Uitg. Webster
Publishing Company, St. Louis. Prijs ongeveer f 3,60.

. Enkele bladziiden over topologie staan in de uitgave in de Aula-reeks: C.S.Stanley
Ogilvy, De Wiskunde van Morgen. Prijs f 1,90.

. Een veel duurder boek, (waarvan de prijs in de buurt van de f 30.— ligt) is B. H. Arnold,
Intuitive Concepts in elementary Topologie, Uitg. Prentice-Hall inc. Englewood Cliffs,
NJ. Een mooi boek, met prachtige figuren, dat onder meer de verzamelingstheore-
tische kant uitvoerig behandelt.

. Stephen Barr, Experiments in Topologie, Uitg. Thomas Y Crowell Company, New
York. Prijs ongeveer f 14.—. In dit boek worden vooral de topologische modellen en
het vervaardigen daarvan (o.a. een papieren model van de fles van Klein) uitvoerig
besproken.
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In dit nummer zijn een aantal Denkertjes opgenomen, die alle betrekking
hebben op de topologie. Ze geven weer kans op de gebruikelijke lootprijs
en tellen mee voor de ladder. Inzendingen zoals gewoonlijk aan de Heer
A.van Tooren, Nachtegaalplein 10, Den Haag. Ze moeten 1 april binnen
zijn.

’Kennismaking met topologische merkwaardigheden

1. Rubbervel-meetkunde

Voor een eerste kennismaking met de topologie wenden we ons tot
enkele meetkundige verschijnselen, die optreden bij wat de Engelsen
wel ,,rubber-sheet-geometry’” noemen. Stel je voor, dat meetkundige
figuren, bijvoorbeeld een rechthoek, getekend zijn op een vel rubber
of ander materiaal, dat naar alle kanten rekbaar is. In fig. l1a is in het
binnengebied van een rechthoek een stip getekend. Gaan nu twee per-
sonen aan het rubber trekken, dan zien we, dat de rechthoek vervormd

Fig. 1

wordt. Er is echter één ding, dat niet verandert: de stip blijft in het
binnengebied van de rechthoek.

Door het rekken van het rubbervel wordt de rechthoek zodanig ver-
vormd, dat al zijn afmetingen veranderen. Zijn zijden blijven niet langer
recht, zijn hoeken, zijn oppervlakte, alles wijzigt zich. Het is zelfs mo-
gelijk zodanig te rekken, dat de rechthoek nagenoeg een cirkel wordt.
Maar voortdurend blijft het binnengebied binnengebied. De eigenschap
,,een binnengebied hebben™ is bestand tegen de vervormingen, die de
figuur ondergaat bij het rekken van het rubbervel. Zo’n eigenschap noe-
men we een fopologische eigenschap.
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In de topologie wordt o.a. onderzocht welke eigenschappen van figu-
ren invariant (onveranderlijk) zijn, wanneer we die figuren allerlei ver-
vormingen laten ondergaan. Daardoor heeft de topologie een heel
ander karakter dan onze schoolmeetkunde. Daarin wordt nl. sterk de
nadruk gelegd op de congruentie en de gelijkvormigheid. Vooral door
de beschouwing van de congruentie krijgen de figuren in onze school-
meetkunde de starheid van een ijzeren sleutel. Zelfs gelijkvormige figu-
ren zien we meestal als vergrotingen of verkleiningen van die ene starre
en onveranderlijke figuur, waarvan ze afbeeldingen zijn.

De topologie verlost ons van die starheid. Ga je figuren maar eens heel
gek vervormen, zegt ze, ga ze maar eens soepel maken, kneden, rek-
ken, duwen, opblazen, enz. En kijk dan eens wat er invariant blijft,
dan ontdek je de eigenschappen, die niets meer te maken hebben met
afmetingen of vorm. Dat zijn de topologische eigenschappen.

Over opblazen gesproken: Teken op een luchtballonnetje eens een
cirkel. Een kleine, zoals die met het gestippelde binnengebied in fig. 2.
Of een grote helemaal rondom de ballon, waarbij je nu moeilijk kunt
zeggen, welk gebied je binnengebied zou noemen. Maar deze grote
verdeelt de ballon toch in twee gescheiden gebieden zo, dat je niet van
het gestreepte in het andere kunt komen zonder de cirkel te passeren.
Elke cirkel op een ballon verdeelt deze in twee duidelijk van elkaar te
onderscheiden gebieden. En al blazen we de ballon tot barstens toe op,
zodat de cirkels misschien uitgerekt worden tot lange ovalen: de krom-
men blijven de ballon in twee gebieden verdelen.

Fig.2
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Nog eens over opblazen gesproken: Een autobinnenband is een heerlijk
object om er topologie op te bedrijven. Dikwijls kun je hem, als je een
beetje handig bent, allerlei dwaze vormen geven.

Fig.3

In fig.3 zie je, dat je ook op een binnenband een kromme kunt tekenen
(a), die de band in twee gescheiden gebieden verdeelt. Het gestippelde
gebied zou je dan weer het binnengebied kunnen noemen. Maar cirkel
b, die rondom de ,,opening” van de band loopt, verdeelt deze niet in
twee gebieden. Je kunt van elk punt van de band naar elk ander punt
komen, zonder cirkel b te passeren. Zou je de band langs deze cirkel
doorsnijden, dan valt hij niet in twee stukken uiteen. Je zou hem dan
kunnen uitrekken tot een plat vel met een gat er in (fig.4). Zowel de
buitenrand van het vel, als de binnenrand van het ,,gat” zijn dan afkom-
stig van cirkel b.

d
Fig.4 d
:

b

Ook cirkel ¢ in fig.3 verdeelt de band niet in twee gebieden. Snijden we
hem langs ¢ door, dan wordt de band in een cilinder veranderd (fig. 5).
Cirkel b is dan een van de ,,beschrijvende lijnen” van de cilinder.

\
Fig.5 UC a
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Het is wel duidelijk, dat een luchtballon topologisch heel iets anders is
dan een binnenband. Ga nog maar eens na: Op een luchtballon hebben
twee cirkels geen enkel punt gemeen of ze raken elkaar in één punt of
ze snijden elkaar in twee punten. Dringt nl. een cirkel het binnengebied
van een tweede cirkel in P binnen, dan zal hij er ook ergens weer uit
moeten komen, bijv. bij Q (fig.6).

Q

P Fig.6

Op een binnenband echter is er nog een vierde mogelijkheid, nl. dat
twee cirkels elkaar in één punt snijden, zoals de cirkels b en ¢ in fig.3.
Maakten we een kubus, een piramide, een prisma, een kegel, enz. van
rubber, dan zouden we ze alle kunnen opblazen tot een ballon. Ze heb-
ben alle het topologische karakter, dat ook een bol heeft. We zeggen
daarom, dat ze topologisch equivalent zijn met elke bol®.

Het meetkundig lichaam, dat we kunnen vergelijken met een binnenband heet
torus. Bol en torus zijn topologisch geheel verschillende-lichamen. Van een bol
van klei kan men door kneden een kommetje maken. Maar dan zonder oor,
zie fig.7. Dat is dus topologisch equivalent met de bol.

..

Misschien denkt iemand, dat van de bol toch ook wel een kommetje met oor
te kneden is en dan heeft hij nog gelijk ook, maar dan is de vervorming, die we
de bol laten ondergaan een andere, dan we over het algemeen in de topologie

1 In plaats van ,,topologisch equivalent” wordt ook wel de uitdrukking ,,homeomorf™
gebruikt.
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toelaten. Bij het opblazen van een ballon of bij het in elkaar duwen van een bol
is er één belangrijk topologisch kenmerk, dat behouden blijft. Dat is, dat pun-
ten, die oorspronkelijk in elkaars buurt lagen (in elkaars omgeving) dat ook
blijven. Over het begrip omgeving moeten we het in het tweede deel van dit
nummer maar eens hebben. Voorlopig begrijp je waarschijnlijk wel, wat we
bedoelen: Als we een oortje kneden aan een kommetje, dat ontstaan is uit een
bol, dan worden er punten van die bol wreed van elkaar gescheiden, bijvoor-
beeld doordat er een gat in de bol gemaakt moet worden voor de opening van
het oortje. Of, er wordt eerst een lange slurf aan de bol gekneed (dat mag nog)
en die wordt dan weer ergens anders vastgeplakt. Dan worden er echter punten
in elkaars buurt gebracht, die dat oorspronkelijk niet waren.

De vervormingen, die we de figuren in de topologie laten ondergaan,
noemen we continue vervormingen. Door continue vervormingen blij-
ven punten, die oorspronkelijk in elkaars omgeving lagen, in de nicuwe
situatie ook in elkaars omgeving. We kunnen ook zeggen, dat de sa-
menhang van de punten niet veranderd wordt.

Fig.8

Een torus van klei kan wel gekneed worden tot een kommetje met oor.
De opening in de torus wordt dan de opening van het oor. Een thee-
kopje is dus topologisch equivalent met een torus en dus met de binnen-
band van je fiets of de verlovingsring van je zuster.

Nu moet je oppassen, dat je niet de indruk krijgt, dat alle topologisch
equivalente lichamen of oppervlakken door continue vervormingen in
elkaar kunnen overgaan. Een luchtballon met het touwtje aan de bui-
tenkant is topologisch equivalent met een luchtballon met het touwtje
aan de binnenkant, maar je kunt de een niet zo vervormen, dat je de
ander krijgt.
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2. Banden van Mobius

Naar August Ferdinand Mébius, een Duits wis- en sterrekundige
(1790-1868), o.a. professor in de sterrekunde te Leipzig, zijn de zoge-
naamde banden van Mdbius genoemd, waarmee op overtuigende wijze
enkele belangrijke topologische bijzonderheden gedemonstreerd kun-
nen worden. Het aardige is daarbij, dat ieder deze modellen zonder
moeite kan maken. Begin maar eens met een nogal lange rechthoekige
strook papier te knippen. Door de uiteinden daarvan aan elkaar te
plakken, kun je er een cilinder van maken, zoals die van fig. 10.

A A

B B Fig.9

Bij AB is de aanhechtingsplaats.

Het is niet moeilijk in te zien, dat deze cilindrische band twee randen
heeft (een ,,bovenrand” en een ,,onderrand”) en verder een binnen-
oppervlak en een buitenoppervlak. Over het binnenoppervlak is op
halve hoogte een stippellijn getekend, terwijl over het buitenoppervlak
een getrokken lijn loopt. Deze lijnen symboliseren, dat we deze opper-
vlakken als twee aparte dingen kunnen beschouwen. Dit zou ook blij-
ken, als we ze zouden kleuren. Het is bijvoorbeeld mogelijk het binnen-
oppervlak rood en het buitenoppervlak groen te kleuren. Dit verschijn-
sel is iets, waar we zo vertrouwd mee zijn, dat het misschien overbodig
lijkt het te vermelden. We weten bijvoorbeeld van een conservenblik,
dat de binnenkant soms verkoperd is en dat het etiket, dat om de bui-
tenkant is geplakt, geen enkel punt gemeen heeft met het binnenopper-

vilak.

AlA Fig. 10
BIB

Nu gaan we echter, in navolging van Mdobius, onze strook papier op
een andere manier tot een band aaneen hechten.

We leggen er nl. een slag in, zodat niet de uiteinden, die met A gemerkt
zijn, aan elkaar worden gehecht, maar het uiteinde A aan dat met B.
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Er ontstaat nu een gesloten ring, die doet denken aan de eerder ver-
vaardigde cilinder, maar de topologische eigenschappen zijn totaal
anders. Zoek eerst eens naar de bovenrand en laat je vingertop er langs
glijden. Begin maar bij de aanhechtplaats. Je vinger glijdt langs de
bovenrand. Steeds langs de bovenrand en ziedaar je passeert de aan-
hechtplaats opnieuw, maar . ... nu aan de andere kant. Andere kant?

Fig. 11

Wat is andere kant? Ik kom aan de andere kant van de straat door deze
straat over te steken. Hier ben je aan de ander kant van de band geko-
men, zonder de band over te steken. Deze ervaring zet je begrip voor
het verschijnsel ,,andere kant’ op losse schroeven! Beschouw je slechts
een klein stukje van de band van M6bius, de omgeving van de aanhecht-
plaats bijvoorbeeld, dan is er geen probleem. De gewone meetkunde
geldt, de gewone topologische eigenschappen zijn op de ons vertrouwde
manier aanwezig: Er is een binnenzijde, een buitenzijde, een bovenrand
en een onderrand. Van de ene rand naar de andere komt men slechts
door de band over te steken. Van de binnenzijde komt men op de bui-
tenzijde door de rand te passeren.

Een klein wezen, dat leefde op een immense Mdbiusband en dat niet
in staat zou zijn meer dan zijn eigen omgeving te verkennen, zou geen
andere meetkunde kennen dan de onze. Wij echter overzien de hele
band en bemerken, dat het niet mogelijk is onderscheid te maken tussen
binnen- en buitenzijde. We ontdekken dat bijvoorbeeld, als we ergens
beginnen de veronderstelde binnenzijde rood te kleuren. We kleuren
verder en verder en opeens passeren we de plaats, die we ook ,,aan de
andere kant” al rood gekleurd hadden. Er is geen andere kant hier.
Deze Mobiusband heeft slechts één kant en één rand.
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Het zou wel een wonder zijn, als de tekenaar van wonderlijke dingen, die
M. C.Escher is, zich ook niet met de band van Mébius had bezig gehouden.
Op de binnenzijde van de omslag kruipen mieren over zo’n band. Al zitten ze
soms schijnbaar aan twee verschillende kanten, ze kruipen alle op één en de-
zelfde kant. Ook op de bladzijden 85 en 86 staan prenten van Escher, die de
Mobiusbanden als onderwerp hebben.

3. Oriéntatie

In de figuren 124 en b zijn twee slakkenhuisjes getekend, die verschillend
,,georiénteerd” zijn. Doorlopen we de spiraal van binnen naar buiten,
dan draaien we bij het linkerslakkenhuisje in positieve richting en bij
het andere in negatieve richting. Snijden we in de cilindervormige band

Fig.12

van fig. 10 zulke slakkenhuisjes uit, bijv. steeds die van fig. 124, dan
komen we na zekere tijd bij ons ,,punt van uitgang” terug en bemerken,
dat bij het rondgaan langs de band de draairichting (de oriéntatie)
gelijk gebleven is.

Fig. 13

We merken ook op, dat alle openingen zich in fig. 13 bevinden boven
de middenparallel van de band. We vergelijken dit nu met de band van
Mobius. Zie daarvoor fig. 14.

We beginnen bijvoorbeeld met het uitponsen van de slakkenhuisvormi-
ge openingen op de plaats waar de letter A gezet is.
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We ponsen ze aan de ene zijde van de middenparallel en gaan voort-
durend door met ze dezelfde draairichting te geven. Nu merken we
echter op dat, als we de band eenmaal rond zijn geweest, de openingen
aan de andere kant van de middenparallel terecht zijn gekomen en de
andere draairichting hebben gekregen.

Fig. 14

Bij de cilinderband was het mogelijk één draairichting aan de buiten-
zijde toe te kennen. Bij de band van Mébius is dat niet het geval. Die
is daarom niet-oriénteerbaar. Oriénteerbaar zijn is een topologische
eigenschap.

4. Spelen met de band van Mobius

a. Wanneer je fig. 14 goed bekeken hebt en hebt gezien hoe je van de
ene kant van de middenparallel zonder sprong aan de andere komt
bij het doorlopen van de band, zal het je misschien niet moeilijk
vallen je in te denken, wat er gebeurt, als je de band langs de midden-
parallel doorknipt. Raad het eerst eens en doe het dan.

Wil je wat experimenteren met banden van Mobius dan is handig materiaal
daarvoor een rol plakband van bijv. 5 cm breedte.
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b. Neem nu eens een proef (en probeer je eerst voor te stellen wat het
resultaat zal zijn) door een Mobiusband door te knippen langs een
lijn, die evenwijdig loopt met de middenparallel, maar dan op een
derde van de breedte van de kant af. Misschien is het resultaat wel
weer verrassend.

.

¥

Fig.15

c. Nu moet je eens twee (niet te korte) evenlange stroken papier op
elkaar leggen, zoals in fig.15. Leg in beide tegelijk een slag en plak
ze dan aan elkaar, zoals in fig. 16. Je krijgt dan een dubbele M&bius-
band. Je kunt gemakkelijk demonstreren, dat je hier twee los van
elkaar liggende stroken hebt. Immers je kunt met een potlood overal
tussen de twee stroken rond gaan. Het gemakkelijkst kun je dat laten
zien door met de ene hand het potlood vast te houden en dan met
de andere hand de stroken er langs te trekken.

Fig.16

83




Zou een kevertje tussen de beide banden kruipen, dan zou de ene band
bodem zijn, waarop hij kruipt, terwijl de andere plafond zou zijn van
de ruimte, waarin hij zich zou bewegen. Het kevertje zou tot de ont-
dekking komen, dat overal bodem en plafond op ongeveer gelijke af-
standen van elkaar zijn en dat het zich daar vrij tussen kon bewegen
de hele band rond. Zou het kevertje met modderpootjes zijn aangeko-
men en niet tevoren deze pootjes goed geveegd hebben, dan zou het
na één keer rond gegaan te zijn, tot zijn verbazing de moddersporen
op het plafond zien zitten. Pas na nog een keer rond te zijn gegaan zou
hij weer bemerken bij zijn beginpunt terug te zijn. Wat zo bedriegelijk
een dubbele band lijkt, is niet anders dan één lange band. Heb je dat
bemerkt door deze band uit te trekken, dan zul je tot de ontdekking
komen, dat het nogal moeilijk is deze ene band weer tot de oorspron-
kelijke ,,dubbele” terug te leggen. Het lukt wel, maar het is een kwestie
van geduld en zorgvuldig proberen.

Hoeveel randen en vlakken heeft deze dubbele band? Na hem tot een
enkele band uiteen gehaald te hebben, blijkt dat deze vier slagen heeft
en daarom dus twee randen en twee kanten. Deze band is dan ook
oriénteerbaar. (Onderzoek dat door na te gaan, hoe een uitgeponst
,,slakkenhuisje” na één rondgang staat, vergeleken met de beginstand).
Bij de dubbele band lopen deze randen ,,evenwijdig”. Zou je deze ran-
den dicht plakken, dan zou je een gesloten buis krijgen, die wanneer je
niet met papier, maar met rubber had gewerkt, opgeblazen zou kunnen
worden tot een . ... torus!

De Denkerties, die in dit nummer zijn opgenomen handelen
alle over de topologie. Ze tellen mee voor de ladderwedstrijd
en voor de lootprijs. De lootprijs voor de Denkertjes uit num-
mer 2 is toegewezen aan J. A. Bezemer, Oldenzaal.
7\"\\, Aan de top van de ladder stonden na nummer 2: Dennis Diels
o (Amsterdam), Freddie Lambert (Oostburg), HansJonkers(Naar-
Denkel'bes den), Gustaaf Rol (Hilversum), F. Luybe (Amsterdam).

41. Een band van Mobius kan worden gemaakt door van een lange rechthoekige
strook papier de uiteinden zo aan elkaar te plakken, dat er een slag in de band
komt te liggen. Je kunt natuurlijk ook meer dan één slag in de band leggen.
Bespreek het verschil tussen banden met een oneven en met een even aantal
slagen. Let daarbij onder meer op de oriénteerbaarheid en op de aantallen kan-
ten en randen.
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42. Bespreek wat het resultaat is, wanneer een band met # slagen erin langs de mid-
denparallel wordt doorgeknipt.

43, De slang, die zichzelf in zijn staart bijt, is een oeroud symbool voor de eeuwig-
heid. M. C. Escher heeft dit symbool in de hierboven afgedrukte prent verdrie-
voudigd. Hij heeft blijkbaar de 3 slangen verkregen door een band op een ge-
schikte manier in de lengterichting in tweeén te knippen. Probeer een papieren
model van het afgebeelde te maken. Neem daarvoor een lange smalle strook.
Let goed op de manier, waarop Escher die heeft doorgeknipt. Je kunt de gleuf
tussen beide delen ,,0p zijn plaats houden” door op regelmatige afstanden stuk-
jes doorzichtig plakband aan te brengen. Stuur dit model in. Het is niet erg als
het platgedrukt wordt.
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Ook in 1965 heeft M. C. Escher zich bezig gehouden met de banden van Mdbius, Van
de driekleurige houtsnede, die hij toen maakte, zie je hiernaast een verkleinde afdruk.
Wil je de grote figuur daarin bestuderen, maak dan een model van een lange strook recht-
hoekig schuimplastic, waarvan je de uiteinden gedraaid aan elkaar kunt lijmen. Hoeveel
..wanden’’ heeft dit ,,ding”’? Eén? We zullen het moeten geloven, als we ons oog er langs
laten glijden.

5. De fles van Klein

Stel je eens voor, dat je ergens in een plat vlak een lange rechthoekige
strook ABCD zou aantreffen, zoals in fig. 17. Stel je verder voor, dat je
de opdracht zou krijgen deze strook zo te vervormen, dat deze zou
veranderen in een ringvormige strook, zoals in fig. 18.
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Fig.17

Deze hele operatie zou zich dan kunnen afspelen, zonder dat je je buiten
het vlak zou behoeven te begeven. Er zou natuurlijk behoorlijk gerekt
en getrokken moeten worden aan de rechthoek, maar bij voldoende
elasticiteit zou je er wel in slagen om A bij B te brengen en D bij C.

Fig.18

Maar, ga je je nu eens voorstellen, dat je de opdracht krijgt de ring
zodanig te sluiten, dat A met C en D met B samenvalt. Je moet dan een
slag leggen in de rechthoekige strook en dat zal je niet lukken, als je
bovendien voortdurend in het gegeven vlak moet blijven. Nu is er een
derde dimensie nodig, waarin je je moet bewegen en mag je dat doen,
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dan krijg je eenvoudigweg de Mobius band. Let eens op de pijltjes in
de figuren 17 en 18. Ze wijzen er op, dat AD en BC gelijk gericht mogen
zijn, als ze aan elkaar bevestigd worden. In fig. 19 staan de pijltjes ver-
schillend gericht. Worden AD en BC zo aan elkaar bevestigd, dat de
pijlpunten weer bij elkaar komen, dan ontstaat de Mobiusband.

Mag je je in de driedimensionale ruimte bewegen, dan kun je van een
rechthoekige strook ABCD een cilinder plakken, bijvoorbeeld door
de randen AB en DC aan elkaar te lijmen zo, dat A met D en B met C

D C D - @
A B . 4 T B
Fig.19 Fig.20

samenvalt. In fig.20 is dat aangegeven door de lange pijlen, die langs
de zijden AB en DC in gelijke richting wijzen. Door deze cilinder om
te buigen kunnen de randen daarvan naar elkaar toegebracht worden
(fig.21). Er ontstaat een torus als ook deze randen met elkaar verboden
worden.

Maar let nu eens op de pijlen, die in fig. 20 van A naar D en van C naar
B wijzen. Die zijn tegengesteld gericht en blijven dat in fig.21 eveneens.
Het is niet mogelijk de torus te sluiten door de uiteinden van de cilinder
zo aan elkaar te verbinden, dat de erbij getekende pijlen ook gelijk
gericht gaan lopen.

Bij de figuren 17 en 18 bestond deze moeilijkheid, doordat we gedwon-
gen waren binnen de tweedimensionale ruimte van het platte vlak te
blijven. De derde dimensie bracht uitkomst.
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Nu bij de cilinder, die tot torus gesloten moet worden, zijn we gedwon-
gen binnen de driedimensionale ruimte te blijven. Zou onze driedimen-
sionale ruimte ingebed liggen in een vierdimensionale, zoals het platte
vlak ingebed ligt in onze driedimensionale ruimte, dan zou het mogelijk
zijn de uiteinden van de cilinder zo aan elkaar te bevestigen, dat de
pijlpunten gelijk gericht zouden komen te liggen. Helaas echter, we
hebben geen vierdimensionale ruimte tot onze beschikking. (Wat ons
niet verhinderen kan er over te dromen of te fantaseren en er zijn men-
sen, die dat gedaan hebben of nog doen. Je zult de vierde dimensie best
wel eens in een boek aantreffen. En dikwijls heeft de wiskundige het ook
nog wel over hogere dimensies.) De Duitse wiskundige Felix Klein
heeft omstreeks 1882 een andere oplossing van het probleem bedacht
om de uiteinden toch zo bij elkaar te brengen, dat de pijlen gelijk ge-
richt zijn. Hij moest daarbij echter een concessie doen, die we ook in
het platte vlak van fig. 17 hadden kunnen toelaten. Kijk nog maar eens
naar fig.22, waar de ring ,,zichzelf doorboort™.

Fig.22

Klein nu liet de cilinder de volgende vervormingen ondergaan: Eerst
werd een der uiteinden nogal ,,opgeblazen”, zoals in fig.23. Let nog
even op de draairichting van de pijlen bij de uiteinden. Zie je, dat deze
tegengesteld is, zoals in fig.21?

Nu liet hij het bovenste uiteinde de verdikking doorboren, waarna de
uiteinden zo aan elkaar bevestigd konden worden, dat de pijlen gelijke
richting hadden. Het zo ontstane lichaam wordt fles van Klein genoemd.
Het heeft geen randen (de doorboring mag eigenlijk niet meetellen)
terwijl er geen binnen- of buitenoppervlakte is, zoals de band van
Mobius eveneens geen binnen- of buitenoppervlakte heeft. Zonder
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enige rand te passeren zou een kevertje, dat zich volgens onze begrippen
aan de binnenzijde van het oppervlak zou bevinden, kunnen wandelen

Fig.24

naar een plek, die we buitenzijde zouden noemen. Vergelijk dit goed
met de band van Mdbius. Snijden we de fles door volgens de in fig.25
getekende lijn, dan valt hij uiteen in twee banden van M&bius.

6. Twee figuren

Om de experimenten met knipsels af te sluiten, is het mis-
schien wel aardig nog even te kijken naar de figuren 26b
en 27b.

In fig.26b kunnen we een deel van een torus her-
kennen. Wat is er uit de torus geknipt, waardoor
dit oppervlak is ontstaan? Vergelijk nu fig.265b
met 26a. Uit het rechthoekige oppervlak ABCD
is daar een deel van het binnengebied, nl. de
rechthoek PQRS, weggeknipt. Wil je dit zelf doen,
neem dan een vrij grote rechthoek en knip daar-
uit het grootste deel weg. Je kunt dan eerst de
randen AB en DC aan elkaar plakken en daarna
de cirkels aan de uiteinden. Je kunt ook beginnen met AD en BC. Je
krijgt dan een oppervlak, dat topologisch equivalent is met het eerste.
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Beide oppervlakken zijn delen van een torus. Dat dit het geval is, kun
je begrijpen, als je bedenkt, dat je in beide gevallen eerst een cilinder
zou krijgen, als de rechthoek PQRS niet was uitgeknipt, en dat deze
cilinder dan tot een torus zou zijn omgebogen. Blijkbaar ontstaat het
oppervlak van fig.26b door uit de torus een oppervlak weg te knippen,
dat topologisch equivalent is met een rechthoek en zijn binnengebied.

,D%(/l Pt P //////%
/Z - -~
V= — Ve
A | 1Q R s
A | F = =
Z -
é e
9 | IPZ S| E
/ %
/2 - |4
NI
Fig.26a Fig.26b

Het oppervlak van fig.275 is een deel van een fles van Klein. We zouden
ons kunnen voorstellen dat te maken uit de ,,rand” in fig.27a door
eerst de gelijkgerichte kanten AB en DC aan elkaar te plakken en dan
de cirkels aan de uiteinden zo, dat er in de dan ontstaande boog een
slag komt te liggen. Proberen we dat, dan blijkt het niet te lukken.
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Fig.27a Fig.27b

Dat wisten we al uit het voorgaande over de fles van Klein, maar we
bemerken het nu nog eens uitdrukkelijk. Er zit niets anders op, dan
eerst het deel van de torus te maken, zoals in fig. 265 en dan daarin de
lange band door te knippen en de einden weer zo aan elkaar te plakken,
dat er een slag in deze lange band komt.
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‘ 44. Geef een beschouwing over het al of niet oriénteerbaar

\ zijn van een torus en van een fles van Klein. (Kun je een
0 ,,slakkenhuisje” zo laten rondgaan, dat de draai-richting
Denke’rtjes verandert?)

45. Aan mijn jas zit een knoop met twee gaatjes erin. Beredeneer, dat deze topolo-
gisch equivalent is met een soepkop met twee oren.

Fig.28 Fig.29

46. Verdeel de hoofd(-druk-)letters van het alfabet zo in groepen, dat in elke groep
zich de onderling topologisch equivalente letters bevinden. Dat zijn dus de let-
ters, die door een continue vervorming uit elkaar zijn af te leiden. (Zonder knip-
pen en plakken).

47. Bespreek de in fig. 30 afgebeelde band. Let op één- of tweezijdigheid en orién-
teerbaarheid. Wat zal het resultaat zijn als de band wordt doorgeknipt langs een
lijn, die op enkele millimeters afstand van de bovenrand loopt? Wat zal het
resultaat zijn, als de band langs de erop getekende stippellijn wordt doorgeknipt?
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°’II. Een beetje theorie

7. Omgevingen

In de topologie wordt gesproken over figuren, oppervlakken en licha-
men. Dit zijn allemaal puntverzamelingen. Het vergelijken van figuren
komt dus neer op het vergelijken van verzamelingen van punten. In de
voorgaande paragrafen hebben we dikwijls gesproken over vervor-
mingen. Daardoor wordt de indruk gewekt, dat de punten van de figu-
ren of oppervlakken zich verplaatsen. Het is echter zuiverder de oor-
spronkelijke en nieuwe figuur apart te bekijken en inplaats van aan een
vervorming te denken aan een toevoegen van punten van de oorspron-
kelijke figuur aan die van de beeldfiguur. Bij elk punt van de torus van
fig.3 behoort een punt van de ,,cilinder” van fig.5. Elk punt van het
gebied binnen de cirkel a in fig.3 is toegevoegd aan een punt van het
gebied binnen de kromme « in fig. 5. De punten van cirkel ¢ in figuur 3
zijn echter telkens aan twee punten van de cilinder toegevoegd, nl.
telkens aan een punt van de linkerrand en aan het bijpassende punt van
de rechterrand. Zien we van de cirkel ¢ af en dus ook van de randen
van de cilinder, dan kunnen we zeggen dat de toevoeging één-éénduidig
is, waarmee we bedoelen, dat aan elk punt van de torus juist één punt
van de cilinder en omgekeerd aan elk punt van de cilinder juist één punt
van de torus is toegevoegd.

Niet elke afbeelding is één-éénduidig. Projecteren we bijvoorbeeld een bol lood-
recht op een plat vlak, dan wordt er aan elk punt van de bol juist één punt van
het vlak toegevoegd (de afbeelding is dus eenduidig), maar omgekeerd wordt er
niet aan elk punt van het vlak één punt van de bol toegevoegd: bij sommige
punten van het vlak hoort geen enkel punt van de bol, bij andere én, bij weer
andere behoren er twee.

Een aardig voorbeeld van een één-éénduidige afbeelding wordt door
Prof. Freudenthal gegeven in het boek: Zeven voordrachten over
topologie, Uitg. Noorduyn en Zn., Gorinchem, 1950. (Een moeilijk
boek overigens):

Als de punt van de kleine wijzer van een klok de afstand van de 1 naar
de 2 doorloopt, doorloopt de punt van de grote wijzer de hele cirkel. In
iedere stand van de twee wijzers wordt daardoor één punt van de boog
(1, 2) toegevoegd aan juist één punt van de hele cirkel. En omgekeerd.
Laten we de kleine wijzer beginnen bij het punt, dat op de klok door
de 1 aangewezen wordt, dan start de grote wijzer op het punt, dat bij
de 12 hoort. Laten we nu de kleine wijzer tot aan het punt lopen, dat
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door de 2 wordt aangewezen, maar dat punt zelf niet bereiken, dan
gaat de grote wijzer tot aan de 12. Dan is de één-éénduidigheid van
deze afbeelding geheel in orde. We zeggen, dat de puntverzameling
van de 1 naar de 2 door ons links (bij de 1) gesloten en rechts open
wordt genomen.

We kennen de begrippen open en gesloten ook in de algebra. Kiezen
we de reéle getallen x zodanig, dat 3 << x << 5, dan is het interval (3, 5)
aan beide zijden open. Het interval is links gesloten en rechts open,
als we de getallen beschouwen, waarvoor 3 < x < 5. Het is nu wel
mogelijk een kleinste waarde van x aan te geven in dit interval, nl.
x = 3. Er is echter geen grootste. Boven elk reéel getal, dat kleiner is
dan 5 ligt nog weer een groter, dat toch kleiner dan 3 is.
Beschouwen we in de topologie een puntverzameling, bijvoorbeeld in
het platte vlak het binnengebied van een cirkel, dan wordt zo’n ver-
zameling gesloten genoemd als de rand (in dit geval de cirkel dus) er
wel bij hoort. De verzameling is open als de rand er niet bij hoort. In
de officiéle topologie worden deze begrippen gedefinieerd met behulp
van verzamelingen, maar dat zou ons hier te ver voeren.

Behoort een punt tot een open verzameling, dan wordt deze een om-
geving van dat punt genoemd.

Het begrip omgeving speelt in de topologie een belangrijke rol, want
met behulp daarvan kan worden gedefinicerd wat we verstaan onder

een continue afbeelding.
(Zie bldz. 78).

Fig.31

We bedoelen daar ongeveer het
volgende mee:

In fig.31 ligt een punt b (met een zijner omgevingen) in een omgeving
van het punt . Worden nu bij de een of andere topologische afbeelding
deze punten toegevoegd aan punten &’ en b’, dan ligt b" weer in een
omgeving van a’.
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Zonder dat we over vervormingen spreken, kunnen we nu zeggen, wat
er bedoeld wordt met het topologisch equivalent zijn van twee verza-
melingen, dat is nl. het geval, wanneer de punten van de ene verzame-
ling door een één-éénduidige en continue afbeelding aan die van de ande-
re verzameling kunnen worden toegevoegd. Misschien is het nu wel
duidelijk, dat een luchtballonnetje met het touwtje aan de binnenkant
topologisch equivalent is met een luchtballonnetje met het touwtje aan
de buitenkant, hoewel je de een niet zo kunt vervormen, dat de andere
ontstaat.

8. Metrische ruimten

In de topologie spelen afmetingen en afstanden maar een heel geringe
rol. Het is echter mogelijk het begrip omgeving te behandelen door
over afstanden te spreken. Daarbij hoeft de gedefinieerde afstand niet
altijd overeen te komen met wat we er gewoonlijk onder verstaan. De
wiskundigen hebben enkele kenmerken van wat wij intuitief afstand
noemen, als basis genomen voor een ruimer afstandsbegrip. Deze ken-
merken zijn de volgende:

1. De afstanden van twee niet samenvallende punten wordt positief gerekend.
2. Als twee punten samenvallen, is hun afstand nul.
3. De afstand van de punten p en ¢ is dezelfde als die van de punten g en p.

4. Voor de afstanden van drie punten p, ¢ en r geldt de zg. driehoeksongelijkheid.
We kennen nl. voor elke driechoek de eigenschap, dat de som van twee zijden
groter is dan de derde zijde.

In symbolen geschreven luiden deze vier voorwaarden dus:
l.d(p, q) > 0, als p # q.

2.d(p,q) = 0,als p = q.

3. d(p, q) = d(q, p).

4. d(p, q) + d(q, r) = d(p, r). (Het gelijkteken voor het geval, dat p, g
en r op één rechte liggen).

Elke verzameling, waarin op deze wijze een afstandsfunctie is gede-
finieerd noemt men een metrische ruimte.
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Twee voorbeelden

Is in een plat vlak een rechthoekig assenstelsel gegeven en stellen we
daarin de codrdinaten van een punt p door (x,, y,) en van een punt ¢
door (x,, ¥,), dan kan men op de gebruikelijke manier de afstand van
deze twee punten voorstellen door:

Ko )=V o — %+ Go— 3"

Ga maar na, dat dan aan de vier voorwaarden voldaan is.

Het is echter ook mogelijk de afstand van twee punten geheel anders
te definiéren, bijv.:

d(Pa‘I):Ixo‘_xd‘l‘l}’o_J’ll-

Zie ,,Denkertje” 48 en ook bldz. 39 in nummer 2 van deze jaargang.
Van de punten p(2, 5) en ¢g(4, 8) zou volgens de eerste definitie de af-
stand gelijk zijn aan 4/13 en volgens de tweede manier gelijjk aan 3.

Als er in een puntverzameling een afstand is gedefinieerd, dan kan men
daarmee gemakkelijk het begrip omgeving defini€ren. Zo kan men
bijvoorbeeld als omgeving van het punt p kiezen de verzameling der
punten, waarvan de afstand tot p kleiner is dan een gegeven getal r.
Hiermee moeten we het kleine beetje theorie besluiten. Wie zich verder
wil verdiepen in de topologie kan wel terecht in een der in de inleiding
genoemde boeken.

48. In een plat vlak is een rechthoekig codrdinatenstelsel

B gegeven en voor twee punten van dat platte vlak is als
afstandsfunctie gedefinieerd:
% dip, 9 = | xo— 1| + | Yo — 21 |-
Denke‘rbes Beredeneer, dat deze afstandsfunctie voldoet aan de vier

hiervoor gegeven voorwaarden.

49. In een plat vlak zijn gegeven een rechthoekig assenstelsel en daarin de punten
p( — 2,0) en ¢g(2,0). Onderzoek en beredeneer, wat de verzameling is van de
punten, waarvan de som der afstanden tot p en g gelijk is aan 6, wanneer als
afstandsfunctie is gegeven dezelfde als die van denkertje 48.

50. Ts de verzameling ¥ van alle punten van een rivieroever een metrische ruimte,
als daarin op de volgende manier een afstandsfunctie is gedefinieerd? Voor elk
punt x en elk punt y van de oever verstaat men onder hun afstand de tijd, die
nodig is om van x naar y te roeien. Beredeneer je antwoord.
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4e Wiskunde Olympiade

De directeur-generaal voor het onderwijs van het Ministerie van On-
derwijs en Wetenschappen, mr.J. G. M. Broekman, heeft op vrijdag
17 december 1965 in de grote vergaderzaal van het ministerie de prijs-
uitreiking verricht van de 4e Wiskunde Olympiade 1965.

De eerste prijs is gewonnen door de jongste prijswinnaar, R. van Tijen
(16), uit de 5de klas h.b.s.-B van het Lorentz lyceum te Eindhoven.
Zijn prijs bestaat evenals voor de andere winnaars uit boeken over
wiskundige onderwerpen benevens een boekenbon.

De andere prijswinnaars zijn:

2. H.W. Lenstra (16) te Amsterdam, leerling van het Vossius Gymna-
sium te Amsterdam.

3. P.G.Kluyt (17) te ’s-Gravenhage, leerling van het Chr.Lyceum
Populierstraat te ’s-Gravenhage, afdeling gymnasium.

4. H.Barendregt (18) te Amsterdam, leerling van het Montessori
Lyceum te Amsterdam, afdeling gymnasium.

5. J.B.van Rongen (17) te Santpoort, leerling van het Chr. Lyceum
., Marnix van St. Aldegonde” te Haarlem, afdeling gymnasium.

6. J.H.H.Perk (17) te Amsterdam, leerling van het Vossius Gymna-
sium te Amsterdam.

7. J.Moormann (17) te Nijmegen, leerling van het Gymnasium Cani-
sius-college te Nijmegen.

8. Th.H.Beneder (17) te Middelburg, leerling van het Stedelijk Gym-
nasium te Middelburg.

9. C.D. Holzscherer (17) te Oosterbeek, leerling van het Chr. Lyceum
Bernhardlaan te Arnhem, afdeling gymnasium.

10. R.H.Bourgonjen (18) te Hilversum, leerling van het Nieuwe Ly-
ceum te Hilversum, afdeling hogereburgerschool.

De uitslag werd door de adviescommissie bepaald op grond van presta-
ties die waren geleverd bij de eerste en tweede ronde tezamen. Opval-
lend is dit jaar de lage leeftijd van de prijswinnaars, gemiddeld zijn zij
vier maanden jonger dan die van het vorige jaar.
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