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De kortste verbinding van vier lucifers, die een vierkant vormen. 



Pythagoras 
jaargang 7 no 2 

Het probleem van Fermat en de zeepvliezen van Plateau 

Men wil drie dorpen A, B en C door een wegennet verbinden, maar 
dan zo dat de totale weglengte minimaal is. (fig. 1) Dit lijkt een 
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Fig. 1 y' 

Fig. 2 

eenvoudig probleem en de oplossing is ook eenvoudig. Het vraagstuk 
werd door de Franse wiskundige Fermat voorgelegd aan Torricelli, 
die er in slaagde het op te lossen. Om een wijdlopige bespreking te 
ontgaan: Nemen we aan dat de driehoek ABC scherphoekig is en 
bovendien dat er een punt P bestaat zodat PA + PB + PC minimaal 
is, dan is te bewijzen dat P binnen de driehoek ligt en wel zodanig 
dat de hoeken die PA, PB en PC insluiten elk 120° zijn. Dit laatste 
kunnen we als volgt inzien. 
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Zie fig. 2. Is P een punt binnen A ABC, dan draaien we A APC over 
60° om C, zodat A in een punt A' komt, dat aan de andere kant van 
AC ligt als B. Komt P daarbij in P', dan is A CPP' gelijkzijdig zodat 
PA + PB + PC gelijk is aan P'A' + PB + PP'. Deze gebroken lijn 
is zo kort mogelijk als P op BA' ligt, en wel zo dat Z. BPC = 120° is. 
P heet het punt van Torricelli. 
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Je kunt jezelf de oplossing van dit probleem van Fermat voortoveren, 
wanneer je kans ziet om tussen twee evenwijdige platen van glas of 
dik plastic drie staafjes te bevestigen. Dompel het geheel in een zeep-
oplossing (met wat glycerine er door gaat het nog beter) en haal het 
er langzaam uit. Er vormen zich vliezen die loodrecht op de glasplaten 
staan (fig. 3) Zeepvliezen trachten steeds een zo klein mogelijk opper-

vlak te vormen en je ziet dan ook dat ze elkaar ontmoeten in een lijn, 
zo, dat ze hoeken van 120° met elkaar maken. Als je toch bezig bent 
kun je hetzelfde eens doen voor 4, 5, enz. punten. Je ziet dan resultaten 
als in fig. 4 en 5. 
De foto op de binnenzijde van het omslag toont het resultaat bij een 
vierkant. 

Wanneer je een kubus maakt van ijzer- of koperdraad (gedeeltelijk 
buigen en gedeeltelijk solderen is het gemakkelijkst), met aan één der 
hoekpunten een handvat, dan kun je bijzonder mooi de minimum 

27 



oppervlakte, begrensd door de ribben van de kubus, zien. Het vinden 
van de minimumoppervlakte, begrensd door een gegeven gesloten, 
ruimtelijke figuur, wordt het probleem van Plateau genoemd, (een 
Belgisch natuurkundige uit het midden van de vorige eeuw). Proeven 
met zeepvliezen wezen hem de weg naar de oplossing voor een aantal 
speciale gevallen. 
Als je de kubus onderdompelt in het zeepsop en hem er langzaam weer 
uit haalt, komt er een stelsel zeepvliezen tevoorschijn dat zolang 
verandert tot bijna de minimale oppervlakte is bereikt (fig. 6). In het 
midden blijkt een kubusje te zitten dat geheel uit zeepvlies is op-
gebouwd. De hierin aanwezige lucht verhindert het bereiken van de 
minimale oppervlakte. Als je het kubusje voorzichtig doorprikt ont-
staat in het midden een vierkantje. Net als bij het vierkant de minimale 
lengte blijkt hier de minimale oppervlakte niet gevormd te worden 
door de diagonaal vlakken. 

Bij de foto's: 
1 en 2 tonen de minimale oppervlakte bij de kubus. Dompelen we de 
kubus nog eens in de vloeistof dan wordt in het midden een luchtbel 
opgenomen (3 en 4). 
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In dit nummer . . . 

heb je op de voorgaande pagina's kunnen lezen hoe je met behulp van 
zeepvliezen minima-problemen te lijf kunt gaan. 
Ook dit jaar schrijven we weer een aantal prijsvragen uit, maar ook dit 
jaar doen we het weer eens wat anders. Alle drie de prijsvragen, waar 
wat aan te verdienen valt vind je in dit nummer. Je mag er over piekeren 
en er mee omstoeien (wel aan de muren van de gang denken) tot 1 
april 1968. Op die datum moeten de resultaten van je overwegingen 
binnen zijn. Een hele winter om na te denken, zou dat nu niet zalig 
zijn . . .? Voor het geval je er ook de paasvakantie aan zou willen 
opofferen, geven we in dit nummer ook maar de berekening van de 
Paasdatum. Hieruit kun je leren dat je dan net te laat zou zijn. Het 
vervoersprobleem is opgelost, maar nog niet definitief. Ook dit kan je 
nog verder bezig houden. 

De vijftien-puzzel 

N 

1 2 3 4 

5 6 7 8 

9 10 11 12 

13 14 15 V 
1 

\ \ 

Welke puzzel met deze naam wordt bedoeld zal wel onmiddellijk 
duidelijk worden aan de afbeelding. 

De bedoehng van de puzzel is om door verschuiven der vierkante 
blokjes een andere van te voren afgesproken volgorde der getallen 1 
tot en met 15 te verkrijgen, waarbij dan het open vakje meestal weer 
in de rechteronderhoek moet staan. Hoeveel volgorden der getallen 
1 tot en met 15 zijn er mogelijk? 
We noemen elk der volgorden waarin de getallen 1 tot en met 15 
kunnen voorkomen, een permutatie van die getallen. Het aantal 
permutaties van een rij getallen berekenen we op de volgende manier: 
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/ ' X ' t / Inzendingen voor 1 januari aan Drs. A. B Oosten, 
DenkePlieS Twftorenstraat Ila, Groningen. 

11. Verdeel een rechthoek van 9 cm bij 16 cm in twee stukken, die aaneengevoegd 
kunnen worden tot een vierkant. (Uit Alpha, I, 1) 

12. Zoek twee natuurlijke getallen a en b. die voldoen aan a2 + b ' ^ 2(173P + 
23482). 

13. Tien potloden, vier vlakgommen en een puntenslijper kosten samen ƒ2,98. 
Zeven potloden, drie vlakgommen en een puntenslijper kosten samen ƒ2,23. 
Hoeveel kosten een potlood, een vlakgom en een puntenslijper samen? 

1 getal 1 1 permutatie 
2 getallen 1, 2 

2, 1 2 permutaties 
3 getallen 1,2,3 

1, 3,2 ■ 
2, 1, 3 
2, 3, 1 
3 ,1 ,2 
3, 2, 1 3-2-1 permutaties = 6 permutaties 

4 getallen leveren 4-3-2-I == 24 permutaties. Immers elk der 4 kan 
vooraan geplaatst worden, terwijl de andere drie er dan op 6 manieren 
achter kunnen worden gezet. 

15 getallen leveren dus 15T4-13-12 . . .•3-21 permutaties op. Dat zijn 
er 1.307.674 368.000. Er zijn dus meer dan 1 biljoen mogelijkheden 
om met het rechterondervakje leeg in de andere vakjes een permutatie 
van de getallen 1 tot en met 15 te maken. Kunnen deze echter allemaal 
door verschuiven verkregen worden? 
Een permutatie kan door verschuiven worden verkregen, als het lege 
vakje een wandeling maakt over het veld van de andere vakjes en 
daarbij weer in de rechteronderhoek terugkeert. Bijvoorbeeld 

1 2 3 4 
5 6 7 8 
9 10 11 [ ^ 
13 14 15 12 

1 2 3 4 
5 6 7 8 
9 lOQ 11 
13 14 15 12 

1 2 3 4 
5 6 7 8 
9 10 15 11 
13 14[~]12 

1 2 3 4 
5 6 7 8 
9 10 15 11 
13 14 12 
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Het open vakje moest nu eerst naar links en naar boven en later even 
veel vakjes naar rechts en naar beneden en moest dus een even aantal 
vakjes doorlopen. 

We letten nu op het volgende verschijnsel: In de oorspronkelijke 
opstelling stonden de getallen 1 tot en met 15 in opklimmende volg­
orde achter elkaar. Dat wil zeggen: elk getal, dat volgt op een ander 
is groter dan dat andere. Door de verschuiving wordt dat soms anders. 
Bijvoorbeeld toen de 12 in het hierboven gegeven eerste geval naar 
beneden werd geschoven, stond deze 12 als een kleiner getal achter de 
13, de 14 en de 15. Men zegt dan dat er nu drie inversies optreden in 
de permutatie. Een inversie treedt dus op telkens als een getal, dat 
volgt op een ander kleiner is dan dat andere. 
In het tweede geval hierboven werd de 11 naar rechts geschoven. Dat 
veranderde aan de permutatie en dus aan het aantal inversies niets. 
Door de 15 in het derde geval omhoog te schuiven werden de volgende 
inversies gevormd: 
11 na 15, 13 na 15, 14 na 15, 12 na 15, 12 na 13, 12 na 14. Dat is een 
even aantal. Namelijk 6. 

In het algemeen kan door verschuiven elke permutatie (met het open 
vakje in de rechteronderhoek) ontstaan, waarin het aantal inversies 
even is. Wanneer namelijk het open vakje naar links of naar rechts 
geschoven wordt verandert het aantal inversies niet. Wordt het naar 
boven of naar beneden geschoven, dan betekent dat in de rij der 
getallen hetzelfde als een verplaatsing over drie vakjes van een der 
getallen. Bijvoorbeeld hierboven bij de overgang van het tweede geval 
op het derde: 
9 l OQ 11 13 14 15 12 
9 10 □ 11 13 15 14 12 (1 inversie meer) 
9 l OQ 11 15 13 14 12 (opnieuw 1 inversie meer) 
9 10 □ 15 11 13 14 12 ( id. ) 
9 10 15 11 13 1 4 n 12 (geen verandering) 
Een beweging van het lege vakje eerst naar boven en daarna weer 
naar beneden, betekent dus een toename of afname van nul of een 
even aantal inversies. Daarom kunnen van de beginstand uit alleen 
die standen door schuiven bereikt worden, waarin het aantal inversies 
even is. Dat betekende dat van de 1.307.674.368.000 permutaties 
slechts de helft, dat zijn er 653.837.184.000, mogelijke standen zijn. 
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Dat zijn er heel veel. Maar even heel veel zijn er onmogelijk. Daarom 
is het heel gemakkelijk een argeloze puzzelaar een grote prijs te 
beloven voor het schuiven naar een stand, die tot de onmogelijke 
gerekend moet worden en dat schijnt nogal eens gebeurd te zijn in het 
verleden. Arme puzzelaars, die zich een hoofdpijn of een slecht humeur 
zaten te schuiven. Je kunt dat voorkomen door eerst het aantal 
inversies te tellen. Je kunt je alvast op de volgende standen oefenen. 
Gevraagd wordt: Kunnen deze standen door schuiven bereikt worden 
uit de beginstand? 

4 3 2 1 
8 7 6 5 
12 11 10 9 
15 14 13 

2 4 6 8 
10 11 12 13 
3 5 7 9 
15 1 14 

Op welke datum valt Pasen in 1968? 

Wanneer je niet weet op welke datum de eerste Paasdag in 1968 valt, 
hoe kun je dat dan vlug even uitrekenen? Het antwoord hierop is kort 
en duidelijk: Dat kun je niet! 
Sinds de eerste eeuwen van onze jaartelling wordt het Christelijke 
Paasfeest gevierd op de eerste zondag na de eerste volle maan in de 
lente. 
De eerste lentedag is 21 maart. Is er op deze dag volle maan en is 
22 maart een zondag, dan is dit eerste Paasdag. Dit is de vroegst 
mogelijke eerste Paasdag, de laatst mogelijke is 25 april. 
Je zou uit het voorgaande kunnen afleiden dat de bepaling van de 
Paasdatum een sterrenkundige aangelegenheid is. Dit is echter niet 
het geval: Voor de berekening zijn de regels vastgelegd in de zg. 
Gregoriaanse kalender, de tijdrekening die in 1582 is ingevoerd door 
Paus Gregorius XIII. Deze kalender is een verbetering van de Juliaanse 
kalender, die in 45 v. C. werd ingevoerd door Julius Caesar. 
Voor de tijdrekening maken we gebruik van de dag, de maand en het 
jaar. Wti jaar is de tijd waarin de aarde haar baan om de zon door-
loopt. Deze tijd is ongeveer 365,24220 dagen. 
365,24220 is bij eerste benadering gelijk aan 365^. In de Juliaanse 
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tijdrekening telde men daarom 3 jaren van 365 dagen, gevolgd door 
een schrikkeljaar van 366 dagen. De verdeling van deze dagen over de 
maanden januari tot en met december was precies zoals we die nu nog 
hebben. 
Het jaar is dan gemiddeld echter 365,25 — 365,2422 = 0,0078 dag 
te lang. Dit betekent een fout van 1 dag in de ongeveer 128 jaar . . .(I) 
Onder de maand moet je verstaan: de tijd die ligt tussen twee opeen-
volgende tijdstippen van volle maan. 
Een maand is ongeveer 29,53059 dagen. 
Deling leert dat ten jaar ongeveer 12,36827 maanden bevat. Een goede 
benadering hiervan is de breuk ll-^'g. 
Daarom telden 19 Juhaanse jaren 19 X 12,^ = 235 maanden, ook 
wel lunatics genoemd. De fout die hierin zit is ongeveer I dag in de 
310 jaar . . (II). 
Laten we nu even aannemen dat 1 augustus van het jaar nul een zon-
dag was met volle maan. Zonder schrikkeljaren zou 1 augustus na 
7 jaar weer op een zondag vallen, maar de aanwezigheid van de schrik-
keljaren zorgt er voor dat pas na 4 x 7 = 28 jaar alle data weer op 
dezelfde weekdag vallen. Omdat 19 jaren een geheel aantal maanden 
bevatten zal na 19 x 28 = 532 jaar iedere datum weer op dezelfde 
weekdag vallen, en dezelfde maanstand hebben. 1 augustus van het 
jaar 532 was dus weer een zondag met volle maan. In de Juliaanse 
tijdrekening kon men dus tabellen maken van de Paasdata, bij de 
berekening waarvan de 19-jarige maancyclus en de 28-jarige zonne-
cyclus een rol speelden. 
Op den duur vertoonden de tabellen echter merkbare verschillen met 
de werkelijkheid, voornamelijk veroorzaakt door de fouten (I) en (II). 
Zo was in de 14e eeuw de werkelijke volle maan drie dagen eerder 
dan de „kerkelijke", voor iedereen duidelijk waarneembaar! De roep 
om een kalenderhervorming werd dan ook steeds groter en verschil-
lende pausen bemoeiden zich hiermee. Zo riep Paus Sixtus IV in 1476 
de wiskundige Regiomontanus naar Rome om een hervorming voor 
te bereiden. (Zie ook blz. 2 in het vorige nummer.) Uiteindelijk werd 
de hervorming doorgevoerd door Paus Gregorius XIII in 1582, naar 
een ontwerp van Aloysius Lilius. De hervorming bestond uit: 

r Op 4 oktober 1582 volgde 15 oktober 1582, zodat 10 dagen werden over-
geslagen. 

2° In het vervolg tellen iedere 400 jaar geen 100 maar 97 schrikkeljaren en wel 
worden weggelaten die eeuwjaren, die niet deelbaar zijn door 400. (Dus 
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1700, 1800, 1900, 2100 enz. zijn geen schrikkeljaren.) Door deze maatregel 
wordt het jaar gemiddeld 3/400 dag = 0,0075 dag korter, zodat de fout (I) 
wordt gereduceerd tot 0,0078 — 0,0075 = 0,0003 dag. Dit is ongeveer 1 dag 
in de 3300 jaar! 

3° De data der maanstanden werden 3 dagen vervroegd, met ingang van 1582. 
4° In het vervolg worden de data der maanstanden 8 maal in de 25 eeuwen met 

1 dag vervroegd, 7 maal na 300 jaar en I maal na 400 jaar, te beginnen in het 
jaar 1800. 
Door deze maatregel wordt de fout (II) bijna volkomen opgeheven. 

In 1800 gaf de bekende wiskundige Carl Friedrich Gauss een formule 
voor de berekening van de Paasdatum voor een willekeurig jaar. Hij 
publiceerde zijn formule zonder bewijs, omdat 

„de analyse, met behulp waarvan bovenstaande formule wordt gevonden, berust 
eigenlijk op de grondslagen der hogere rekenkunde, omtrent welke ik mij thans 
nog niet op enig geschrift kan beroepen en zij laat zich daardoor hier niet in al haar 
eenvoud weergeven." 

We zullen ons bij deze uitspraak van Gauss neerleggen en alleen de 
wijze van berekenen vermelden. Volg deze ook in het blokschema 
op blz. 37. ^ 
Noem het jaartal j . 
Deel j door 19 en noem de rest a 

f - 4 b 
^•1 J 9i ' ;? ?) ?) 99 ^ 

„ 19a + 24 „ 30 „ „ „ „ d 
„ 2b + 4c + 6d + 5 „ 7 „ „ „ „ e 

Stel rf + e — 9 = ƒ 
Is ƒ > O, dan valt Pasen op ƒ + 31 maart. 
I s / > O, dan valt Pasen op /apr i l , met 2 uitzonderingen: I s / = 26, 
dan valt Pasen op 19 april, is ƒ = 25 en d = 28, dan valt Pasen op 18 
april. 
Tenslotte passen we de regel toe voor 1968: 
1968 : 19 = 103 rest 11 a = 11 
1968 : 4 = 392 „ O b = 0 
1968 : 7 = 281 „ 1 c = \ 
(19a + 24) : 30 = (19. 11 + 24) : 30 = 233 : 30 = 7 rest 23, ^ = 23 
(2A + 4c + 6^ + 5) : 7 = (O + 4 + 138 + 5) : 7 = 
147 : 7 = 21 rest O, e = O 
d + e — 9 = 23 + 0 — 9 = 1 4 = / , dus valt eerste Paasdag op 14 
april. 
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Blokschema's voor computerprogramma's 
door J. F. Verhagen. 

Voor het instrueren van een computer is steeds een zg. programma nodig, d.w.z. 
een lijst van zeer gedetailleerde handelingen, die de computer moet verrichten. 
Voordat de programmeur dit programma gaat schrijven, zal hij een systeem 
moeten ontwerpen voor de oplossing van het probleem. Zijn ontwerp legt hij vast 
in een zg. blokschema. Dat is een overzichtelijk geheel van de handelingen die 
verricht moeten worden en de volgorde waarin dat moet gebeuren. 

We zullen zien hoe de blokschema's er uit zien voor het berekenen van 
a. de datum van de eerste Paasdag 
b. de datum van de eerste Pinksterdag 
c. de weekdag waarop nieuwjaar valt 
d. de weekdag waarop eerste Kerstdag valt. 
De datum van de eerste Paasdag is hierbij de belangrijkste, de andere 
kunnen hieruit worden afgeleid. We gebruiken de methode van Gauss, 
zie ook blz. 35. 
Zo is de eerste Pinksterdag 49 dagen na de eerste Paasdag ( = 2 maan-
den - 12 dagen). 
Is 14 april eerste Paasdag, dan is 2 juni eerste Pinksterdag. Is Pasen op 
3 april dan wordt het - 9 juni oftewel 22 mei. 
Op de volgende bladzijde vind je het blokschema voor de berekening 
van de datum van eerste Paasdag. 
Na het berekenen van ƒ wordt de vraag gesteld of/groter dan nul is. 
Is dit niet zo, dan valt eerste Paasdag in maart (de 3e maand). Hierop 
heeft de mededeling M: = 3 betrekking. Dit betekent: 
maak M gelijk aan 3. In dit geval moet/met 31 worden vermeerderd. 
Is ƒ wel groter dan nul, dan moet voor M 4 worden genomen. 
In de blokschema's hebben de letters de volgende betekenis: 
M het nummer van de maand waarin eerste Paasdag valt 
M' „ „ „ „ „ „ „ Pinksterdag 
D de datum van de eerste Paasdag 
D' „ „ „ „ „ Pinksterdag 
A'̂  het nummer van de weekdag waarop nieuwjaar valt 
K „ „ ,, „ „ „ eerste Kerstdag valt. 
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BEGIN 

j : = jaartal 

- - < - - -
a : = rest van j:19 
b : = rest van j :4 
c : = rest van j :7 

d : = rest van (19a + 24): 30 

e : = rest van (5 -I- 2b + 4c + 6d): 7 

f : = d + e — 9 

f is f > O? j — 

neen 

M : = 3 

D : = f + 31 

M : = 4 

( is f=26? y 
neen | 

( is f = 25? j -

berekening paasdatum 

D : = f 

- / is d = 28? j 

D : = 18 D : = 19 

. . . J 
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D' : .̂  D— 12 

f is M = 3? 

D : = D ' + 31 

HE 
M' : = 6 

p : - D + 90 

I 
is j schrikkeljaar? 

Ü I J E 
P : - P + 1 

N : = rest van p : 7 

^ 

berekening pinksteren 

p : = D + 59 

berekening nieuwjaa 

is j schrikkeljaar? 

JZ 
K : = N — 2 

JZ 

K : = K -f 7 

berekening kerstmis 
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Voor N en K geldt de volgende tabel: 

N o f K weekdag 
0 maandag 
1 zondag 
2 zaterdag 
3 vrijdag 
4 donderdag 
5 woensdag 
6 dinsdag 

Dus als N = 1 dan valt nieuwjaar op zondag. Als K = O 
dan valt eerste Kerstdag op maandag. 

Hier volgen een aantal voorbeelden waarmee je het blokschema kunt 
controleren. 
jaar nieuwjaar 
1901 
1902 
1903 
1904 
1967 
1968 
1969 
2000 

dinsdag 
woensdag 
donderdag 
vrijdag 
zondag 
maandag 
woensdag 
zaterdag 

Pasen Pinksteren Kerstmis 
7-4 26-5 woensdag 

30-3 18-5 donderdag 
\2-A 31-5 vrijdag 
3-4 22-5 zondag 

26-3 14-5 maandag 
14-4 2-6 woensdag 
,6-4 25-5 donderdag 
23-4 11-6 maandag 

Denkérljes 
14. Als n een natuurlijk getal is, dan kan n^ + nZ + 1 niet het kwadraat van een 

natuurlijk getal zijn. Bewijs dat. 
15. Hoeveel gemeenschappelijke punten kunnen een zeshoek en een achthoek ten 

hoogste hebben? Ze mogen geen samenvallende zijden hebben. 
16. Als a en b gehele getallen zijn, dan isa^b — ab^ het drievoud van een geheel getal. 

Bewijs dat. 
17. Onder de afstand van een punt P tot een figuur F verstaan we de lengte van 

het kortste lijnstuk PQ, waarin Q een punt van de figuur F is. Als we nu twee 
figuren Fi en F2 hebben, is dan de grootste afstar.d van een punt van Fi tol de 
figuur F2 beslist gelijk aan de grootste afstand van een punt van F2 tot de 
figuur F|? 
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Prijsvragen 

Wij schrijven onder onze lezers een drietal prijsvragen uit. De Stichting 
„Jeugd en Wiskunde" en de Vereniging van Leraren in Wiskunde, 
Mechanica en Cosmografie stellen elk ƒ100,— beschikbaar voor 
prijzen. Er valt dus iets voor je te verdienen! 
De deelname aan de prijsvragen I en II staat open voor elke scholier. 
Om aan prijsvraag III mee te mogen doen, mag je echter niet ouder 
zijn dan 16 jaar. 
Elke ingezonden oplossing moet naam en geboortedatum, school en 
klas van de inzender bevatten. Oplossingen voor 1 april 1968 sturen 
naar redacteur Van Tooren. 

Prijsvraag I: Een beleggingsprobleem 

In figuur 8 zie je, dat er 8 manieren zijn om een rechthoek van 2 cm 
bij 5 cm te beleggen met dominostenen van 1 cm bij 2 cm. Als je de 
getekende rechthoeken mag draaien of vervangen door een spiegel-
beeld, dan ontstaan daardoor gelijke plaatjes. In deze prijsvraag is dat 
echter niet toegestaan; wij beschouwen de 8 getekende rechthoekjes 
als verschillend. En we hebben zorgvuldig onderzocht, dat er niet 
meer mogelijkheden zijn dan deze acht. 

Fig. 8 

Wij stellen nu twee vragen: 
a hoeveel manieren zijn er om een rechthoek van 2 cm bij 50 cm te 

beleggen met zulke dominostenen? 
b hoeveel manieren zijn er bij een rechthoek van 4 cm bij 5 cm'̂  
De eerste vraag van dat tweetal is het gemakkelijkst te beantwoorden. 
Een goed antwoord op die eerste vraag geeft je al kans op een prijs. 
In je eigen belang raden we je aan om eerst maar eens te proberen het 
aantal beleggingsmanieren te bepalen bij een rechthoek van 2 cm bij 
n cm voor kleine waarden van n. 
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Prijsvraag II: Het geluk ligt om de hoek 

De titel van deze prijsvraag is een kleine woordspeling, die verband 
houdt met het te bestuderen onderwerp en ook met de manier, waarop 
dat onderwerp bestudeerd moet worden. Er is een goed voorstellings­
vermogen voor nodig en een rijke fantasie en het vermogen om telkens 
weer nieuwe variaties op een eenmaal verzonnen grondplan te ma­
ken . . . en wat intuïtie. 

1 

Fig. 9 

Figuur 9 zou je kunnen opvatten als de plattegrond 
van een gang in een huis, een gang waar een knik 
in zit. Op de (vlakke en horizontale) vloer van die 

.| gang ligt een vreemd object, dat zonder het op te til­
■■ " len en dus alleen maar door het te verschuiven door 

die gang getransporteerd moet worden en daarbij de 
hoek om zal moeten gaan. Misschien zal dat geluk­
ken en misschien ook niet. Het is duidelijk, dat er 

objecten zijn, die de beste verhuizer niet de hoek om kan krijgen, 
die onherroepelijk klem komen te zitten. En andere weer lijken on­
handelbaar, maar blijken nèt handelbaar te zijn. 
Voor zover wij weten is de vraag, wat de grootst mogelijke opper­
vlakte is (in de platte grond gemeten) van een object, dat wel 
de hoek om kan, nog door niemand beantwoord. We vragen de 
grootste oppervlakte die jij de hoek om kunt krijgen; de breedte van 
de gang dien je daarbij gelijk aan 1 te stellen. Iedereen zal wel ont­
dekken, dat een vierkant met zijden van de lengte 1 de hoek om kan. 
Maar ook een halve cirkel met een straal van 1 kan de hoek om en 
die heeft een oppervlakte van ^ n en dat is meer dan de oppervlakte 
van dat vierkant. Ons persoonlijke record was lange tijd 1,93. Kun je 
het evenaren of misschien verbeteren? Je mag gerust nog weten, dat 
wij ons record bereikten met een figuur, die alleen maar door lijn­
stukken en cirkelbogen begrensd werd. 
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Prijsvraag III: Elk schot kan raak zijn 

Hieronder staan drie opgaven, die een flink stuk gemakkelijker zijn 
dan de opgaven van de beide vorige prijsvragen. Deze behoeven niet 
alle drie opgelost te worden; een goede oplossing van een enkele 
opgave kan al met een prijs beloond worden. 

Opgave a: Maak een tekening, waarin een vierkant en een aantal 
cirkels voorkomen. Elke cirkel moet buiten dat vierkant liggen (en 
mag dus ook niet aan het vierkant raken), elk tweetal cirkels moet 
eveneens buiten elkaar liggen. Bovendien moet elke half rechte, waar-
van het eindpunt op het vierkant ligt, een of meer van die 'cirkels 
snijden. Hoe geringer het aantal cirkels in jouw figuur is, hoe beter hij 
is. 

Opgave b: De omtrek van een vierkant met een zijde van 10 cm wordt 
in vijf gelijke stukken verdeeld. De vijf deelpunten worden als hoek-
punten van een vijfhoek gebruikt. Bereken de maximale en de minimale 
oppervlakte van die vijfhoek. (Het komt hier aan op scherp formuleren 
en op het weergeven van een volledige redenering; en . . . je kent toch 
de theorie van de kwadratische functies?) 

Opgave c: Kun je ons twee driehoeken leveren, die niet congruent zijn 
terwijl toch vijf elementen van de eerste driehoek gelijk zijn aan vijf 
elementen van de tweede driehoek? 

'S^^i^/ 18. Bewijs dat de omgekeerden van de natuurlijke 
D(>nk^'ptie« getallen 1001 tot en met 2000 een som hebben, 

de omaekeerden van de natuurlijke getallen 501 
tot en met 2000 groter dan 1 is. 

19. De zijden van een driehoek hebben de lengten 12, 12 + x en 12 -|- 2x Welke 
waarden kan x hebben? 

20. We beschouwen de algebraïsche vorm 
V = a2 + b2 + c2 + d2 + e2 - 2 (ab + bc + cd + de + ea) + 2 (ac + 
bd + ce + ad + be) waarin a, b, c, d, e positieve getallen zijn 
Uit de herleiding V = (a - b - c + d - e)2 - 4bd + 4c (a -b) is af te leiden 
dat V positief is, wanneer a > b. Er is een soortgelijke herleiding, waaruit 
bhjkt dat V ook positief is wanneer a<b. Lever deze. 
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Niels Holgersson 
en de gelijkvormigheid 

Hij ging voor de spiegel staan en 
sloot de ogen. Hij opende ze eerst 
na een paar minuten en verwachtte 
toen, dat het weer over zou zijn. 
Maar dat was niet zo: hij was en 
bleef even klein. Overigens was hij 
precies zoals hij geweest was. Het 
lichte vlashaar en de zomersproeten 
op neus en lippen, de lappen op zijn 
leren broek en de stoppen in de kou-
sen, alles was precies eender; alleen 
was alles kleiner geworden. 
(Selma Lagerlöf - Niels Holgersson's 
wonderbare reis) 

Voor hen, die het mooie boek van de nobelprijswinnares Dr. Selma 
Lagerlöf niet kennen even een korte inleiding. Niels Holgersson is een 
Zweedse boerenjongen. Lastig voor zijn ouders. Hij dreigt een nietsnut 
te worden. Tot op zekere zondag als zijn ouders naar de kerk zijn, de 
huiskabouter ingrijpt. Hij verkoopt Niels een stevige draai om de oren 
en als hij daarvan tot bezinning komt blijkt hij op wonderbaarlijke 
wijze verkleind te zijn. Laten we zeggen op schaal 1:10. Het citaat 
hierboven vind je in het boek als dit drama juist heeft plaats gehad. 
Zo nu weet je ongeveer wie Niels is. 
Overigens was hij precies zoals hij geweest was. Een klein Nielsje. 
Gelijkvormig met de oorspronkelijke Niels. Een levend model op 
schaal. Alles een tiende van wat het geweest was. Vingertjes een tiende, 
beentjes een tiende, neus een tiende, alles een tiende. Wacht even -
alles? De lap op de leren broek, eerst een vierkant decimeter. Nu een 
vierkante centimeter. Dat is een verkleining op een honderdste. En 
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hoeveel van deze Nielsjes zouden samen even zwaar zijn als de oor-
spronkelijke Niels? Tien, honderd? Nee, duizend! Denk je de oor-
spronkelijke Niels maar opgebouwd uit kubusjes van 1 cm^. Het 
verkleinde Nielsje zou opgebouwd zijn uit kubusjes van 1 mm^. 

Wanneer we zeggen, dat een model is uitgevoerd op schaal 1:10, 
dan bedoelen we, dat alle lengten het tiende deel zijn van de 
oorspronkeUjke. Maar de oppervlakten zijn dan verkleind op 
schaal 1:100 en de inhouden (en de gewichten) op schaal 1:1000. 
1 op 10 is slechts de lineaire verkleining. 

Overigens was hij precies zoals hij geweest was. Nee, sorry Selma 
Lagerlöf, maar daar vergist u zich. Meetkundig gelijkvormig was hij 
wel. Maar meetkunde is een abstract vak. Een model schaal 1:10 was 
hij. Accoord. Maar een levend model en daar houdt de meetkunde 
geen rekening mee. Het levende wezen Niels had de constante tem-
peratuur van 37° C. We mogen aannemen dat het Nielsje dat ook had. 
Hoe beschermde Niels zich tegen afkoeling? Door zijn kleding. 
Natuurlijk dat ook, maar de interne processen in zijn spierweefsel 
zorgden voor zoveel warmteaanvoer, dat de afkoeling aan zijn huid 
voortdurend opgeheven werd. Van het nieuwe Nielsje was de huid-
oppervlakte het honderdste deel van wat het geweest was. Maar de 
hoeveelheid spierweefsel was slechts een duizendste. De verhouding 
tussen warmteproducerend weefsel en afkoelend huidoppervlak was 
dus door de verkleining verstoord. Het arme Nielsje kreeg het koud 
en moest zijn spierweefsel tot een tienmaal zo grote warmteproductie 
aanzetten. Maar dat betekende meer en vaker eten. At de grote Niels 
dagelijks ongeveer een vijftigste deel van zijn eigen gewicht, de kleine 
zou zeker een vijfde van zijn gewicht moeten eten. We lezen er niet over 
in het boek, maar de kleine Niels zal het heel druk gehad hebben met 
het zoeken van voedsel en drie maaltijden per dag zullen zeker niet 
genoeg geweest zijn. Overigens was hij precies zoals hij geweest was. 
Maar denk eens aan zijn stem voortgebracht door stembanden een 
tiende maal zo lang als zijn oorspronkelijke. Wat een merkwaardig 
hoog stemmetje moeten die hebben opgeleverd. En hoe zou de ge-
voeligheid van zijn gehoororgaan veranderd zijn? Zou hij ons stem-
geluid nog gehoord hebben? Of alleen maar heel hoge tonen? Zo 
kunnen we doorgaan met onze twijfel uit te spreken over het 'Overigens 
was hij precies zoals hij geweest was.' Maar wat zijn we dan akelige 
denkers zonder gevoel. Selma Lagerlöf schreef een sprookje en bij 
sprookjes moet je niet logisch denken. Bovendien: De huiskabouter 
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was zo zorgvuldig geweest zelfs de klompen van Niels te veranderen 
in passende klompjes. Zou hij dan niet ook voor al die andere dingen 
gezorgd hebben? Voor de stem, voor het gehoor, voor de spierkracht, 
enz.? Daar kunnen we toch wel op vertrouwen. 

Help eens een handje (vervolg) 

Hoera, er is een oplossing gevonden voor het brandende vervoers-
probleem. De drie jongelui kunnen inderdaad hun 9 km verwijderde 
doel in 42 minuten bereiken (per brommer zou dat 18 minuten eisen, 
per fiets 36 minuten en te voet 72 minuten). 

wegfkml 

tijd (min) 

Er zijn zelfs twee oplossingen gevonden, die echter geen wezenlijk 
verschil vertonen. De eerste daarvan luidt als volgt: 
Er worden twee halten ingesteld op de 9 km lange weg. Deze bevinden 
zich 4 km en 1\ km van het beginpunt verwijderd. De fietser rijdt de 

7 5 eerste halte voorbij en arriveert n a ^ uur = 30 minuten bij de tweede 

halte. Daar laat hij de fiets staan en gaat te voet verder. Voor de 

resterende l\ km heeft hij dan - ^ uur = 12 minuten nodig, zodat hij 
/ , j 

precies na de gewenste 30 -f 12 = 42 minuten het doel bereikt. 
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4 
De bromfietser bereikt de eerste halte na — uur = 8 minuten. Daar 

30 
laat hij de brommer staan en loopt verder naar de tweede halte. Dat 

3.5 
kost hem — uur = 28 minuten. Bij de tweede halte treft hij de fiets 

7,5 ■' 
aan, die daar 6 minuten vroeger is achtergelaten. Hij rijdt daarop 

verder naar het doel in - ^ uur = 6 minuten, zodat hij na 8 + 28 + 6 
15 

minuten = 42 minuten tegelijk met de fietser aankomt. 
4 

De wandelaar bereikt de eerste halte het laatst en wel na — uur = 
7,5 

32 minuten. Doodmoe klimt hij op de brommer en rijdt de resterende 

5 km in - - uur = 10 minuten, zodat ook hij na 32 + 10 = 42 minuten 
30 

ter bestemder plaatse is. In het weg-tijd-diagram op de vorige bladzij 
is deze oplossing in beeld gebracht. 
De gedachtengang, die tot deze oplossing geleid heeft, kunnen we uit 
de ingezonden brieven heel goed volgen. We beginnen daarbij met de 

42 wandelaar. Deze zou in 42 minuten —. 7,5 km = 5,25 km af kunnen 
60 

leggen, maar hij moet 9 km afleggen. Hij dient dus een winst van 
9 — 5,25 = 3,75 km te maken; we proberen hem dat al brommende te 
laten doen. In een vol uur brommen zou hij een winst van 30 — 7,5 =̂  

3 75 22,5 km maken. We moeten hem dus -'— uren = 10 minuten laten 
22,5 

brommen. In die 10 minuten bromt hij 5 km bij elkaar, zodat hij de 
brommer moet aantreffen na 4 km gelopen te hebben. 
De bromfietser zal dus zijn geweld na 4 km achter moeten laten en kan 
dan niets anders doen dan beginnen te lopen (hij is immers zijn beide 
vrienden ver vooruit). Hij is dan 8 minuten op weg en heeft nog 

34 42 — 8 ^ 34 minuten over. In die tijd kan hij al wandelende -. 7,5 == 
60 

4,25 km afleggen, maar hij heeft nog 5 km voor de boeg. Hij moet dus 
een winst van 0,75 km maken en zal dat met behulp van de fiets moeten 
doen. In een vol uur fietsen wint hij 15 — 7^ —- 7,5 km. Hij moet dus 
0,75 
- - uren -= 6 minuten fietsen. In die 6 minuten kan hij per fiets 1,5 km 

46 



afleggen, zodat hij de fiets zal moeten vinden na 3,5 km gelopen te 
hebben. Hiermee is de plaats van de tweede halte bepaald. 
De fietser moet zijn dierbare rijwiel na 7,5 achterlaten. Hij heeft dan 
30 minuten gereden en moet zich dus daarna in 12 minuten naar het 
doel kunnen begeven . . . te voet. Inderdaad bUjkt dat net te gaan. 
Dat laatste zinnetje heeft enkele inzenders aan het denken gezet. Zij 
komen met de vraag aan of deze gedachtengang ook bij andere gegeven 
getallen zo feilloos tot een oplossing van het probleem leidt. Die vraag 
leggen we juüie dus nu voor. En een heel argwanende briefschrijver is 
zelfs met deze door hem gevonden oplossing nog niet tevreden en 
vraagt zich af of de drie vrienden niet in minder dan 42 minuten zou-
den kunnen zijn waar ze wilden zijn. Wat denken jullie van deze twee 
kwesties? 

Oplossingen van Denkertjes uit het vorige nummer. 

Fig. 10 

De gegeven vergelijking is te schrijven in de vorm (x3 — 10)2 + (x — 1)2 = 0. 
Voor elke waarde van x geldt: beide termen van het linkerlid zijn positief of nul; 
met meer dan een van die twee termen kan gelijk zijn aan nul; het linkerlid neemt dus 
voor elke x een positieve waarde aan. 

//////////////////////////////////, 

Fig. 11 

<: 
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3. Nee, dat kan niet. In figuur 11 is AB een van de zijden, waarop een hoogtelijn is 
neergelaten die langer is dan die zijde zelf. Het hoekpunt C van de driehoek moet 
dus liggen in het gearceerde gebied boven de lijn p (die evenwijdig is met AB en tot 
AB een afstand heeft, die gelijk is aan de lengte van AB). Nu is de maximale afstand 
van het hoekpunt A tot de zijde BC gelijk aan de lengte van AB. Als de hoogtelijn 
uit A langer was dan de zijde BC, dan moest BC dus zeker korter zijn dan die 
maximale afstand, dus korter zijn dan AB. Dit kan echter niet als C in het gearceerde 
gebied moet liggen. Eenzelfde redenering geldt voor de hoogtelijn uit B. 

4. Indien het verschil van een rekenkundige rij v is, dan bedraagt het verschil van twee 
termen van die rij een geheel aantal malen v. Twee van dergelijke verschillen 
verhouden zich dan dus als twee gehele getallen (hebben met andere woorden een ra-
tionale verhouding). De enige voorwaarde, waar drie getallen aan moeten voldoen 
opdat zij termen van dezelfde rekenkundige rij zijn, is dan ook dat twee van de uit 
hen gevormde verschillen een rationale verhouding hebben. In dit geval is aan die 
voorwaarde voldaan: (9V2 + 2V3) — (10V2 — 5V3) en (7V2 + 16V3) — 
(9V2 + 2V 3) hebben de verhouding (—V 2 + 7V3) : (—2V2 + 14V3) = 1:2. 

5. Nee, dat is niet mogelijk. De 41 papiertjes, die eerst op de 41 witte velden lagen, 
zouden elk op een van de 40 zwarte velden moeten komen te liggen en het is dui-
delijk, dat dat niet kan. 

6. Het drievoud van het bedoelde getal x heeft een 1 voorop. Deze wordt gevolgd 
door k nullen. Daarna komt als hekkesluiter het eenhedencijfer 2. In formuletaai: 
3x = 10" + ' + 2. 
Hieruit blijkt, dat 9x2 = loz^+i + 4.10"+' + 4 achtereenvolgens van linksnaar 
rechts vertoont een 1, k nullen, een 4, weer k nullen, een 4. Door dit getal door 9 te 
delen vinden we de cijfers van x2: van links naar rechts eerst k+ l enen, daarna k 
vijven, tenslotte een 6. 

7. De oppervlakte van deze ruit bedraagt 16V 15 cm2. 

2 2 2 2 

Fig. 12 

Fig. 13 

10. 

Dit is het geval met elk natuurlijk getal, dat ten minste gelijk is aan 3 en niet is een 
viervoud plus twee. Bij een oneven getal kan het zoals in dit voorbeeld: 
13 = 13.1 = (7 + 6) (7 — 6) " 72 — 62. 
Bij een viervoud gebeurt het als volgt: 12 = 6.2 = (4 + 2) (4—2) = 42—22 
Het linkerlid van x2 + 4xy + 3xy2 = 97 is te ontbinden in (x + y) (x + 3y) en het 
rechterlid levert (met natuurlijke getallen) alleen maar de ontbinding 1.97. Als x en 
y natuurlijke getallen moeten zijn, dan dient dus aan x + y = 1 en aan x + 3y = 97 
voldaan te worden. Helaas kan dat niet, zodat deze opgave vals was. 
Elke vierhoek, waarvan geen enkel hoekpunt buiten de gegeven halve cirkel ligt, is 
op te sluiten binnen een vierhoek zoals er in tig. 13 een afgebeeld is (of is zelf al 
zulk een vierhoek). De maximale oppervlakte bedraagt 3/4r2 -^i. 

Oplossingen van de vijftien- puzzel 
A ja B nee C ja 
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Inversie Lfit het 

Permutatie Uit het 

Priemgetal Uit het 

WOORDENBOEK 

Latijn: invertere = omkeren 

Latijn: permutare = verwisselen 

Latijn: primus = eerste 

Oplossingen van Denkertjes inzenden voor 1 januari 1968. 
Oplossingen van de prijsvragen voor 1 april 1968. 
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