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°Hoe krom is een gekromd oppervlak? 

In twee van de voorgaande afleveringen hebben we ons een idee ge-
vormd van de kromming bij een kromme. We herhalen voor de 
zekerheid de belangrijkste resultaten. 

Voor een vlakke kromme zijn deze als volgt: 
a. Zoek de cirkel die in het betreffende pimt drie samenvallende punten met de 

kromme gemeenschappelijk heeft. Deze cirkel wordt de osculatiecirkel genoemd 
en deze sluit zich in het punt zo dicht mogelijk bij de kromme aan. Het middel-
punt heet kromtemiddelpunt en de straal de kromtestraal r. 

b. De kromming p is nu ± —, Het teken kiest men afhankelijk van de kant van de 

kromme, waaraan het kromtemiddelpunt ligt. 
Bij een ruimtekromme is de kromming gedefinieerd met behulp van het voorgaande. 
Men neemt dan namelijk de kromming gelijk aan die van projectie van de ruimte-
kromme op het osculatievlak. Het osculatievlak is het vlak dat in het bctrelTende 
punt zo dicht mogelijk bij de kromme aansluit, door drie samenvallende snijpunten. 

Tot zover de dorre theorie. Eerst nu de beantwoording van de in het 
vorige nummer gestelde vragen. Het osculatievlak van een vlakke 
kromme is uiteraard het vlak, waarin die kromme ligt. De krommin-
gen in de punten van een regelmatige cirkelschroeflijn zijn gelijk, 
waarbij de kromtestraal groter is dan de straal van de cilinder. Dit 
laatste kun je je voorstellen bij een schroefveer. Is de veer volledig 
ingedrukt, dan is de kromtestraal vrijwel gelijk aan die van de cilinder. 
Naarmate we de veer uitrekken wordt de kromming kleiner en de 
kromtestraal dus groter. 

De kromming bij een oppervlak 
Bij een kromme was de vraag hoe krom hij is niet in het algemeen te 
beantwoorden, maar wel voor elk punt van de kromme afzonderlijk. 
Bij een gebogen oppervlak is zelfs dat laatste niet zonder moeilijk-
heden, zoals we zullen zien. 
Bekijk figuur 1. In het punt A van het oppervlak is een zogenaamde 
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normaal n getekend, die loodrecht op het oppervlak staat. Wacht 
even, wat is loodrecht op een oppervlak? „Daar komen de definities 

Fig. 1 

alweer", hoor ik je verzuchten. Om het verhaal niet te saai te maken, 
slaan we deze definitie maar over. Je denkt maar aan een vlaggemast, 
opgericht op ons aardoppervlak, dat tenslotte ook gebogen is. Goed, 
de normaal in A dus. 

Fig. 2 

Een willekeurig vlak door deze normaal zal het oppervlak volgens een 
vlakke kromme snijden. In figuur 2 zijn een aantal van deze snijkrom-
men getekend in verschillende richtingen door A. Elk van deze exem-
plaren heeft in A een bepaalde kromming. Maar zijn deze krommingen 
alle gelijk? Dat is niet waarschijnlijk. Het is voor te stellen, dat de 
kromme a uit figuur 2 in A een grotere kromming heeft dan de krom-
me b. Wat is nu de kromming van het oppervlak in het punt A? Moe-
ten we als antwoord geven: de kromming varieert van zo tot zoveel? 
Of een soort gemiddelde hiervan? Dit laatste doet men inderdaad vaak 
en wel als volgt. Men zoekt de snijkromme door A met de grootste 
kromming pi en die met de kleinste kromming p2. In figuur 2 zou-
den dat de krommen a en b kunnen zijn. Men noemt nu pi + p2 de 
middelbare kromming van het oppervlak in A. 
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Soms wordt een andere maat voor de kromming aangehouden, name-
lijk de zogenaamde totale kromming pi . pj. 
Geen van beide afspraken zal ons gevoel volledig bevredigen. 
Een bijzonder geval willen we eerst bekijken, namelijk een punt waar-
bij alle snijkrommen in dat punt dezelfde kromming hebben. Een der-
gelijk punt wordt umbilicaalpunt of navelpunt genoemd (figuur 3). 
Of deze naam biologisch juist is wordt door sommige betwijfeld! 
Een ei heeft twee umbilicaalpunten, je kunt wel raden welke. Colum-
bus beweerde dat hij een ei op zijn umbilicaalpunt kon laten staan. 
Er zijn ook oppervlakken die uit louter umbilicaalpunten bestaan. 
Raad maar eens welke twee dat zijn. 

Fig. 3 

Drie soorten punten op het oppervlak 
De voorgaande beschouwingen stellen ons in staat om de punten op 
het gebogen oppervlak in te delen in drie soorten. We veronderstellen 
hierbij stilzwijgend, dat de oppervlakken niet te lelijk zijn, geen scherpe 
vouwen en dergelijke. 
1. In figuur 2 is punt A van wat we de eerste soort zullen noemen. 

Van alle snijkrommen ligt het kromtemiddelpunt aan één en de-

Fig. 4 Fig. 5 
zelfde kant van het oppervlak. De krommingen van de snijkrom-
men neemt men in A of alle positief of alle negatief. De totale 
kromming pi . p2 is dan zeker positief. 
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2. In figuur 4 is punt B van de tweede soort. De kromtemiddelpun-
ten liggen weer aan één kant van het oppervlak maar er is één snij-
kromme (niet noodzakelijk een rechte) die in B een kromming nul 
heeft, pi is positief of negatief (afhankelijk van de keuze) maar 
P2 is dan nul. De totale kromming is nul. Je kunt misschien de 
indruk krijgen dat een totale kromming gelijk aan nul zou aan-
geven dat het oppervlak ter plaatse vlak is, wat beslist niet het ge-
val hoeft te zijn. Daarom wordt in dit geval ook de middelbare 
kromming vaak als maat gebruikt. 

3. In figuur 5 tenslotte is C van de derde soort. Hierbij heeft een deel 
van de snijkrommen de kromtemiddelpunten aan de ene kant, het 
andere deel deze middelpunten aan de andere kant liggen. De schei-
ding tussen beide groepen wordt gevormd door twee snijkrommen 
(weer niet noodzakelijk rechten) met in C een kromming nul. Bij 
een dergelijk punt is het mogelijk dat de middelbare kromming 
nul is, als namelijk pi en p2 net eikaars tegengestelde zijn. In dit 
geval laat de middelbare kromming ons gevoel in de steek. De 
totale kromming is in C negatief. C wordt een zadelpimt genoemd. 
(zie: „Toppen, dalen en zadels" 7e jaargang, nummer 1). 

Voorbeelden. Op een bol is elk punt van de eerste soort, ja, zelfs 
umbilicaalpunt, zoals je misschien daarnet geraden had. (Het enige 
andere oppervlak dat uit louter umbilicaalpunten bestaat is het platte 
vlak) 
Op een eivormig oppervlak is elk punt van de eerste soort. 
Op een cilinder is elk punt van de tweede soort (figuur 6). 
Op een kegel is elk punt van de tweede soort (figuur 7), de top buiten 
beschouwing gelaten. 

Fig. 6 Fig. 7 

Een oppervlak waarbij we punten van alle drie de soorten aantreff'en, 
is de torus. De torus heeft het uiterlijk van een opgepompte binnenband 
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zonder ventiel. Dit is een nogal tegenstrijdige zin, want het vereist 
veel fantasie om een band opgepompt te krijgen zonder ventiel. Op de 
torus van figuur 8 is A van de eerste soort, B van de tweede en C van 
de derde soort. In figuur 9 zijn alle punten van de eerste soort door 
een zwart gebied aangegeven, de zadelpunten liggen in het witte ge-
bied. De beide cirkels, onder en boven, die de grens tussen beide ge-
bieden vormen, bestaan uit punten van de tweede soort. 

Een heel bijzonder oppervlak is de zogenaamde omwentelings hyper-
boloïde van figuur 10. Wat voor soorten punten vind je op dit opper-
vlak? Het krukje van de foto op de binnenzijde van het omslag is een 

Fig. 10 

fraaie toepassing van dit oppervlak. In het laatste nummer van deze 
jaargang kun je er meer over vinden. We zullen daarin aan de hand 
van het resultaat datje op gekromde oppervlakken drie soorten punten 
kunt onderscheiden, ingaan op een paar bijzondere gevallen. 
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In dit nummer . . . 

kun je kennis maken met de drie soorten punten op een gekromd op-
pervlak in de ruimte. Verder een aantal reacties van lezers op het gebied 
van knikkertellers en onmogelijke figuren. Dit laatste brengt ons op 
de Wiskunde-Olympiade van het afgelopen jaar. Het verband ontgaat 
de lezer misschien, maar het is er in de persoon van Michel Bel, de 
eerste lezer van ons blad, die enthousiast allerlei OF's stuurde en die 
nu uit handen van de directeur-generaal voor het onderwijs de eerste 
prijs van de Wiskunde-Olympiade 1968 heeft ontvangen. Proficiat! 
Ook onder de verdere prijswinnaars komen we vele bekende namen 
tegen, o.a. Jan Bol, die voor het vorige nummer een Denkertje leverde. 

De lootprijs voor de Denkertjes uit nummer twee is gewonnen door Nellie Merkx 
in Udenhout. De laddertop ziet er als volgt uit: 
A. Hoekstra, Naarden 183; J. Bergstra, Rotterdam, 181; B. Arnold, Utrecht, 178; 
G. de Lavalette, Rotterdam, 177; D. Hoekzema, Sliedrecht, 174; H. Jansen, 
Zutphen 173;K. Bakker, Alkmaar, 170. 

Tenslotte moeten we onze excuses aanbieden voor een fout in het tweede num-
mei. In het artikel Euler en de Grieks-Latijnse vierkanten staat op bladzijde 39 
een vierkant van de vierde orde dat helmaal geen Grieks-Latijns vierkant is, om-
dat in de tweede en derde rij dezelfde combinaties van letters en cijfers staan. 
Hier volgt er een dat wel goed is: 

a, 1 b, 2 c, 3 d, 4 
b, 3 a, 4 d, 1 c, 2 
c, 4 d, 3 a, 2 b, 1 
d, 2 c, 1 b, 4 a, 3 

Ook is bewezen dat voor de orden 14, 18, 22, enz. Grieks-Latijnse vierkanten moe-
ten bestaan, of ze ook geconstrueerd zijn is ons echter niet bekend. 

31. a. Verdeel een vierkant door twee keer langs een 
rechte lijn te snijden in drie stukken met gelij-
ke oppervlakte; doe dat zo, dat de twee snij-
lijnen samen een minimale lengte hebben. 

b. Als de bovenstaande vraag zo gewijzigd wordt 
dat je drie rechte snijlijnen mag maken in 

plaats van twee, dan kan de totale lengte van de snijlijnen kleiner worden dan 
bij twee snijlijnen. Laat dat zien. 

32. De vierkantsvergelijking ax^ — bx + c = O heeft twee verschillende wortels, 
die allebei tussen O en 1 liggen. De coëfficiënten a, b, c zijn natuurlijke getallen 
en hun som a + b + c is zo klein mogelijk. Bereken a, b, c. 

33. Schrijf het getal 1000 als som van een zo groot mogelijk aantal verschillende 
priemgetallen. 

\ \ 
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"Onmogelijke figuren - nieuwe oogst 

Bij de OF's die aan de redactie gezonden worden zijn altijd wel aar-
dige waarvan het de moeite waard is ze te reproduceren. Kees Bakker 
uit Alkmaar tekende het woord PYTHAGORAS waarvan elke letter 
een onmogelijke figuur was. (Als ondertitel gebruikte hij: een onmo-
gelijk blad; en we nemen aan dat dit alleen vriendelijk bedoeld was.) 
Drie van de letters reproduceren we hier (figuur 11). De rest was wel 
onmogelijk, maar dat jammer genoeg in twee betekenissen. Grafisch 
vormde het letterassortiment zó'n rommeltje dat het niet aangenaam 

Fig. 11 

was om te zien. Alle letters moeten dezelfde stijl hebben zoals in figuur 
12. De bovenste regel bestaat uit normale hoofdletters (een romeinse 
kapitaal zegt de vakman) en de onderste regel heeft alleen maar rechte 
lijnen en geen rondingen. Wie tekent PYTHAGORAS eens met onmo-
gelijke letters op een van beide manieren? 

PYTHAGORAS 
[>YTHA<.OkA^ Fig. 12 

Een goede letter O bracht F. Lemmens uit Arnhem al aan bij zijn in-
zending OF's (figuur 13). 

Fig. 13 

Joke van Dijk uit Harderwijk vroeg of haar figuur wel onmogelijk ge-
noeg was om OF genoemd te worden. Joke, we hebben er maar enige 
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lijntjes aan veranderd en het resultaat is figuur 14. Onmogelijk ge-
noeg zie je wel. 

Fig. 14 

Een kostelijke variatie op enige bekende OF's stuurde ons Hans Man 
in 't Veld uit Roosendaal (figuur 15). Het was afgedrukt in de Philips 

Fig. 15 

Koerier en komt van C. L. Koeter uit de USA. Hij geeft de onmoge-
lijke kam met kwasie exacte maten. De uiteinden moeten wel beves-
tigd worden met speciale moeren (links boven). Deze kam is alleen 
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maar goed te bevestigen op het in figuur 16 afgebeelde raamwerk. 
En dit laatste lijkt veel op de figuur van Joke van Dijk. 

Fig. 16 

"Reacties op de knikkerteller 

In het artikel „Een knikkerteller" vroegen we om reacties en nieuwe 
ontwerpen. De amanuensis van de Chr. scholengemeenschap „Oos-
tergo" uit Dokkum, de heer J. J. Visser maakte de twee modellen, 
waarvan je hierbij de foto's kunt aantreffen. Bij de kogelteller (Ie foto) 



zijn de tweedelers schuin onderelkaar geplaatst en de standen worden 
via mechanische weg, aan de achterzijde, doorgegeven aan het getal-
register links. Bij de opteller (2e foto) worden de op te tellen getallen 
binair door kogels weergegeven (maximaal 3 cijfers) in de bakjes 
bovenin. Bijvoorbeeld 

Fig. 17 „±3 ^Q 
Het onderste getal wordt het eerst losgelaten door de schuitjes naar 
links te schuiven en de knikkers vallen door de tweedelers die overeen-
komen met hun positiewaarde. Daarna laten we het bovenste getal 
„vallen" en na enig gerommel geeft het register onderaan de som aan. 
Merk op dat dit register één cijfer meer moet hebben. 
De tweede reactie is een ontwerp voor een knikkerteller van de heer 

\ f 

Fig. 18 

A. C. Koreman uit Leiden. Deze teller is niet gebaseerd op het twee-
delerprincipe maar op „diefje met verlos". De eerste knikker rolt in de 
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bovenste gevangenis, die daarmee gelijk vol is. De tweede knikker 
volgt daardoor de linker route en verlost „en passant" de eerste 
knikker om samen in de volgende gevangenis terecht te komen. Dit 
proces zet zich zo voort. De gevangenissen geven, van boven naar 
beneden, de eenheden, de tweetallen, viertallen enz. aan, geheel over-
eenkomstig hun inhouden. Ten slotte een foto van een elektronische 
teller volgens het tweedeler principe, gebouwd door Wouter Schultz 
uit Den Haag. De foto is genomen nadat elf keer op de belknop was 
gedrukt. De andere drukknop dient om het toestel weer op nul te 
zetten (resetknop). 
De kaart op de voorgrond bevat naast elkaar 4 tweedeler-schakelingen 
of (op zijn Amerikaans) flipflops. Elke flipflop is opgebouwd uit twee 
transistoren, waarvan om beurten één in geleidende toestand verkeert. 
(denk aan een wipje). Deze schakelingen leveren te weinig stroom om 
lampjes te kunnen laten branden. Daarom is achter elke tweedeler een 
versterker (met twee transistoren) aangesloten om de toestanden via 
een lampje zichtbaar te maken (achterste kaart). 
Een reactie van iets oudere datum is de foto van jongens van de 
Julianaschool in Oranjestad (Aruba) die het binair rekenen demon-
streerden op de science-fair 1968. De foto laat zien dat 1968 geschreven 
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34. Je hebt de beschikking over een vierkant, dat in 
25 congruente vierkantjes verdeeld is en over zes 
L-vormige legpuzzelstukjes, die elk vier van die 
vierkantjes bedekken kunnen. Leg die legpuzzel-

- ^ w ^. •;- stukjes zo neer dat van het grote vierkant een 
UemCePljeS hoekveld onbedekt blijft. Doe het ook zo dat een 

naast een hoekveld gelegen vierkantje onbedekt blijft. 
35. De getallen a en b hebben 1 tot som. De getallen P, Q en R worden gedefinieerd 

door 
P = a2, Q = 2ab, R = b2. 

Gegeven is dat een van de drie getallen P, Q, R groter is dan elk van de beide 
andere. Wat is de scherpste bewering die je omtrent de waarde van dat grootste 
getal uit het drietal P, Q, R bewijzen kunt? 

36. Teken de omtrek van een gebied, dat door het trekken van één lijn verdeeld 
kan worden in drie congruente driehoeken. 

37. Verdeel een cirkelschijf in twee congruente stukken door binnen die schijf 
een lijn te trekken, waarvan de lengte gelijk is aan de halve omtrek van de 
cirkelschijf. 

wordt als 11110110000 in het tweetallig stelsel. Ze hadden zelf een 
lampenschema ontworpen, dat als een soort computer met behulp van 
schakelaars een getal in het tientallig stelsel omzet in het tweetallig 
stelsel. Oudere lezers herkennen ook de kaarten aan de wand met 
gaten en sleuven. 

niivn "''̂  ^ , • • 



"Priemgetallen 

door F. van der Blij 

Je weet dat je door voldoende malen het getal 1 bij zichzelf op te 
tellen ieder natuurlijk getal kunt krijgen. Bij de vermenigvuldiging 
ziet het er anders uit. Vermenigvuldigen met factoren 1 levert slechts 1 
als antwoord. Factoren 2 leveren ons 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, enz. 
We zien dat b.v. 3 ontbreekt. Nemen we nog factoren 3 er bij dan 
krijgen we de getallen 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24, 27, 32, enzo­
voorts. 
We kunnen de getallen, die we krijgen door alleen factoren 2 en 3 te 
gebruiken in een mooi schema opschrijven: 

1— 2— 4— 8 — 1 6 — 3 2 — 6 4 — 1 2 8 — 256 — 
I I I I I I I 
3 — 6 — 12 — 24 — 48 — 96 — 192 — 

9 — 1 8 — 3 6 — 7 2 — 1 4 4 — 288 — 
I I ! 1 

27— 54— 108 — 216 — 

81 — 162 — 
i . ■ 

243 — 

Maar het is duidelijk dat we zo lang niet alle getallen krijgen. Het ge­
tal 5 ontbreekt bijvoorbeeld nog. Van de getallen die uit factoren 2, 
3 en 5 opgebouwd zijn kunnen we net zo'n schema maken, alleen moe­
ten we dan een derde dimensie toevoegen. Probeer het maar eens! 
Bij onze poging om alle getallen uit vermenigvuldiging te krijgen moe­
ten we steeds weer nieuwe getallen toevoegen om de hiaten op te vul­
len, na 2 komt 3, dan 5, dan 7, dan 11. De getallen die we zo opschrij­
ven zijn de priemgetallen, dat zijn de getallen, die geen andere delers 
als 1 en zichzelf hebben. We schrijven er een paar op: 2, 3, 5, 7, 11, 
13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, . . . . 
Over deze priemgetallen willen we nu wat meer vertellen. Een eerste 
vraag is of deze rij afbreekt of dat er oneindig veel priemgetallen zijn. 
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We merken op dat als pi , p2, . . . , pn allemaal priemgetallen zijn, 
het getal N = pipaps . . . pn + 1 een priemfactor bevat die ongelijk 
aan pi,p2 • • • of pn is omdat N bij deling door pi de rest 1 geeft en 
evenzo bij deling door p2 de rest 1 geeft. Beginnen we met 2 dan is 
2 + 1 = 3 een priemgetal; 2­3 + 1 = 7 is een priemgetal, 2­3­7 + 1 = 
43 is een priemgetal, 2­3­7­43 + 1 = 1807 = 13T39; we weten dat we 
zo niet steeds een priemgetal vinden, maar het verkregen getal bevat 
in ieder geval nieuwe priemfactoren. Op deze manier bewees Euclides 
al dat er oneindig veel priemgetallen bestaan. 
Een directe methode om de priemgetallen op te schrijven heet zeef 
van Erathostenes. Men schrijft alle getallen van I tot N op en schrapt 
alle getallen die echte veelvouden zijn van 2, dus 4 , 6 , 8 , . . . ; daarna alle 
echte veelvouden van 3, dus 6,9,12,15,. . . . Op deze manier gaat men 
door tot en met de echte p­vouden waarbij p het grootste priemgetal 
is, zodat p2 s^N. De overblijvende getallen zijn dan allemaal priem­
getallen. 

Jr 2 3 -^ 5 ­e­ 7 -%■ ^ ^0- 11 ^^ 13 M- i^ ié- 17 i^ 19 ^ 
a- 23: 23 2A 2i- 3^ :2f J» 29 3^ 31 ^ .33­ 04­ . ^ .3«­ .?7 .3«­ .^^ 4Cr 
41-^43MJ^A(!-47A»A^é^M-.êi53J$4-.é^-èe^.5%r59 .éÖ" 
6/ ­é2­.é3­M­­é5'.é6­ 67 ­68­.é9­^7e­ 7/ :?2'7J:?4':?5­%­:??­78' 79 ^i& 
*r.»2­ 83 J^ .%r -^ .i^ -è^ 89 9VJ^ JiT 9?r S4r !^ Sfr 97 9%- 99- iW 

We zien dat 25 priemgetallen onder de 100 zijn. Hoe gaat dat verder, 
hoeveel priemgetallen zijn er onder de 1000 en hoeveel onder 106. 
Welk percentage van alle getallen is priem? We bezien een tabel. 
Voor het aantal priemgetallen < x schrijven we 7i{\), zodat 7r(10) = 4, 
.T(100) = 25. 

X 

X ■ ­TCX) ­^(X)/X x/7i(x) ' l og X 

10 4 0,400 2,5 4,3 
102 25 0,250 4,0 21,7 

103 168 0,168 6,0 144,8 

104 1.229 0,123 8,1 1.085,4 

105 9.592 0,096 10,4 8.685,9 

106 78.498 0,078 12,7 73.382,6 
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107 664.579 0,066 15,0 620.420,7 
108 5.761.455 0,058 17,3 5.428.681,0 
10» 50.847.534 0,051 19,6 48.254.942,4 

IQio 455.052.512 0,046 21.9 434.294.481,9 

We zien dat 7T(X)/X steeds kleiner wordt, zou dit getal tot nul naderen? 
Dan zou dus 0% van alle getallen priem zijn. We schrijven ook nog 
x/7r(x) in de tabel. We merken op dat x/.-r(x) ongeveer gelijk is aan 
2.ioiog X. We kunnen ook "^i^log x schrijven. Een nog betere bena-
dering krijgen we als we "log x bezien, waarin e = 2,71828...; het 
getal e komt in veel gebieden van de wiskunde voor. In onze tabel 

schrijven we ook nog , dit getal lijkt op 7i;(x). Legendre schreef 
''log X 

X 
in 1808 dat 7i(x) ongeveer gelijk is aan , voor één of ander 

"log X — B 
getal B. Een eerste vermoeden was B = 1,08366, later bleek B = 1 
beter te zijn. Eenvoudigheidshalve vergelijken wij hier met . 

"log X 
We komen tot het vermoeden dat lim 7i(x) : = 1. 

x ^ o o "log X 

Het heeft tot 1896 geduurd eer twee wiskundigen Hadamard en De 
la Vallée Poussin onafhankelijk van elkaar bewezen dat deze limiet 
bestaat en gelijk aan 1 is. Hun bewijzen waren erg moeilijk en ge-
bruikten grote delen van de theorie van differentieerbare funkties van 
complexe getallen, dus dingen die op het eerste gezicht niets met zo 
eenvoudige zaken als priemgetallen te maken hebben. Pas in 1948 
gelukte het aan Erdös en Selberg een bewijs te vinden dat geen inge-
wikkelde theorieën gebruikt. Maar hun bewijs is toch zo gecompli-
ceerd dat we wel een paar hele nummers van Pythagoras nodig zouden 
hebben om het duidelijk te maken. 
In een volgend artikel zullen we nog wat bijzonderheden van priemge-
tallen bespreken en enkele bijzondere soorten priemgetallen bekijken. 

De getallen uit ons eerste schema worden onder andere gebruikt in de z.g. muziek-
theorie van Pythagoras. Een octaaf wordt in acht intervallen verdeeld. Deze zijn 
c : d : e : f : g : a : b : c = 384 : 432 : 486 : 512 : 576 : 648 : 729 : 768. 
Al deze getallen zijn produkten van getallen 2 en 3. De toonsafstanden zijn voor 
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432 9 
de hele afstand — = — en evenzo voor de andere gehele tonen. De halve toons­

384 8 
/256\2 9 

afstanden zijn samen niet gelijk aan een hele toonsafstand. Immers — i^ —■ 
\243/ 8 

Scheelt het veel? We moeten vergelijken (256)2.8 en (243)2.9 dus 2'!' en 3'2. In 
deze muziektheorie wordt de vraag gesteld of we machten van 2 en 3 kunnen vinden 
die ongeveer gelijk zijn. Merk op dat uit 2m is ongeveer 3n volgt dat m : n ongeveer 
als log 3 : log 2. Begrijp je nu de getallen 19 en 12? 
In de muziektheorie van latere tijd werden ook factoren 5 toegelaten. De toon­
ladder wordt dat c : d : e : f : g : a : b : c = 80 : 90 : 100 : 108 : 120 : 135 : 150 : 
160. Bereken hier ook eens de hele en halve toonsafstanden. Zoek ook in beide 
systemen eens een kwint (2 : 3) en een kwart (3 : 4). Veel over deze muziek­rekena­
rijen is te vinden in A. D. Fokker: Rekenkundige bespiegeling der Muziek (Go­
rinchem ­ 1944) of ook in een gewone muziektheorie (b.v. Prisma­Compendium 
van Theo Willemze: Algemene muziekleer (Utrecht ­1964)). Daar kun je ook meer 
vinden over het invoeren van tussentonen als cis, fis, bes enzovoorts. 

%> 

Levende wiskunde op de televisie 

Dat wiskunde geen dode wetenschap is zal iedere lezer(es) van Pytha­
goras kunnen beamen. Toch denken de meeste mensen dat wiskunde 
een onveranderlijk blok kennis is dat wij uit de Griekse oudheid ge­
ërfd hebben en dat op school steeds weer aan nieuwe generaties wordt 
overgeleverd. 
Daarom begint TELE AC op 22 maart een eerste serie lessen getiteld: 
levende wiskunde, die de kijker willen laten zien dat wiskunde en 
school­wiskunde niet identiek zijn. 
Het hoofdthema van deze eerste serie is: KEGELSNEDEN. 
Voor degenen die deze lessen willen volgen, zijn hier enige gegevens: 
Alle lessen zijn op Nederland I, 's zaterdagmorgens van 10 tot 10.30. 
Elke les wordt herhaald op de daaropvolgende dinsdagavond van 
23 uur tot 23.30. 
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Op 22 III en 25 III, 
29 III I IV, 
12 IV 15 IV, 
19 IV 22 IV 
26 IV 29 IV, 
3 V 6 V, 

10 V 13 V, 

eerste les: Inleiding. 
tweede les: Krommen studeren. 

derde les: Eirond of ellips? 
vierde les: De familie van de kegelsneden. 
vijfde les: Rekenen en tekenen. 
zesde les: Oppervlaktestudie. 

zevende les: Samenvatting. 

De foto is een werkopname in de studio tijdens de voorbereiding van 
de eerste les. Van rechts naar links: De cameraman D. Heiligers, 
B. Vetter (regisseur). Prof. dr. F. van der Blij (presentator), mej. G. 
van den Akker (regie-assistente), Bruno Ernst (adviseur). 
Bij deze lessen hoort een schriftelijke begeleiding, deze is aan te vra-
gen bij: TELEAC, Postbus 225, Delft. 
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°°°Internationale Wiskunde-Olympiade 

In juli 1968 werd voor de tiende maal een internationale wiskunde-
olympiade georganiseerd, ditmaal in Moskou. Er namen twaalf ploe-
gen aan deel, afkomstig uit de Sowjetunie, Oostduitsland, Hongarije, 
Groot Brittannië, Polen, Zweden, Tsjechoslowakije, Roemenië, Bul-
garije, Zuidslavië, Italië en Mongolië. Uit deze opsomming leid je wel 
af dat deze olympiade grotendeels een aangelegenheid van de commu-
nistische landen is. De Britten deden dit jaar voor de tweede maal mee. 
Vorig jaar was er ook een Franse ploeg aanwezig. 
De acht deelnemers van elke ploeg werken elk voor zich zelf aan de 
opgaven. Prijzen worden er niet uitgereikt. Wel heeft elke deelnemer 
kans op een diploma (van de eerste, tweede of derde graad). 
Op twee achtereenvolgende dagen werden telkens gedurende vier uren 
drie opgaven aan de deelnemers voorgelegd. Met hun oplossingen 
konden zij maximaal 40 punten verdienen. Een totaal van 40 of 39 
punten gaf recht op een eerstegraads diploma, 33 tot en met 38 punten 
op een tweedegraads diploma en 26 tot en met 32 punten op een der-
degraads diploma. Het team uit de D.D.R. kreeg vijf eerste graadsen 
drie tweedegraads diploma's en werd dan ook winnaar van de olym-
piade. In totaal hadden deze acht jongelui 304 punten gekregen. De 
Russen werden tweede met 298 punten, de Hongaren derde met 291 
punten, de Britten vierde met 263 punten. Helemaal achteraan kwamen 
de Aziatische deelnemers uit Mongolië met 74 punten en zonder di-
ploma. 
Deze gegevens hebben natuurlijk niet veel te betekenen wanneer je 
niets weet omtrent de leeftijd van de deelnemers en omtrent de moei-
lijkheid van de opgaven. Welnu, de jongste deelnemer was een 15-jarige 
Russische jongen en die kreeg met een gave 40 punten een eerstegraads-
diploma mee naar huis in Leningrad. De anderen zullen 16, 17 of 18 
jaren oud geweest zijn, want ze zaten allemaal nog op de middelbare 
school. 
En hier zijn dan de opgaven, die we jullie tot leeringe ende vermaak 
meedelen. Aan het eind van dit artikel vind je van opgaven 3 nog een 
oplossing. Een van de Denkertjes uit dit nummer is op die opgave 
gebaseerd. 

1. Bewijs dat er één enkele driehoek bestaat, waarvan de lengten 
van de zijden op elkaar volgende natuurlijke getallen zijn en een 
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van de hoeken twee maal zo groot is als een van de andere twee 
hoeken. 

2. Bepaal elk natuurlijk getal x waarvan het produkt van de cijfers 
gelijk is aan x^ — lO.v — 22, als x in het tientallig stelsel geschreven 
wordt. 

3. Gegeven is het stelsel vergelijkingen met de onbekenden 
X\, X2, . . ., Xu'. 

ax\^ + bxx + c = .Y2 
axi^ + bx2 + c = X3 

aXr? + èXn + C = Xi 
waarin a, b en c reële getallen zijn en a van O verschilt. 
Bewijs dat dit stelsel 
a. geen enkele oplossing heeft als (b — 1)2 — 4ac negatiefis 
b. precies één oplossing heeft als {b — 1)2 — 4ac = O 
c. meer dan één oplossing heeft als (b — 1)2 — 4ac positiefis. 

4. Bij een willekeurig viervlak kiest men een hoekpunt uit en men 
vraagt zich af of er een driehoek bestaat waarvan de zijden juist 
gelijk zijn aan de drie in dat hoekpunt samenkomende ribben. 
Bewijs dat er geen viervlak bestaat waarbij die vraag ontkennend 
beantwoord moet worden bij elk van de vier hoekpunten. 

5. Laat ƒ een functie zijn die aan de volgende voorwaarden voldoet: 
r . f(x) is voor elke reële waarde van x gedefinieerd 
2°. voor elke waarde van .v geldt 

fix + fl) = i + Vf(x)~[fix)K 
waarin a een gegeven positief getal is. 

a. Bewijs dat de functie ƒ periodiek is. Dit wil zeggen dat er een 
positief getal b bestaat met de eigenschap dat/(x -\- b) = f(x) 
voor elke x. 

b. Geef voor het geval a = 1 een voorbeeld van een dergelijke 
functie/; die niet een constante is. 

6. Onder [.v] verstaan we het grootste gehele getal, dat niet groter is 
dan X. Bereken de waarden van de som 

n + I 
_ 2 _ 

+ n + 2 ^ 
22 

voor elke natuurlijke waarde van « en toon de juistheid van het 
verkregen resultaat aan. 
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Zoals je wel ziet, zijn dit pittige opgaven. Je behoeft echter niet over 
gespecialiseerde kennis te beschikken om ze te kunnen oplossen. 
Voor de opgave 3 blijkt dit wel uit het onderstaande. 
Voor we daarvan de oplossing geven, merken we nog even op dat het 
stelsel uit n vergelijkingen bestaat, die allemaal gebouwd zijn volgens 
het schema 

fl.Vi2 + èxi + c = Xi + 1, 

met dien verstande dat we voor Xn + i weer xi lezen. 
We gaan nu eerst na of het stelsel wellicht oplossingen heeft, die uit n 
gelijke getallen bestaan. Het is duidelijk dat xi = X2 = . . • = -̂ n = p 
dan en slechts dan een oplossing van het stelsel is, wanneer p voldoet 
aan . 

ap'^ -\- bp + c = p. 

De discriminant van deze vierkantsvergelijking in p\s{b — 1)2 — Aac. 
Dus als {b — 1)2 — Aac positiefis, dan zijn er twee van die eenvoudige 
oplossingen (en daarmee is het laatste deel van het gestelde al bewezen). 
En als {b — 1)2 — 4ac = O is, dan is er één zo'n eenvoudige oplos-
sing. Kunnen we nu nog aantonen dat minder eenvoudige oplossingen, 
waarbij dus niet alle x'en gelijk zijn, slechts kunnen voorkomen als 
(/, — 1)2 — 4ac positief is, dan zijn we klaar. 
Welnu, laten we eens aannemen dat (xi, .V2, . . . , .Vn) zo'n oplossing 
is en laten we ook eens aannemen dat a positief is. In de rij xj, X2, 
. . . , Xn, Xn + 1 = xi zoeken we dan een tweetal buren xi, xi + i met de 
eigenschap dat xi + i <x i is; zulk een tweetal is daar zeker te vinden. 
Omdat xi + 1 = axi^ + bxi + c is, geldt nu axi2 + bx\ + c <x i ofwel 

flxi2 + (è — l)xi -f c < 0 . 

De dalparabool y = ax^ + (è — l)x + c bevat dus kennelijk punten 
met negatieve y en daaruit blijkt dat {b — 1)2 — Aac positief is. 
Is echter a een negatief getal, dan zoeken we een tweetal buren met de 
eigenschap xi + i >xi ; ook zulk een tweetal is in de rij zeker te vinden. 
In dat geval blijkt de bergparabool y = ax^ + (ö — l)x -}- c punten 
met positieve y te hebben, zodat we tot de zelfde conclusie geraken. 
Elementair, nietwaar? 
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38. In onderstaande figuur zie je een vierkant en een 
cirkel. De zwarte segmentjes van de cirkel en de 
zwarte „puntjes" van het vierkant hebben gelijke 
oppervlakte. Hoe verhouden zich de straal van 
de cirkel en de zijde van het vierkant? 

.^rtirnnnunirm». 

Fig. 19 

—"'«JiüillUJlpiî '— 

39. Een gezin bestaat uit vader, moeder en zoon. Het 
produkt van de leeftijden van die drie personen bedraagt 12617. Hoe groot is 
dat produkt over een jaar? 

40. Bewijs dat het stelsel vergelijkingen uit opgave 3 van de internationale wiskun-
de-olympiade 1968 (zie elders in dit nummer) öf helemaal geen enkeleo plossing 
heeft die uit n verschillende getallen bestaat óf ten minste n dergelijke oplossin-
gen heeft. 

°Het Hex-spel 
Wanneer je een liefhebber bent van schaken en dammen, maar toch 
eens iets anders wilt, dan is het Hex-spel misschien wel iets voor je. 
Je hebt er wel een tegenstander bij nodig, zodat er nog iemand in je 
omgeving bereid moet zijn om mee te doen. Waarschijnlijk is dat geen 
groot probleem, iets groter is wellicht het bord-probleem. Je hebt 
voor Hex namelijk een bord nodig, zoals je ziet in figuur 20, dus be-

Fig. 20 

staande uit zeshoekige velden. Het standaardformaat telt 11 X 11 
velden, maar je kunt om te beginnen ook een kleiner aantal nemen, 

Denkertje 
^ 
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bv. 7 x 7 . Het bord is ruitvormig. Verder heb je voor het spel een 
aantal knopen of iets dergelijk nodig in twee verschillende kleuren, 
die we maar met wit en zwart zullen aanduiden. 
De spelers moeten om beurten een knoop op een veld leggen. De 
keuze van het veld is volkomen vrij. Een eenmaal geplaatste knoop 
blijft de rest van het spel liggen. De bedoeling is dat de wit-speler 
uiteindelijk een aaneengesloten keten krijgt van een zijde van de ruit 
naar de overstaande zijde, de zwartspeler een keten tussen de twee 
andere zijden van de ruit. Wie het lukt is de winnaar. Natuurlijk is 
het de bedoeling elkaar zoveel mogelijk te hinderen bij het spel. Eén 
van de spelers, wint het spel, remise is niet mogelijk. De keten mag 
hierbij de meest vreerade kronkels vertonen, zoals bijvoorbeeld in 
figuur 21, waar een zwarte keten is getekend. 

Het hex-spel is uitgevonden door Piet Hein, niet die van de zilver-
vloot, maar een Deens fysicus, die het in 1942 introduceerde tijdens 
een college. Het spel werd spoedig populair in Denemarken, onder de 
naam Polygon. 
Wiskundigen die een spel spelen stellen zich altijd direct de vraag: 
Is er een winnende strategie? Hiermee wordt bedoeld: Hoe moet ik 
spelen dat ik altijd win? Evenals schaken en dammen is Hex veel te ge-
compliceerd om dit te kunnen bepalen. Omdat de mogelijkheid van 
gelijk-spel bij Hex niet bestaat, is John Nash in 1949 er in geslaagd aan 

Fig. 17 

te tonen dat degene die begint moet kunnen winnen. Hoe dat dan 
moet weet hij ook niet. 
Voor een bord van drie bij drie is het gemakkelijk genoeg: Wie begint 
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plaatst zijn steen op het middelste veld en wint geheid. Vier bij vier 
wordt al moeilijk: Wat moet de volgende zet van wit zijn in figuur 22 
opdat hij zeker is van de winst? Wit speelt van linksonder naar jechts­
boven. De oplossing staat achterin. 

Fig. 23 

Het aardige van de zeshoekige velden is dat er zoveel wegen mogelijk 
zijn. Bijvoorbeeld in figuur 23 is zwart er zeker van dat hij zijn twee 
stenen kan verbinden: blokkeert wit de ene weg, dan neemt hij de 
andere weg. Met andere woorden: het is zinloos voor wit om een 
steen tussen de twee zwarte te plaatsen, deze wordt onherroepelijk 
geblokkeerd. 
Iets meer over dit fascinerende spel kun je vinden in „Mathematical 
Puzzles and Diversions" van Martin Gardner. 

# 

Oplossingen van Denkertjes uit het vorige nummer 
21 . De speler, die beginnen mag, verdeelt met ziin eerste zet de rii in twee geliike riien. 

Daarna beantwoordt hij elke zet van ziin tegenstander met het doen van de „spie­
gelbeeldige zet aan de andere kant van de tafel. Zo wint hij zeker. 

22. Uit 2U2 + yl + z2 ­r y: + xz + xy) = {y + z)2 + (.x + z)2 + ix + y)2 bliikt. 
dat x^ + yi + z^ + yz + xz + xy ■= O geliikwaardig is met y + z = x+z = 
X + y " 0. De enige oplossing is dus het drietal x ^ y = z = 0. 

23. De natuurliike getallen van 1000000 tot en met 1000198 ziin zelf 199 opvolgende 
getallen met die eigenschap. 

24. Die straal kan elke lengte tussen O cm en 5 cm hebben. 
25. De grootste breuk is ^J^L+J, want " " + ' - ' ^ ' ' + ' = 

3730 + 1 3730 + 1 3719 + i " ■ 
(37M — 3718) (377 _ 1) . , 

is positief. 
(3730 + 1) (3718 + 1) 

26 De kromme heeft (O, 100) en (100, 0) tot eindpunten. Daar tussen in passeert hij 99 
van de horizontale lijnen van het rooster en ook 99 van de vertikale liincn van het 
r.ops'er Daarbij komt het 9 keren voor, dat hii twee vliegen in een klap slaat, name­
lijk bij het passeren van de roosterpuntcn (1, 81), (4, 64), (9, 49), (16, 36) (25 25) 
i?^^- '^'^ *"*'• ^^' ^^'*' '*'• ^" ' ^ l ­ '^­ ' " totaal sniidt de kromme het rooster dus 
99 + 99 — 9 = 189 keer. Hu wordt door de snüpunten in 190 bogen verdeeld en 
loopt dus door 190 roostervierkanties. 
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27. Laat een glasplaat van 1 cm dikte x% van het opvallende licht door en vangen we 
dat doorvallendc licht op een tweede glasplaat van 1 cm dikte op, dan laat deze 
„x% van die eerste x%" door. Dus (,QQ ) = JQQ- Hieruit volgt x = 90, zodat een 
glasplaat van 1 cm dikte 90"ó van het opvallende licht doorlaat. 

28. Een elftal met 30 punten zou kunnen degraderen, zelfs een elftal met 38 punten 
zou nog kunnen degraderen. Dit is als volgt in te zien: 
Stel dat er twee elftallen zijn, die alleen tegen elkaar punten verdienen (biivoorbeeld 
door allebei thuis te winnen en uit te verliezen), maar alle andere wedstrijden verlie-
zen. Neem aan dat de overige 16 elftallen elke thuiswedstrijd winnen en elke uit-
wedstrijd verliezen, afgezien dan van de wedstriiden tegen die twee zondebokken die 
immers allebei gewonnen worden. Aan het eind van de competitie hebben de zon-
debokken dan elk 2 punten en elk van de overige elftallen heeft 38 punten. Er zal 
dus een elftal met 38 punten moeten degraderen. Dit aantal van 38 punten is meteen 
het gevraagde maximum. Immers, de twee laagstgeplaatsten hebben samen minstens 
4 punten en als dan 39 punten het minimum zou ziin, dan moesten er in totaal toch 
ten minsle 4 + 16.39 = 628 punten toegekend ziin. Dit kan niet. want er ziin 
2.18.17 wedstriiden en die leveren samen 4.8.17 = 612 punten. 

29. Die minimale lengte is H maal de lengte van de züde van het vierkant: zie figuur. 

30. Het maximale aantal booggraden is 150. Zie figuur. 

Oplossing Hex-probleem 

Als de tweede zet van wit de in de figuur aangegcvenc is, kan de winst 
hem, bij goed spel, niet ontgaan. 
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W O O R D E N B O E K 

Priemgetallen Uit het Latijn, primus = eerste. 
In een rij van veelvouden van getallen groter 
dan 1 kunnen priemgetallen slechts als eerste 
optreden. 

Xorus Uit het Latijn, betekent: iets dat gewelfd is. 
In de wiskunde is het een lichaam dat de 
vorm heeft van een opgepompte binnenband. 

Umbilicaalpunten Uit het Latijn, umbilicus = navel. Een plat 
vlak snijdt een gebogen oppervlak volgens 
een kromme. In een navelpunt hebben alle 
snijkrommen dezelfde kromming. 

Oplossingen van de Denkertjes inzenden voor 15 maart 1969. 
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