
PYTHAGORAS 

Wiskundetijdschrift 
voor jongeren 3 

I 
e 





Pythagoras 
jaargang 9 no 3 

In dit nummer . . . 

vind je vervolgen op „Van saai tot fraai" en „Logica in electronica". 
In de eerste jaargangen van Pythagoras kwamen geregeld artikelen 
in meerdere afleveringen voor. De redactie heeft dit later wat beperkt, 
vooral omdat bij gehouden enquêtes bleek, dat de lezers er geen prijs 
op stelden. Als reden hiervoor werd meestal opgegeven, dat de tijds-
duur tussen twee nummers te groot was, zodat men de inhoud van 
het vorige nummer was vergeten als het volgende kwam. De eerste 
drie nummers verschijnen dit jaar met tussenpozen van een maand. 
We meenden daarom wel enkele artikelen in meer afleveringen te 
kunnen opnemen. Mochten de lezers hier ook nu nog bezwaar tegen 
hebben, dan horen we dat natuurlijk graag. 

In de logische electronica of electronische logica wordt gewerkt met 
schakelingen, zoals die in een computer een belangrijke rol spelen. 
Sinds enige tijd kun je dit zelf toepassen bij zogenaamde speelgoed 
computers. Voor ongeveer ƒ90,— ben je eigenaar van de Kosmos 
Spielcomputer Logikus, die op de binnenzijde van het omslag is 
weergegeven. Nu moeten we, voor je al te enthousiast wordt, enige 
beperkingen aanbrengen. In de eerste plaats is het ding namelijk niet 
electronisch en in de tweede plaats is het geen computer. Met die be-
perkingen is het toch wel een leuk speel-ding, waarop je inderdaad 
een „of-poort en een „en"-poort kunt aanbrengen, en met wat 
moeite zelfs een invertor. De bovenkant is een soort paneel, waarop 
je met draden schakelingen kunt bouwen. Een uitgebreide hand-
leiding is er bij aanwezig. Kleine programma's, bijvoorbeeld om 
de kool, de geit en de wolf veiUg naar de overkant van een rivier 
te laten brengen door een boer met een bootje, kunnen worden ge-
maakt. De resultaten blijken door het branden van een aantal lampjes, 
de krachtbron is een gewone batterij. 

49 



Het verheugt de redactie, dat er met dit nummer weer eens geld valt 
te verdienen en wel met de Prijsvragen die zijn opgenomen. Natuur-
lijk ook met de Denkertjes, die dit keer afkomstig zijn van de Rus-
sische wiskunde-olympiade. 
Graag benadrukken we nog eens, dat de oplossingen van de Den-
kertjes beredeneerd moeten zijn. Alleen dan maak je kans op de loot-
prijs of een hoge plaats op de ladder. 

°Van saai 

tot fraai 

In het vorige nummer hebben we gezien hoe je, uitgaande van een 
eenvoudig en weinig interessant sommetje over het verlengen van de 
zijden van een gelijkzijdige driehoek met gelijke stukken, kunt ko-
men tot de meest verrassende en fraaie figuren. We eindigden met 
een vraag: Als je het verkorten of verlengen van de zijden toepast op 
vierkanten, parallellogrammen, ruiten, krijg je dan steeds nieuwe 
vierkanten, paralleflogrammen of ruiten? Uiteraard kan een tekening 
geen uitsluitsel geven over deze vraag. Immers een eventueel herhaalde 
afwijking, veroorzaakt door de dikte van een potloodpunt, kan al 
figuren doen ontstaan, die niet aan de verwachting beantwoorden. 
Het is duidelijk dat argumenten in de trant van „dat zie je toch" 
niet steekhoudend zijn. 
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Zo blijkt ook hier: bewijs is noodzakelijk! Voor gelijkzijdige drie-
hoeken hebben we in het vorige nummer al opgemerkt dat met behulp 
van congruentie gemakkelijk te bewijzen is dat bij de „operatie lan-
ger" steeds gelijkzijdige driehoeken ontstaan. Hetzelfde geldt voor 
vierkanten en parallellogrammen. 

G 

Fig. 1 

M a a r . . . als je de zijden van een ruit ABCD verlengt met gelijke 
stukken AE, BF, CG, DF, (zoals in figuur 1) dan is de vierhoek 
EFGH wel een parallellogram, maar geen ruit. De gearceerde drie-
hoeken kunnen niet congruent zijn, omdat de hoeken A2 en B2 niet 
gelijk zijn, maar eikaars supplement. De zijden EF en FG zijn dus 
niet even lang. Voor het verkorten van de zijden geldt hetzelfde. 
Twee figuren in het vorige nummer ontstonden door het combineren 
van twee gelijkzijdige driehoeken. Op deze wijze kun je zes verschil-
lende tekeningen verkrijgen. 

Fig. 2 

o 

Fig. 3 Fig. 4 

Logischerwijs onderzoeken we nu de samenvoeging van meer dan twee 
driehoeken, vierkanten of paralleflogrammen, waarin 0(k) en 0(1) 
voor nieuwe verrassingen zorgen. Het aantal mogelijkheden wordt 
hierbij zo groot, dat we drastisch moeten beperken. 
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In de figuren 2, 3 en 4 is gewerkt met uitsluitend gelijkzijdige drie-
hoeken, of louter vierkanten, in figuur 5 en 6 zijn combinaties van 
verschillende figuren genomen. 

Een geslaagde tekening, geplakt op een stuk spaanderplaat leent 
zich goed voor wandversiering. Het voor ophangen benodigde schroef-
oogje is in enkele figuren aangegeven. Dat oogje duidt tevens de 
bovenzijde van de tekening aan. 

Fig. 7 Fig. 8 Fig. 9 

Fig. 10 Fig. 11 Fig. 12 

Bezien we nu figuur 2 nauwkeuriger. 
Een combinatie schenkt de meeste voldoening, als een symmetrisch 
(begin)patroon wordt nagestreefd. Allereerst wordt daarom in beide 
driehoeken aan de basis het teken + gezet. Zie figuur 7. 
52 



Voor de beide overige driehoeken staan de paren ( + , + ) , {+,—), 
(—,+) en (—,—) ter beschikking. Zie figuur 8 tot en met 11. Weer be-
ginnende met figuur 2 plaatsen we nu in de eerste driehoeken het 
teken —. Zie figuur 12. 

Opnieuw kunnen de resterende leegstaande driehoeken bezet worden 
door de zoeven aangeduide paren. Passen we uitsluitend 0(k) toe, 
dan dingen nu 8 mogelijkheden naar de hand van de tekenaar. 
Het basispatroon uit figuur 8 geniet ditmaal de eer verder uitgewerkt 
te worden tot figuur 14, een ingewikkeld lijnenspel, maar toch een-
voudig van opbouw. 
Figuur 6 is symmetrisch opgebouwd uit een vierkant en twee ruiten. 
Opzettelijk is de „vulling" a-symmetrisch, zoals blijkt uit figuur 13. 
Uitgewerkt wordt dit figuur 15. 
Tenslotte vragen de figuren 3 en 4 nog de aandacht. 
Dankzij 0(k), viermaal toegepast, wordt figuur 3 aangevuld met het 
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wonder spinsel, dat de figuur bij de titel toont. 
Je kunt zelf ontdekken, waar 0(k+) en O(k-) zijn toegepast. 
Figuur 4 maakt attent op een andere wijze van ophanging. 
Wil je een Kerst-surprise tekenen? 
Begin dan 0(k), want dan krijg je een indruk makende figuur. En 
met 0(ip. 
Bij gebruik van deze operatie zal blijken, dat de eenvoudige opbouw 
toch wel ingewikkeld wordt. 

Fig. 14 

Je kunt je tekeningen ook inzenden naar het redactiesecretariaat. 
In het laatste nummer van deze jaargang willen we graag enkele van 
de ingezonden figuren opnemen. 
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°Uit de oude doos 
In 1870 verscheen in Schoonhoven een boekje met de fraaie titel: Wiskunstig 
Tooverboek. Het bevatte - zoals de ondertitel aangaf - aangename toepas-
singen en merkwaardigheden op mathematisch gebied. Het was een bewerking 
„naar het Fransch" door de officier der Genie: G. L. Kepper. 
Met typische breedsprakigheid komen allerlei onderwerpen uit de wiskunde 
aan de orde. Om je een indruk te geven hoe in de vorige eeuw op populaire 
wijze de wiskunde werd voorgeschoteld, volgt hier een gedeelte uit dit amusan-
te boekje. 

Een slim meester en nog slimmer leerlingen 
„Een kostschoolhouder had 24 leerlingen, die als de grote meerder-
heid van hunne gelijken elk kansje aangrepen om het werk te staken 
en aan de waakzaamheid van den man, die over hen gesteld was, te 
ontsnappen. Hij liet zijn schoollokaal in de gedaante van een vier-
kant bouwen; de vier zijden bestonden uit acht kamers, zoodanig, 
dat elke zijde van het vierkant 3 kamers had, één aan elk hoekpunt en 
een in het midden, terwijl binnen het vierkant een gang was gespaard, 
als in de figuur: 

3 3 3 

3 3 

3 3 3 
Flg. 16 

Vervolgens plaatste hij in elke kamer 3 leerlingen en stond hun toe, 
met elkander te spreken, ja zelfs bij elkander in de kamers te komen, 
doch onder streng verbod, het huis zelf, onder welk voorwendsel 
dan ook, te verlaten. 
Weldra brengt men den directeur het bericht, dat trots zijne waak-
zaamheid, eenige leerflngen de gewoonte hadden, het instituut te ver-
laten en zelfs nu en dan vreemdelingen in het etabhssement binnen 
lieten. Vast van plan, zijne waakzaamheid te verdubbelen, bezoekt hij 
dadelijk de kamers; als altijd zijn er 3 leerflngen in elke zaal en 9 in 
elke zijde van het vierkant. De directeur gaat gerust weer slapen. 
Nauwelijks heeft hij de deur zijner kamer dichtgedaan, of vier jongens 
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loopen dadelijk weg. De 20 overige leerlingen schikken zich nu zoo-
danig, dat toen de directeur een paar uren later opstaat om opnieuw 
de ronde te doen, hij weder 9 leerlingen in elke zijde van het gebouw telt. 
Overtuigd, dat men hem bedrogen heeft, gaat hij gerust zijn gestoor-
den slaap hervatten. 
Een oogenblik later komen de vier vluchtelingen stil binnen, niet om 
bedaard te gaan rusten, maar om vrolijk en in aanzienlijk gezelschap 
den aan vreugde gewijden avond en de nacht verder door te brengen; 
daartoe hebben zij 4 kameraden medegebracht, zoodat er nu 28 jon-
gelieden in de zalen moeten worden geborgen zonder dat de directeur 
dit kan zien, terwijl er geene gelegenheid is, zich te verbergen. Zij weten 
zich zoodanig te plaatsen, dat de surveillant naar zijne gewoonte 
steeds aan elke zijde van het lokaal zijne negen leerlingen en niets 
meer vinden moet. 
Nu komen er nog vier nieuwe vrienden in het huis; men ontvangt ze 
natuurlijk hartelijk. Zij worden onthaald en zoodanig onder andere 
leerlingen geplaatst, dat de directeur bij zijne morgenvisite nog altijd 
negen leerlingen in elke zijde van het vierkant zal tellen, hoewel hij nu 
in plaats van 24 twee-en-dertig personen heeft. Zijne nachtelijke 
omwandelingen overtuigen hem nogtans van de ongegrondheid der 
berichten, terwijl de ondeugende jongens de gasten voorzichtig weg-
moff"elen en den goeden meester hartelijk uitlachen. 
De figuren geven het plan der kostschool aan met de wijze, waarop 
de leerlingen zich telkens moeten plaatsen, om bij de vier visites den 
directeur niets te laten bespeuren. Figuur 16 stelt alles in orde voor; 
figuur 17 geeft de school na het vertrek der vier leerlingen; figuur 18, 
nadat deze vier met evenveel kameraadjes weder zijn binnengekomen 
en figuur 19 eindelijk geeft de verdeling, nadat er nog vier vreemde-
lingen zijn binnengekomen. 

4 1 4 

1 1 

4 1 4 

1 7 1 

7 7 

1 7 1 

Fig. 17 Fig. 18 Fig. 19 
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Zoals men ziet, sproot de dwaling van den meester daaruit voort, 
dat hij tweemaal eiken hoek medetelde, tegen slechts ééns de middelste 
kamers; als dus de leerflngen talrijker waren dan gewoonlijk, hadden 
zij slechts zich in grooter aantal te vereenigen in de vier middelste 
vertrekken van eiken vleugel; wanneer zij niet allen present waren, 
dan moesten zij zich hoofdzakelijk in de hoekvertrekken samenvoegen, 
ten einde te maken dat de directeur als altijd negen leerlingen in elke 
zijde van het vierkant telde. 
Vermoedelijk zal geen enkele directeur op deze wijze zijn leerlingen 
controleren, en dan toch in geen geval zijn leerlingen met die originele 
manier bekend maken, maar daarom is het vraagstuk, op zichzelf 
genomen, er niets minder aardig om." 

^ 

21. Verdeel een vierkant op drie verschillende manie-
ren in acht stukken door vier halve cirkels binnen 
dat vierkant te trekken en doe dat zo, dat vier van 
die stukken onderling congruent zijn en de andere 
vier eveneens. 

22. Een rij cijfers bestaat louter uit nullen en enen 
en bevat in totaal meer dan 20 cijfers. Hij heeft 

de volgende twee eigenschappen: 
(1) Alle vijftallen opvolgende cijfers van die rij zijn verschillend; 
(2) Schrijft men achter die rij naar verkiezing een nul of een één bij, dan ont-

staat een nieuwe rij, die eigenschap (1) eveneens bezit. 
Bewijs dat het eerste viertal cijfers van die rij verschillend is van het laatste 
viertal. 

23. Op één van de zijden van een trapezium Hgt een punt, dat met de twee hoek-
punten verbonden wordt die geen uiteinden zijn van de zijde waarop dat punt 
ligt. Het trapezium wordt door die verbindingslijnen verdeeld in drie stukken 
met gelijke oppervlakte. Bewijs dat de evenwijdige zijden van het trapezium de 
verhouding 1 : 2 hebben. 

24. Een luchtvaartmaatschappij exploiteert een net van luchtüjnen; op elk van 
die lijnen worden (zonder tussenlandingen) retourvluchten tussen twee steden 
gemaakt. In geen enkele van die steden komen meer dan drie lijnen samen. 
Elk van die steden is uit alle andere bereikbaar hetzij met een directe luchtver-
binding, hetzij met één keer overstappen. 
Hoeveel steden zijn er ten hoogste in dat hjnennet opgenomen? 

Denkérljes 
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'Electronisch rekenen (vervolg op Logica in electronica) 

De begrippen „of" ( ^ ) , „en" ( ^ ) en „niet" (—.), die een belangrijke 
rol spelen in de logica, hebben we in het vorige nummer vertaald in 
electronische schakelingen: de OF-poort, de EN-poort en de Invertor. 
Met deze drie logische schakelingen hebben we grotere schakelingen 
opgebouwd. Het bleek dat we met deze schakelingen kunnen tellen. 
We herhalen nog even het meest ingewikkelde toestel (figuur 20). 

tweetallen eenheden 

Om de tekening niet ingewikkelder te maken dan nodig is, zijn de 
toevoerdraden niet getekend. 
De bedoehng is dat alle met p gemerkte ingangen verbonden zijn met 
dezelfde drukknop. Als deze is ingedrukt krijgen de ingangen p stroom, 
anders niet. Voor de q- en r-ingangen hetzelfde. Wat gebeurt er nu 
als één of meerdere ingangen stroom krijgen? 
Bovenaan staat een of-poort, dus h krijgt stroom zodra één druk-
knop is ingeduwd; door a gaat slechts stroom als p en q beide zijn aan-
gesloten; enz. 
Het resultaat is weergegeven in de volgende tabel: 

p q a b c d e f g h i 

0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 
0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 
0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 0 1 1 I 
1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 
1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 
1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 

0 0 0 0 0 
0 0 1 0 1 
0 1 0 0 1 
0 1 1 1 0 
1 0 0 0 1 
1 0 1 1 0 
1 1 0 1 0 
1 1 1 1 1 
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We letten speciaal op de kolommen d en i en zien, dat deze in binaire 
code het aantal drukknoppen weergeven dat ingedrukt is. 
We geven het hier besproken apparaat de volgende schematische 
voorstelling: 

^ q 

(d r( bijvoorbeeld VVV Fig. 21 

Met een voldoend aantal van deze toestellen zijn we in staat om 
(natuurlijke) getallen op te tellen, mits deze geschreven zijn in het 
binaire stelsel. 

Elektronisch optellen 
We willen ons apparaat de volgende berekening laten maken. 

0 1 1 0 1 
0 0 1 0 1 

26 
11 

+ = - + 
1 0 0 1 0 1 (tweetallig) 37 (tientallig) 
[Het optellen gaat in het binaire of tweetallig stelsel op dezelfde ma-
nier als in het tientallig stelsel. Je begint aan de rechterkant: O + 1 
= 1, 1 4- 1 = 10 (nul opschrijven één onthouden) enz.] 
We nemen nu aan dat voor de op te tellen getallen evenveel draadjes 
aanwezig zijn als er cijfers zijn. Deze draden, die al of niet stroom 
leveren naar gelang het betreffende cijfer 1 of O is, worden aangesloten 
op de in het voorgaande besproken apparaten. 

Fig. 22 

Je ziet hierin de som van beide getallen onderin ontstaan. Verder 
dat het „1 onthouden" in de richting van de pijltjes wordt door-
gegeven aan het naastliggende toestelletje. Nu is het ook duidelijk 
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waarom we een toestel moesten bouwen dat drie cijfers kan opteflen, 
namelijk twee cijfers van de op te tellen getallen plus nog de zg. over-
dracht van de rechts naastliggende kolom. Uitzondering is het toestel 
geheel rechts, want dat krijgt geen overdracht binnen. 
We kunnen ons onderaan elk toestel een lampje aangesloten denken, 
zodat we de som van beide getallen kunnen zien. De vraag is nog, 
waar het meest links geplaatste toestel zijn overdracht laat. De op-
lossing is ook hierop een lampje aan te sluiten. 

<è> Fig. 23 

De som kan dan uit 7 cijfers bestaan met een maximale waarde van 
127. Toch zullen we soms met opzet dit voorste cijfer verloren laten 
gaan, zoals blijkt uit het laatste deel van dit artikel. 

Elektronisch aftrekken 
Ons optelapparaat is met enige uitbreiding ook geschikt te maken 
voor aftrekken. Neem aan dat de optelier twee getallen van zes cijfers 
kan verwerken, waarbij van de som ook zes cijfers worden aangegeven. 
Het voorste cijfer van de som laten we dus verloren gaan. Bekijk nu de 
volgende optefling. 
011010 = 26 
100110 
000000 
Omdat de som nul is, moet het tweede getal van de optelling —26 zijn. 
„Kom nou", zul je zeggen, „er komt nul uit omdat de opteller niet 
deugt en het tweede getal is geen —26 maar 38". Toch is het mogelijk 
om juist van het mankement van onze opteller gebruik te maken voor 
het weergeven van negatieve getallen. We moeten dan wel duidelijk 
afspreken, wanneer we onder 100110 nu —26 en wanneer+38 zullen 
verstaan. We doen dat door vooraan een extra cijfer toe te voegen: 
O voor + en 1 voor —. 
+ 38 - O 100110 
—26 = 1100110 
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We breiden ook onze opteller met één cijfer uit. Het voorste cijfer 
zal, hoewel het alleen een teken voorstelt, toch meedoen met de op
telling. 
Voorbeelden: 

30 = 0 011110 
26 = 1 100110 

+ 59 = O 111011 
—26 = 1 100110 

O 000100 = +4 O 100001 33 

Het werkt voorbeeldig zoals je ziet, zolang je tenminste weet hoe je 
—26 moet schrijven. Daarvoor bouwen we de volgende apparatuur, 
waarin we het getal+26 voeren. 

■ a l t i j d 1 

Fig. 24 

Kortom +26 = O 011010 
inverteren: 1 100101 

ve:rmeerderen met 1: 1 100110 

Ook het „terugvertalen" kan (wonderlijk genoeg) met dezelfde 
apparatuur. 

—26 = 1 100110 
inverteren: O 011001 

+ 1: O 011010 = +26 

Voorbeeld. Controleer zelf dat — 2 1 = 1 101011 en —34 = 1011110. 

—21 = 1 101011 
— 3 4 = 1 011110 

terugvertalen inv.: 
+ 1: 

1 001001 = 
o 110110 
o 110111 = 55 

—55. 
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Zelfs het optellen van twee negatieve getallen lukt dus. Probeer zelf 
nog maar eens een paar voorbeelden, maar denk eraan dat de som 
altijd binnen de capaciteit van onze machine moet blijven, dat wil 
zeggen kleiner dan 64 groter dan —65. 
Hiermee eindigt dan ons kijkje in het inwendige van een elektronische 
rekenmachine. 

Prijsvragen 

We geven graag toe, dat sommige van de Denkertjes uit deze jaargang 
beslist niet gemakkelijk zijn. Maar tot onze verontschuldiging voe-
ren we aan dat het altijd nog een stuk moeilijker is ze te bedenken 
dan ze op te lossen. En daarmee roeren we dan een hoogst belangrijk 
punt aan, een algemene waarheid. Iemand, die een of andere weten-
schap beoefent en daarbij alleen maar de problemen oplost die ande-
ren hem voorlegden, die deugt niet voor zijn werk. Het klinkt bars, 
maar het is helaas waar. De lange geschiedenis van de wetenschap 
en van de mensheid toont dat aan. De grote ontdekkingen zijn nooit 
„per ongeluk" gebeurd. Er was altijd wel iemand, die van te voren 
een vraag gesteld had, al was het dan maar de vraag wat toch wel de 
oorzaak zou kunnen zijn van een tot nu toe onverklaard verschijnsel. 
En zo zie je dat de vragenstellers de vooruitgang veel meer veroorzaakt 
hebben dan de problemenoplossers. 
Natuurlijk is de meest waardevolle toestand bereikt door de knappe 
kop, die in een soort van dubbelgesprek met zich zelf eerst een vraag 
stelt, een probleem ziet, en daarna ook zelf antwoord of oplossing 
vindt. 
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In dat licht moet je de twee onderstaande prijsvragen bekijken. Ze 
zijn allebei in de vorm van een vraag gesteld. Maar die vraag dient 
alleen maar om je in beweging te zetten, om je attent te maken op een 
gebied waar wel eens problemen zouden kunnen liggen. De waarde 
van je antwoord wordt beoordeeld aan de hand van drie zaken: 
a. hoeveel problemen heb je zelf geformuleerd (in verband met het 

probleemgebied waar wij je met je neus opgedrukt hebben); 
b. welke daarvan heb je zelf tot een oplossing kunnen brengen; 
c. welke uiterlijke karaktereigenschappen (zoals netheid, overzichte-

lijkheid, grondigheid) bezit je inzending. 
Bekroonde inzendingen zullen geheel of gedeeltelijk in de volgende 
jaargang van PYTHAGORAS worden gepubflceerd. Bovendien is er 
een bedrag van ƒ200,— voor prijzen beschikbaar. 
Iedereen mag aan beide prijsvragen meedoen, of hij nu in een „hoge" 
klas zit of in een „lage". En iedereen heeft daarbij in principe de 
mogelijkheid zijn inzending bekroond te zien. 
De geldprijzen voor de oplossingen van prijsvraag I worden echter 
alleen maar uitgekeerd aan inzenders, die na het lopende schooljaar 
nog ten minste twee schooljaren voor de boeg hebben. 
Vermeld dus bij je inzending het schooltype, waar je op zit, en het 
nummer van je klas. 

PRIJSVRAAG I: 
Kun je bij elke gegeven veelhoek vinden een grootste cirkel, waar 
geen enkel hoekpunt van die veelhoek binnen ligt en die toch een 
niet buiten die veelhoek gelegen punt tot middelpunt heeft? Kun je 
een kleinste cirkel vinden, waar geen enkel hoekpunt van de veelhoek 
buiten ligt? 

PRUSVRAAG II: 
Als je een veelhoek tekent en dan alle cirkels construeert, die een zijde 
van die veelhoek tot middellijn hebben, dan wordt die veelhoek soms 
wel en soms niet door die cirkels „bedekt". Hoe zit dat? 

Oplossingen voor 15 januari 1970 naar het redactiesecretariaat in-
zenden. 
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25. Kunnen de onderstaande ongelijkheden alle drie 
tegelijk waar zijn, als de getallen a, b, c, cl positief 
zijn? 

a + b < c + d 
{a + b){c + d)<ab + cd 

(a + b) cd < ab (c + d) 
26. Twee jongens spelen het volgende spel. Op een vel 

papier staat geschreven 
xi + ...x^ + . . .X + . .. = 0 

Om beurten schrijven zij nu op de open plaatsen een geheel getal. Na drie 
beurten is er dan een vergelijking in x gevormd (bijvoorbeeld x^ — 5;c2 + Ox + 
87 = 0). De jongen, die beginnen mag, wint het spel als die vergelijking alleen 
maar gehele getallen tot wortels heeft en hij verliest als dat niet het geval is. 
Beredeneer dat de beginnende jongen (als hij slim genoeg is) zo kan spelen, 
dat hij zeker is van de winst. 

27. Teken een vierhoek en construeer dan de vier cirkels, die de zijden van die 
vierhoek tot middellijnen hebben. Je zult nu wel zien dat je vierhoek door die 
vier cirkels geheel „bedekt" wordt. Kun je een vierhoek tekenen die niet geheel 
door zijn vier cirkels bedekt wordt? Of kun je verklaren hoe het komt dat elke 
vierhoek door zijn vier cirkels wordt bedekt? 

°°°Torricelli en de inhoud van een omwentelingshyperbool 

Torricelli werd in 1608 in Faenza (Italië) geboren. Je brengt zijn naam 
waarschijnlijk direct in verband met „het vacuum van Torricelli". 
Twee jaar voor zijn vroege dood (hij stierf reeds op 39-jarige leeftijd) 
deed hij proeven met thermometers en vond daarbij de barometer uit. 
Toen bleek dat in een gesloten buis, gevuld met kwik en omgekeerd 
in een bakje met kwik geplaatst, het kwikniveau in de buis ongeveer 
76 cm boven dat van het bakje kwam te staan. 
In 1641 was Torricelli assistent van Galileo Galilei geworden, en 
toen Galilei' enige maanden later stierf volgde Torricelli hem op als wis-
kundige aan het hof van Toscane. 
Behalve een natuurkundige was Torricelli ook een bijzonder begaafd 
wiskundige. Hij publiceerde een aantal eigen onderzoekingen over 
kegelsneden, de cycloïde en de logaritmische spiraal. 
Om je enig idee te geven van de ingenieuze wijze waarop hij verschil-
lende moeilijke problemen wist aan te pakken, zullen we hier zijn 
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methode behandelen om de inhoud van een deel van een omwentelings-
hyperbool te bepalen, (ze is te vinden in zijn in 1643 geschreven ver-
handeling: De solido hyperbolico acuto.) 

y- as 

1 
A 

v̂ 
x-as 

O C 

^ 

Fig. 25 Fig. 26 

In figuur 25 zien we de twee takken van een hyperbool waarvan de 
asymptoten loodrecht op elkaar staan. De vergelijking van een der-
gelijke hyperbool is x.y = c. 

v-as 
L 

A 

^ 

0 Q c 

Fig. 27 

We kunnen uit deze hyperbool verschiïlende omwentelingslichamen 
laten ontstaan door de figuur om verschillende assen te laten wentelen. 
Kiezen we daarvoor de asymptoot OA dan ontstaat figuur 26: naar 
boven en naar beneden wordt het lichaam steeds nauwer, maar het 
heeft nergens een afsluiting. In het midden vleit het lichaam zich tegen 
het vlak door OC loodrecht op OA, zonder overigens dit vlak te 
raken. 
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In figuur 27 is slechts één tak van de hyperbool getekend. Vanuit een 
willekeurig punt P laten we een loodlijn neer op BC. We laten nu 
alleen PQ en het links daarvan gelegen deel van de hyperbool om OA 
wentelen. Zo ontstaat figuur 28. 

y \ M 

'a 

0 X 

Fig. 29 

Fig. 30 

Torricelli bepaalde de inhoud van deze omwentelingsfiguur. 
Daarvoor merkt hij eerst op dat xy constant is (figuur 29). Als M zo 
op de hyperbool ligt dat x = yen OM = a, dan mogen we opschrijven: 
xy = x^ = ^ a^ (stelling van Pythagoras). 
Nu rekent Torricelli de oppervlakte uit van een cylindermantel die 
in de omwentehngsfiguur beschreven kan worden. De hoogte van de 
cylinder is y en de straal van de cirkeldoorsnede is x (zie figuur 29). 
Zoals je zelf gemakkelijk kunt verifiëren is deze oppervlakte: 
2 71 xy ofwel 2 n. -J-â . 
En dit laatste is ook precies de oppervlakte van een cirkel met O 
als middelpunt en a als straal. Figuur 30 brengt dit nog eens in beeld. 
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Nu vertelt Torricelli eerst precies wat hij gaat bewijzen: PQRSA is 
het omwentelingslichaam (figuur 31). Door O, in het vlak loodrecht 
op de x-as, is een cirkel getekend met de middellijn OD = 2a. Zo'n 
zelfde cirkel tekenen we ook door Q. 

Fig. 31 

De inhoud van het omwentelingslichaam PQRSA is gelijk aan de inhoud 
van de cylinder ODEQ. 
Nu komt het eigenlijke bewijs: In T op de x-as richten we een loodlijn 
op, die de hyperbool in U snijdt (figuur 32). We hebben al bewezen 
dat de oppervlakte van de cylinder TU KL gelijk is aan de oppervlakte 
van de cirkel met middellijn TV. Dit geldt voor élk punt tussen O en Q. 
De som van alle cyflndrische oppervlakken TUKL, dat is de inhoud 
van het omwentelingslichaam is gelijk aan de som van alle cirkel-
doorsneden van de cylinder ODEQ en dat is de inhoud van de cylinder 
ODEQ, dus 71 a20Q. 
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Het hier weergegeven bewijs voldoet niet aan onze moderne opvat-
tingen over exactheid. Pas na de ontwikkeling van de differentiaal- en 
integraalrekening door Newton en Leibniz, aan het eind van de 17e 

Fig. 32 

eeuw, werd het mogelijk een exacte oplossing voor problemen als het 
hier besprokene, te geven. 
De redenering van Torricelli toont de grote inventiviteit die wiskundi-
gen vóór Newton aan de dag wisten te leggen om toch een oplossing 
te vinden voor problemen die we nu met integraalrekening aan-
pakken. Bovendien bereidden zij op deze wijze de weg voor de ont-
wikkeling van de integraalrekening. 
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°°Een minder bekende transformatie 
In dit artikel wordt iets gezegd over een transformatie die afwijkt van de 
transformaties die in de nieuwere meetkundeboeken wordt besproken. Bij de 
laatste is het steeds zo dat een punt wordt afgebeeld op een punt en een Hjn 
op een lijn. Voorbeelden hiervan zijn: translaties, rotaties en spiegelingen. 

Een bekend wiskundig mopje stelt de vraag hoe men in een woestijn 
op een veilige manier een leeuw kan vangen. Het antwoord luidt: 
Neem een bolvormige kooi, plaats deze in de woestijn, ga erin en doe 
de kooi op slot. Pas dan een inversie toe ten opzichte van de kooi 
zodra de leeuw buiten de kooi verschijnt. De leeuw is dan in de kooi 
en zelf ben je erbuiten! 
Vervangen we in dit verhaal de verteller door een punt, de kooi door 
een cirkel en de leeuw door een ander punt dan zal het vervolg van 
ons verhaal doen zien hoe je zo'n inversie kunt uitvoeren. 
Het woord inversie heeft iets te maken met omkering. Het verband 
van deze transformatie met het begrip omgekeerde wordt duidelijk 
als je de definitie van inversie goed begrepen hebt. 
Die definitie luidt als volgt: 
Onder de inversie met het centrum O en macht k verstaan we de trans-
formatie waardoor aan elk punt P dat niet samenvalt met O een punt 
P' op de rechte OP wordt toegevoegd zodat geldt: OP. OP' = k. 
Is k positief dan liggen P en P' aan dezelfde kant van O; is k negatief 
dan aan weerskanten van het centrum. 

O P P' 
A; > O 1 1 1  

P O P 
k <0 1 1 1  

Je ziet verder wel in dat bij toepassing van de inversie op P' we het 
oorspronkelijke punt P weer terugkrijgen. Men noemt P en P' inverse 
punten. Het bepalen van P' als P gegeven is heet het inverteren 
van P ten opzichte van O met de macht k. Je ziet: deze definitie lijkt 
erg veel op de definitie van vermenigvuldigen van een punt ten op-
zichte van een vast punt met een constante factor. 

k 
Uit OP .OP' = k volgt OP' = — 

Hieraan zie je direct dat OP' omgekeerd(!) evenredig is met OP. Hoe 
construeer je nu P' als P, O enk gegeven zijn? 
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We nemen eerst het geval dat k positief is. 
Stel k = R2. 
De cirkel met O als middelpunt en met R als straal speelt bij de in-
versie een belangrijke rol. Deze cirkel draagt dan ook een speciale 
naam: inversiecirkel of grondcirkel van de inversie. Met behulp van 
deze grondcirkel is de constructie van twee inverse punten erg een-
voudig. 

Fig. 33 Fig. 34 

Een eigenschap van de rechthoekige driehoek doet zien dat inderdaad 
geldt: OP. OP' = R2 = k. 
Een heel belangrijke vraag die bij alle transformaties een rol speelt 
is de vraag naar de zogenaamde dekpunten (ook wel: invariante 
punten). 
Uit OP . OP' = R2 volgt dat P en P' dan en slechts dan samenvallen 
als ze op de inversiecirkel liggen. We kunnen deze cirkel dus beschou-
wen als de verzameling van dekpunten. 
Is /c < O dan stellen we A; = — ^2 en weer heet de cirkel (O, R) de 
inversiecirkel. Maar dit is nu niet de verzameling dekpunten, want 
dekpunten zijn er in dit geval niet. 
De eenvoudigste manier om nu het inverse punt van P te construeren 
is de volgende: 
Construeer eerst P" zodat geldt OP .OP" = R2 = —k. 
Spiegel dan P" ten opzichte van punt O. 

En nu dan de leeuwenvangst zonder angst! 
De inversiecirkel speelt de rol van onze kooi. Punt P buiten de cir-
kel stelt de leeuw voor. 
Passen we nu inversie toe met macht k = R^ dan gaat de leeuw P 
„over" in P' binnen de kooi en P' (de verteller) die eerst in de kooi 
zat wordt getransformeerd in P, dus buiten de kooi. Tenzij het beest 
bezwaar heeft tegen inversies. 
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\f 
lenkeptjes 

28. Een rij getallen ti, t^, t^,. . ., t„ wordt volgens het 
volgende recept geconstrueerd: 
a. Voor het eerste getal ti wordt een willekeurig 

positief getal gekozen; 
b. Ook het aantal termen van de rij (dus «) wordt 

willekeurig gekozen: 
c. Men zorgt er voor dat 

tt 
k+l = 

tk^) + V(l 
waar is voor ^ = 1, 2, 3 , . . ., n — 1. 
Bewijs dat de zo geconstrueerde rij een dalende rij is, dat alle getallen van de rij 
positief zijn en dat de som van de getallen van de rij kleiner is dan 2ti. 

29. Teken tien punten in een plat vlak zo, dat elke driehoek, waarvan de hoek-
punten tot dat tiental behoren, stomphoekig is. 
Maak een voorbeeld van een vierkantsvergehjking 

ax^ + bx + c = O 
met gehele coëfficiënten a, b, c, en positieve a, die twee verschillende wortels 
heeft die allebei tussen O en 1 liggen. Hiermee zijn acht punten te verdienen. 
En tien punten krijg je pas indien je bovendien kans ziet te bewijzen dat bij een 
dergelijke vergelijking de waarde van a ten minste 5 moet bedragen. 

30. 

Oplossingen van de Denkertjes uit het eerste nummer 
1. V6000000 en -v/7000000 zijn resp. bij benadering gelijk aan 2449,5 en 2645,8. 

De natuurlijke getallen van 2450 tot en met 2645 (dit zijn er 196) hebben dus een 
kwadraat van zeven cijfers, dat met een 6 begint. Alleen diegene van hen, die op een 4 
of 6 eindigen, leveren een kwadraat waarvan ook het laatste cijfer een 6 is. Dat 
zijn er 39. 

2. (a) 26 zijvlakken, 24 hoekpunten en 48 ribben. In figuur a staat een afbeelding van 
het veelvlak. (b) Zodra er in een hoekpunt meer dan drie ribben samenkomen 
kan het gebeuren dat de middens van die ribben niet in één vlak liggen; de definitie 
is dus niet correct. Onbeperkt herhalen van de afsnij-handeling is dan ook in het 
algemeen niet mogelijk. We zien dan af van de vraag of dat kan, wanneer we van een 
kubus uitgaan. Maar als dat al kan, dan blijven we toch in elke stap gelijkzijdige 
driehoeken en vierkanten houden (onder andere) als zijvlakken, waarbij de af-
stand van twee overstaande vierkante zijvlakken en die van twee overstaande ge-
lijkzijdige drienoeksvlakken verschillend zijn. Die bol-bewering is dus alleen om 
die reden al onzinnig. 
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Deze vergelijkingen hebben een van de twee volgende bouwschema's: 
—x2 + bx = O (è # 0) \x^ + bx — b(\ + è) = O (è 5̂  0. è 5̂  — 1) 

4. De schuine zijde en de andere rechthoekszijde vormen een van de volgende paren: 
(1601,1599), (802,798), (404,396), (325,315), (208,192). (170,150), (116.84). (100,60). 
(89,39), (82,18). Dit vindt men door in c^ — d^ = (c + a) (c — a) = 6400 alle 
mogelijke ontbindingen van 6400 te proberen. 

5. De verzameling bestaat uit de dikke liinen van figuur b. Deze zijn opgebouwd uit 
gedeelten van middelloodlijnen van verbindingslijnstukken van een punt van Fi 
met een punt van F2. 

H f - ^ 
Fig. b 

/ 
Fig. c 

5 4 5 4 5 4 5 6 

4 3 4 3 4 5 4 5 

3 4 3 4 3 4 5 4 

2 3 2 3 4 3 4 5 

3 2 3 2 3 4 3 4 

2 1 4 3 2 3 4 5 

3 4 1 2 3 4 3 4 

0 3 2 3 2 3 4 5 

6. Figuiir c toont voor elk veld het kleinste aantal sprongen, waarin dat veld bereik-
baar is van het nulveld uit (eerst zijn de enen ingevuld, dan de tweeën, daarna de 
drieën, enzovoorts). Er leiden 108 wegen van het nulveld naar het zcsveld. 

7. Twee niet-aangrenzende hoeken van het viertal moeten een som van 180° hebben. 
Noem de afstanden tot de hoekpunten a. b. c. d en die tot de zijden x.i-
Men kan dat zo doen dat de volgende betrekkingen gelden: -x.y.l—y. 

Uit de eerste twee leidt men af a^—bi = 2x—1, waaruit blijkt dat x rationaal is. 
Uit de eerste en de laatste leidt men af «2—d2=2y—1, waaruit blijkt dat v ratio-
naal is. Als pikante opmerking bij dit Denkertje vermelden we, dat het niet bekend 
is of er een punt bestaat dat tot alle hoekpunten van het eenheidsvierkant rationale 
afstanden heeft. 

Fig. d 

9. Zie figuur d. Wie dacht er dat die tien vierkante stukken gelijk moesten zijn? 
10. r„ is een drievoud voor elke n, die zelf een negenvoud of een negenvoud plus vier 

of een negenvoud plus acht is. 
In het onderstaande schema toont de bovenste regel enkele waarden van n. De 
regel daaronder vermeldt voor elk van hen welke rest 11- bij deling door 3 overlaat. 
Als n zelf een drievoud is. dan is «2 jat natuurlijk ook. Als n geen drievoud is, 
dan kun je it in de vorm 3k + \ of 3A:—1 schrijven {k geheel). Dit geeft voor «2 
of 9A:2+6fc + I of 9A:2—6k + l, zodat 11- dan drievoud plus een is. 
Uit die twee regels kun je de derde construeren, die toont welke rest r„ bij deling 
door 3 overlaat. Deze regel is duidelijk periodiek met een periode van de lengte 9. 

1 2 3 4 5 6 7 « 9 10 11 12 

1 I 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 
1 2 2 0 1 1 2 0 0 1 2 2 
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Beredeneerde oplossingen van de Denkertjes en de prijsvragen in dit 
nummer kunnen voor 15 januari 1970 worden ingezonden naar het 
redactiesecretariaat. 
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