


Forth Road Bridge, Scotland. This bridge Spanning the Firth of Forth carries modern traffic of all classes
and tonnage over a waterway which for 800 years was served by ferry-boats. The bridge was begun in 1958
and in the year of its completion 1964, was the largest suspension bridge in Europe, being 11 miles long.
Measurements: Central span of 3300 ft. between its 2 main towers and flanked by 2 approach viaducts;
Main towers — 512 feet above mean river level; Road width — Dual 24 feet wide roadways.




Den lezer heil!

Een nieuwe jaargang en een nieuw formaat. Wel wat duurder, maar ook een stuk
mooier.

Bij het ingaan van de tiende jaargang hebben we gemeend de stap te moeten wagen:
een groter formaat en wat meer kleur in het ‘binnenwerk’. Het oude, kleine formaat
had natuurlijk zijn voordelen, maar toch ook zijn nadelen. Vooral voor de opmaak, die
voor een tijdschrift nu eenmaal aantrekkelijk moet zijn, gaf het nogal wat problemen.
We hopen met dit nieuwe formaat en het nieuwe omslag de aantrekkelijkheid te
hebben vergroot.

Zoals te doen gebruikelijk ‘richten we een speciaal woord van welkom tot onze nieuwe
lezers’. Pythagoras wordt gemaakt voor jongeren die belangstelling hebben voor de
wiskunde in al zijn facetten. Dit houdt helemaal niet in dat het alleen bestemd is voor
leerlingen met een zogeheten wiskundeknobbel. De redactie probeert door zoveel
mogelijk variatie in de onderwerpen een zo breed mogelijk publiek te boeien.

Wanneer je in elk nummer iets van je gading kunt vinden, menen we dat we tevreden
kunnen zijn. De artikelen hebben verschillende graden van moeilijkheid, de eenvou-
digste worden aangeduid met °, iets moeilijker bijdragen met °° en de lastigste met °°°.

Denkertjes

In elk nummer vind je een aantal Denkertjes. De oplossingen van de Denkertjes uit
de eerste vier nummers kun je inzenden naar het redactiesecretariaat: Kamperfoelie-
weg 44, Paterswolde. Onder de goede inzenders wordt een boekenbon verloot. Je
dingt al mee naar die boekenbon wanneer je één Denkertje goed hebt opgelost, het is
dus niet nodig om alle oplossingen te vinden. Wel is nodig dat de oplossingen in
duidelijk leesbaar handschrift geschreven zijn. (Typen mag ook.) Behalve de oplossing
dient ook de redenering, die tot die oplossing leidt, te worden vermeld. We ontvangen
je oplossingen graag op bloknootvellen, met links bovenaan op elk blad je naam, adres,
woonplaats, leeftijd, leerjaar en school.

De oplossingen van de Denkertjes in dit nummer inzenden voor 31 oktober 1970.

Ladderwedstrijd

Voor elke ingestuurde oplossing van een Denkertje krijg je een bepaald aantal punten.
Hierdoor ding je mee naar een ereplaats in de ladderwedstrijd, die verbonden is aan
de eerste vier nummers van deze jaargang. De hoogst geplaatsten op de ladder krijgen
na afloop van de wedstrijd een boekenbon thuis bezorgd.

1




Inspraak en inschrift

‘De redactie geeft de lezers graag inspraak in haar beleid’. Dat klinkt erg mooi en
democratisch, maar wat betekent het in de praktijk? Wel, in de eerste plaats kun je je
oordeel geven over de inhoud, positief of negatief. Verder kun je zelf bijdragen instu-
ren evenals Denkertjes (met oplossingen). Tenslotte kun je vragen om over bepaalde
onderwerpen eens een artikel op te nemen. Binnen de grenzen van het mogelijke zullen

we daar dan zeker aan voldoen.

Pythagorasfestival

Het is niet de gewoonte dat in dit blad boekbesprekin-
gen en recensies worden opgenomen. Ook deze keer
maken we daar geen uitzondering op, maar we willen
toch melding maken van de verschijning van
Pythagoras-festival.

Het ligt voor de hand dat we geen oordeel over dit boek
zullen geven: Het bevat een aantal bijdragen uit de
eerste acht jaargangen van Pythagoras. Met deze selec-
tie hebben we een tweeledig doel nagestreefd: te vol-
doen aan de vraag van leraren en leerlingen naar vroe-
ger verschenen artikelen en de verspreiding van deze
artikelen onder een groter publiek.

Bij de keuze van de inhoud is rekening gehouden met
de uitslagen van de verschillende enquétes die we in de
loop der jaren onder de lezers hebben gehouden.

De artikelen zijn opnieuw bewerkt en voor zover moge-
lijk gerangschikt volgens bepaalde thema’s, die zo goed
en zo kwaad als het ging van een hoofdstuktitel zijn
voorzien.

De uitgave is verschenen bij Wolters-Noordhoff nv,
de introductieprijs voor abonnees bedraagt f 7,90, bij
bestelling voor 1 december 1970, daarna bedraagt de
prijs f 10,50.
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L(eg)ogica’

Soms kunnen de eenvoudigste voorwerpen aanleiding geven tot een wiskundig spel.
De spelregels kun je daarbij zelf opstellen. Je kunt niet alleen veel plezier beleven aan
het doordenken en spelen van de opgave maar vaak ontdek je nieuwe spelletjes bij
een kleine wijziging van de spelregels of vind je iets totaal anders dat toch dezelfde

spelregels blijkt te hebben.

Als voorbeeld nemen we nu eens lego-bouwstenen.
Plastic bouwstenen, waarvan één kant voorzien is van
uitstulpingen en waarvan de andere kant hol is. De
stenen kunnen aan elkaar bevestigd worden door ze op
elkaar te drukken. De uitstulpingen klemmen dan vast
in de uitholling van de andere steen. De meeste zijn in
normale baksteenvorm, maar ook andere modellen die
nuttig kunnen zijn voor het bouwen van modelhuisjes
zijn voorradig. De uitvoering is in vier verschillende
kleuren: wit, geel, rood en blauw.

We beperken ons probleem tot 4 rechthoekige steentjes,
van elke kleur één. Hiervan kunnen we torentjes bou-
wen. In figuur 1 is er één aangegeven. Nu zul je mis-
schien even protesteren dat de kleuren in dit plaatje
niet de echte zijn. Maar zolang het maar vier verschil-
lende kleuren zijn kunnen we met dezelfde regels spe-
len. De opdracht luidt namelijk: hoeveel verschillende
torentjes kun je op deze wijze bouwen? Nu hopen we
dat je eerst eens zelf gaat proberen hoeveel verschillen-
de kleurcombinaties je kunt vinden, voordat je verder
leest. En vooral ook bedenken hoe je dit aantal kunt
berekenen.

Heb je het geprobeerd? Misschien zul je dan ontdekt
hebben dat er nog een onduidelijkheid in de opgave
schuilt. We moeten namelijk nog afspreken of we de
torentjes van figuur 2 verschillend zullen noemen. Je
zult er misschien voor voelen om ze gelijk te noemen,
want als je het rechter exemplaar ondersteboven zet, is
het gelijk aan het linker. Anderen zullen zo’n torentje,
dat dus op de uitstulpingen komt te staan, te wankel
vinden om mee te spelen. We mogen zelf onze spelregels
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opstellen, dus ook hierin zelf een standpunt kiezen. In
dit verhaal nemen we aan dat de torentjes verschillend
zijn, omdat we net als bij het bouwen van huisjes de
lego-steentjes met de holle kant naar onderen neerleg-
gen. We weten nu wat de onderkant en wat de boven-
kant van een torentje is. Je kunt volgens deze regels 24
verschillende kleurschakeringen aanbrengen. We kun-
nen dat als volgt berekenen. Neem een witte steen in je
hand. Daarin is maar 1 mogelijkheid. Neem nu een
volgende kleur. Die steen kun je bovenop de witte of
onderaan de witte aanbrengen. Dat zijn 1 X 2 moge-
lijkheden. Nu nemen we de derde kleur, welke steen
we onderop of bovenop kunnen aanbrengen, maar ook
tussen de twee stenen kunnen invoegen. Bij elke van de
twee soorten die we al hadden kunnen we op drie ma-
nieren een steen toevoegen, dus 1 X 2 X 3 mogelijk-
heden. Uit elk van deze 6 torentjes kunnen we weer
4 nieuwe laten ontstaan, door toevoeging onderop, tus-
sen onderste en middelste, tussen middelste en bovenste
steen of bovenop. Een totaal van1 X 2 X 3 X 4 = 24
uitvoeringen. Het produkt 1 X 2 X 3 X 4 wordt ook
wel kort aangegeven met 4! (spreek uit: vier faculteit)
Als er nu eens een vijfde kleur aanwezig was? Of had je
dat zelf al bedacht? Natuurljjk 5!

Nu een nieuw spelletje met dezelfde steentjes. Het is
mogelijk van vier steentjes een blokje te vormen door
twee stenen naast elkaar te leggen en dan twee er dwars
bovenop (figuur 3). Hoeveel, wat de kleuren betreft,
verschillende blokjes kunnen we nu maken? Ook hier-
bij nemen we de holle kant van de stenen steeds onder.
Probeer het maar eens. Als je alle mogelijkheden geteld
hebt, kom je op 12. Het was te verwachten dat we met
andere spelregels ook een ander antwoord zouden krij-
gen. Toch heeft dit antwoord wel iets met onze 24 to-
rentjes te maken. In figuur 4 is een torentje afgebroken
om er een blokje van te maken. Het onderste steentje
komt rechts-onder, het tweede steentje links-onder enz.
Nu kun je van 24 torentjes op deze manier 24 blokjes
maken. Vergelijk nu figuur 5 met de voorgaande. Het
blokje dat hier is ontstaan is gelijk aan het voorgaande:
Draai het maar eens achterstevoren. We kunnen uit
telkens twee verschillende torentjes één blokje laten




ontstaan, zodat we maar half zoveel blokjes krijgen als
torentjes: 3+ X 4! = 12.

Je begrijpt dat de mogelijkheden van spelletjes beden-
ken nog niet zijn uitgeput. We kunnen ons bijvoorbeeld
verdiepen in bloktorentjes zoals in figuur 6, te bouwen
uit van elke kleur twee stenen. Het aantal is £ x 4! x 4!
We kunnen daarbij nog als eis stellen dat geen twee
stenen van dezelfde kleur in het bouwwerk met elkaar
in kontakt zijn. Het aantal mogelijkheden wordt dan
aanzienlijk minder, namelijk 2 < 4! < 4. Bedenk maar
eens waarom deze aantallen.

Tenslotte een wat ander probleem. Er zijn ook stenen
van de dubbele grootte verkrijgbaar in dezelfde vier
kleuren. Is het mogelijk om het bouwwerk van figuur 7
in grote en kleine stenen te maken zonder dat twee
stenen van dezelfde kleur met elkaar in kontakt komen?
Dezelfde vraag over figuur 8.

Denkertjes

1 Teken een willekeurige vierhoek 4 BCD. Verdeel de
zijde AB in 10 stukken. Trek de verbindingslijnstuk-
ken van elk van de 9 deelpunten met C en met D. In
hoeveel stukken wordt vierhoek ABCD door die
18 verbindingslijnstukken verdeeld en hoeveel daar-
van zijn vierhoekig van vorm?

Hoe worden de antwoorden op deze twee vragen
als ABin n stukken wordt verdeeld en weer elk deel-
punt met C en met D wordt verbonden?

2 In een aanval van gulheid verdeelt Jan de helft van
het bedrag, dat hij op zak heeft, onder zijn drie
vrienden Piet, Klaas en Henk; hij geeft elk van de
jongens hetzelfde bedrag. Daarna doet Piet hetzelf-
de, dan Klaas en tenslotte Henk ook. Het eind van
het liedje is dat tenslotte elk 81 cent bezit. Welke
bedragen hadden de vier jongens aan het begin van
dit rare spel?

Fig.6
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The Forth Road Bridge”

Op de binnenzijde van het omslag zie je een fraaie foto van een hangbrug, hij bevindt
zich in Schotland dicht bij Edinburgh. Een bijzonder mooi exemplaar van een dergelijke
brug heb je misschien ook wel eens op vakantiereis in Frankrijk gezien, over de Seine-
mond.

Zo’n brug wordt ontworpen door een team van ingenieurs. En reken er maar op, dat
zo’n ontwerp heel langzaam groeit van een ruwe schets tot een gedetailleerd arbeids-
plan. Er komt van alles bij kijken. Hoe dik moeten die kabels zijn, die zonder gevaar
het opgehangen wegdek moeten dragen? Hoeveel materiaal moet er verwerkt worden?
Hoeveel gaat alles kosten? Hoeveel tijd gaat de bouw vragen? En ga zo maar door.
Die ingenieurs hebben er niet genoeg aan te weten dat die metersdikke draagkabel in
een fraaie bocht hangt. Ze moeten precies weten welke bocht (bijvoorbeeld om te kun-
nen berekenen hoe lang die kabel moet zijn). Je ziet bij het bekijken van de foto dat die
‘bocht’ wel een op parabool lijkt. Maar een ingenieur moet dat niet zien, hij moet het
voorzien. En hij moet haarscherp weten hoe sterk de vorm van de draagkabel van een
parabool afwijkt.

We gaan nu de ingenieurs een beetje proberen te volgen
in hun gedachtengang, zonder al te technisch te worden.
Beschouw figuur 9 als een principeschets. De twee
dikke vertikale lijnen zijn de stevige torens, die aan hun
top de draagkabel steunen. Die draagkabel is aan
weerszijden in de grond verankerd en tussen de torens
hangt hij in een ruime bocht omlaag.

Fig.9

Aan de draagkabel zijn op regelmatige afstanden de
vertikale spankabels bevestigd, die veel dunner zijn.
Die zijn het tenslotte, die het horizontale wegdek dra-
gen. Dat wegdek is dus eigenlijk zwevend opgehangen.



Stel je nu voor, zegt de ingenieur, dat de draagkabel bij
het punt 4 afknapt. Welke kracht zou je dan bij 4 op
het linkerdeel van die draagkabel moeten uitoefenen
om dat deel op zijn plaats te houden. In figuur 10a is
die kracht S getekend en ontbonden in een vertikale
component ¥ en een horizontale component H. In fi-
guur 106 zie je de kracht S” met zijn componenten V'
en H', die je op het rechter deel zou moeten uitoefenen
om dat rechter deel op zijn plaats te houden.

Maar ook als de kabel niet afknapt bij 4 zijn die twee
krachten S en S’ aanwezig. Het zijn de spankrachten,
die elastisch van oorsprong zijn. De kracht S wordt dan
door het rechterdeel uitgeoefend op het linkerdeel. En
S" wordt door het linkerdeel op het rechterdeel uitge-
oefend.

Natuurlijk ken je het principe van ‘actie = reactie’. In
dit geval zegt dat, dat § = S” en dus ook V' = V"' en
H = H' (de grootten van de krachten zijn twee aan
twee gelijk, hun richtingen zijn tegengesteld).

De krachten S en S” werken langs de raaklijn in 4 aan
de draagkabelkromme.

Kennis van die spankrachten is voor de ingenieur heel
belangrijk. Pas als hij weet welke spankracht de kabel
moet kunnen verdragen kan hij berekenen hoe dik de
kabel uitgevoerd moet worden.

In elke doorsnede van de draagkabel zijn die span-
krachten aanwezig. Maar ze behoeven niet in elke
doorsnede even groot te zijn. Figuur 11 verschaft ons
daar nadere inlichtingen over. Er is daar een assenkruis
aangenomen, waarvan de y-as valt langs de symmetrie-
as van de draagkabelkromme en de x-as langs de raak-
lijn in het laagste punt van die kromme.

We denken ons het stuk draagkabel van de oorsprong
O tot A ‘losgemaakt’ en op zijn plaats gehouden door
de spankrachten in O en in B. Die in O is puur horizon-
taal omdat de raaklijn in O aan de draagkabelkromme
horizontaal is. Daar hebben we dus alleen te maken
met een H-component. We noemen die H(0). De com-
ponenten van de spankracht in 4 zijn H(a) en V(a) ge-
doopt, omdat de x-codrdinaat van het punt 4 hier a
genoemd wordt.

Op het stuk OA4 van de draagkabelkromme werkt be-
halve de spankrachten H(O), H(a) en V(a) ook nog een
vertikaal naar beneden gerichte kracht G. Deze stelt het

Fig.10a
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gewicht van het draagkabelstuk OA plus het gewicht
van het aan OA bevestigde en onder OA4 hangende deel
van het wegdek voor. Nu is het (voor de ingenieurs)

duidelijk dat het aandeel van het wegdek in G onverge-

lijkelijk veel groter is dan het aandeel van het draag-
kabelstuk OA. Zo veel groter dat je bij benadering wel
kunt zeggen dat G uitsluitend het gewicht van het weg-
dek voorstelt. Dat houdt in dat we G gelijk kunnen
stellen aan ca, waarin de constante ¢ voorstelt het ge-
wicht van één lengte-eenheid wegdek. Het beschouwde
stuk wegdek is immers a lengte-eenheden lang.

Alle krachten samen vormen evenwicht. Dat levert hier
twee belangrijke dingen op:

H(a) = H(0) en V(a) = ca.

Uit H(a) = H(0) lezen we af dat de horizontale span-
krachtcomponent bij verschillende a’s toch steeds de-
zelfde waarde H(0) heeft, dus een constante is. Uit
V(a) = ca blijkt echter dat de vertikale spankracht-
component recht evenredig met de x-codrdinaat van
zijn aangrijpingspunt is, dus een lineaire functie van die
x-coordinaat is.

Nu waren we bijna vergeten dat de spankracht S gericht
is volgens de raaklijn in 4 aan de draagkabelkromme.
Het wordt tijd om daar weer eens even aan te denken.
De richtingscoéfficiént van die raaklijn (zie figuur 12)
is gelijk aan

V(a) ¢ _ 4
H@) HO “—“¢

. c : oA
waarin d = H0) alweer een constante is. Die richtings-

coéfficiént van de raaklijn in A4 is dus alweer een andere
liniaire functie van de x-codrdinaat van a.

Voor iemand, die differentiaalrekening ‘gehad’ heeft,
en een ingenieur is zo iemand, is de zaak nu wel beke-
ken. Hij sluit zijn gedachtengang af met de volgende
redenering: de functie, waarvan de draagkabelkromme
de grafiek is, heeft een lineaire functie als afgeleide (als
richtingscoéfficiéntenfunctie) en moet dus zelf kwadra-
tisch zijn. Met andere woorden: de draagkabelkromme
lijkt niet alleen maar op een parabool, maar is een

)

Fig.12
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parabool. Dit alles natuurlijk onder de aannemelijke
veronderstelling dat het gewicht van de draagkabel en
van de spankabels te verwaarlozen is tegenover het
gewicht van de metersdikke betonnen wegdekcon-
structie.

Misschien heb je het vorenstaande verhaal niet in alle
finesses kunnen volgen. Maar je zult toch wel gemerkt
hebben dat fundamentele begrippen zoals functie, rich-
tingscoéfficiént, afgeleide, grafiek, codrdinaten in het
denken van de ingenieur ‘ingebouwd’ zitten. En dat is
niet alleen met de bruggenbouwer-ingenieur zo. Dat is
zo met iedereen, die wiskunde gebruikt en nodig heeft
in zijn werk, of hij nu bioloog of econoom of noem
maar wat op is.

Denkertjes

3 Teken zes punten in een vlak en doe dat zo dat
slechts drie viertallen uit die zes punten de hoekpun-
ten van een vierhoek zijn.

4 Sommige positieve, gehele getallen hebben de eigen-
schap dat ze geschreven kunnen worden als
x2 4 3 y?, waarin dan x en y ook weer positief en ge-
heel zijn. Bewijs: als twee getallen die eigenschap
hebben, dan heeft ook hun produkt die eigenschap.
Voorbeeld:
13=1F+3-2 B3=4#+3-3,

1343 =22243-5%

5 Tussen de plaatsen 4 en B is een druk busverkeer.
In beide richtingen vertrekken de bussen om de tien
minuten (onder andere op de ‘hele uren’). De reis
van A naar B duurt evenals die van B naar A4 precies
35 minuten. Elke chauffeur krijgt zowel in A als in
B een kwartier rust.

Hoeveel bussen zijn er nodig om deze dienstregeling
uit te voeren?
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Wiskundig probleem of puzzel?®

Een vraag die zich bij de bestudering van een bepaald onderdeel van de wiskunde
opdringt is: ‘Wat is het nut hiervan, wat kun je er mee doen’? Deze vraag moet je niet
stellen bij dat wat in het Engels genoemd wordt ‘recreational mathematics’ en in het
Duits ‘Unterhaltungsmathematik’. De problemen die in onze ‘vrijetijdswiskunde’
worden gesteld en vaak ook opgelost, hebben niet de bedoeling ‘nuttig’ te zijn. Soms
blijkt achteraf of na vele jaren plotseling een practische toepassing mogelijk te zijn,
voor de echte liefhebber is dit onbelangrijk; hij heeft er voldoende aan zijn tanden
stuk te bijten op het probleem. Zodra het opgelost is, heeft het afgedaan en wordt het
bijgezet in de annalen. Dit stadium heeft het hiernavolgende probleempje echter nog

niet bereikt.

In 1946 kwam in een Amerikaans tijdschrift de vraag
naar voren: In hoeveel kleinere kubussen kun je een
kubus verdelen? Anders gezegd:

Voor welke natuurlijke getallen k geldt, dat een kubus te
verdelen is in k kleinere kubussen?

We zullen zien dat vanaf zekere waarde van de k elk
volgend natuurlijk getal aan deze vraag voldoet. Waar
ligt deze zekere waarde van k?

Je ziet direct in dat een kubus verdeeld kan worden in
8 gelijke delen (figuur 13),

Neem je één van de acht deel-kubussen, dan kun je deze
opnieuw in achten verdelen. De oorspronkelijke kubus
is zodoende verdeeld in 15 deel-kubussen (figuur 14), die
niet alle even groot zijn.

Zo voortgaande zie je dat een verdeling in 22, 29, 36
enz. delen mogelijk is.

De getallen k& = 1, 8, 15, 22, 29, 36, . . . voldoen dus aan
de vraag.

In plaats van te beginnen met een verdeling in 8 gelijke
delen, kun je ook uitgaan van een verdeling in 27 gelijke
deelkubussen (figuur 15). Verdelen we één hiervan in
8 gelijke delen, dan ontstaan 34 deelkubussen. Zo kun-
nen we doorgaan. Van de 27 kunnen we echter ook 8
kubussen samen nemen (figuur 16), waardoor een ver-
deling in 20 kubussen ontstaat.

Zo zien we dat de rij getallen
k = 20, 27, 34, 41, 48, ... aan de vraag voldoet.

N\
N\

Fig.13




We rangschikken nu de natuurlijke getallen (zonder
nul) op de volgende manier:

I8 15 22 29 36 43 50 57 64 71 78
2 9 16 23 30 37 44 51 8 65 72 79
3 10 17 24 31 38 45 52 59 66 73 80
4 11 18 25 32 39 46 53 60 67 74 8l
5 12 19 26 33 40 47 54 61 68 75 82
6 13 20 27 34 41 48 55 62 69 76 83

7 14 21 28 35 42 49 56 63 70 77 84

De gecursiveerde getallen voldoen aan de vraag die we
hebben gesteld. Bovendien weten we: Zodra in een rij
een getal voorkomt dat aan de vraag voldoet, dan vol-
doen alle volgende getallen ook. We noemen dit de
Zevensprong.

We bekijken nogmaals figuur 16, de verdeling in 20 ge-
lijke kubussen. Hierin kun je de gekleurde kubus op-
nieuw in 20 delen verdelen, op dezelfde manier. Dan
heb je een verdeling in 39 delen gekregen. Zo ontstaat
de rij

k =1, 20, 39, 58, 77,96, 115, ...

Deze getallen zijn in de tabel in rood weergegeven.
We zijn inmiddels zo in de ban geraakt van de vraag-
stelling dat we gewoon vergeten of een verdeling in 100
gelijke delen nog wel technisch uitvoerbaar is, en zo ja,
wie hiervoor dan wel belangstelling zou kunnen hebben.
Door combinatie van de zevensprong en de negentien-
sprong zien we namelijk dat alle getallen in iedere rij na
de gekleurde in theorie aan de vraag beantwoorden.
Dit betekent dat na & = 108 alle natuurlijke getallen
voldoen en voor 108 ook nog een groot aantal.
Onbherroepelijk dringt zich nu de vraag op:

Kunnen we de grens k = 108 verder terugdringen?
Het antwoord hierop is bevestigend. Reeds in 1947
werd als bovengrens gevonden k = 54 en vorig jaar
slaagde dr.Christian Thiel van de universiteit van
Erlangen — Niirnberg er in tot £ = 47 te komen.
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Dit betekent dus dat voor elk natuurlijk getal k, groter
dan 47, een verdeling in k& deelkubussen mogelijk is.
Zonder het verhaal te lang te willen maken wijzen we

op figuur 17, waarin een verdeling in 64 — 27 + 1 =
38 kubussen zichtbaar is.

Fig. 19
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Dit betekent dat in de derde rij van het getallenschema
het rode getal van 115 teruggeschoven kan worden tot
38.

Een aanzienlijke verbetering!

Tenslotte in de figuren 18, 19 en 20 de gevallen k£ = 49,
k = 51 en k = 54, waardoor de grens komt te liggen
bij k = 47.

Wie verdeelt een kubus in 47 kleinere kubussen? (33 of
40 mag ook!)

Fig.20
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Perspectief, de afbeelding van de
ruimte op een viak™

Voor elke schilder, tekenaar en architekt is één hoofdstuk uit de meetkunde van grote
practische betekenis: de perspectiefleer. Dit is een theorie over de afbeelding van de
ruimte op een plat vlak.

Vanaf het eerste ogenblik, dat de mens tekende en schilderde, heeft hij de ruimtelijke
realiteit op een plat vlak afgebeeld. De dingen die de primitieve holenbewoner wilde
afbeelden waren nu eenmaal ruimtelijk: bisons, paarden, herten etc. en hij beeldde
ze af op een rotswand.

Maar de bijzondere wijze van afbeelden, die wij nu perpectivisch noemen, is pas in de
eerste helft van de 15-de eeuw ontstaan. We zien dan, dat Italiaanse en Franse schil-
ders van hun schilderij een duplicaat van de werkelijkheid willen maken. Bij het
bekijken van de afbeelding moeten wij precies hetzelfde beeld op ons netvlies krijgen
als bij het beschouwen van de afgebeelde realiteit.

Aanvankelijk deed men dat intuitief en maakte veel fouten, maar zodra men een Wis-
kundig model van deze afbeeldingswijze had opgesteld, bleek iedere architekt en
tekenaar de ruimte op dezelfde manier te zien.

Het wiskundige model kunnen we als volgt omschrijven
(figuur 21):

Het oog van de waarnemer bevindt zich in O. Op enige
afstand v66r hem denken we ons een vlak loodrecht op
het grondvlak: het tafereel. De ruimte achter het tafe-
reel wordt nu punt voor punt op het tafereel afgebeeld.
Hiertoe wordt een lijn getrokken van een punt P naar
het oog. Het snijpunt van deze lijn met het tafereel is
het beeldpunt P’ van P.

Dit principe is door Albrecht Diirer (1471-1528), die
zich bijzonder interesseerde voor de mathematische

Fig.21
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Fig.22

kant van zijn metier goed in beeld gebracht (figuur 22).
De schilder heeft een glazen scherm voor zich (het tafe-
reel) en tekent punt voor punt de zittende man achter
het scherm. Het uiteinde van een vertikaal staafje
fixeert de plaats van het oog van de schilder.

Het is voor een schilder natuurlijk ondoenlijk om
voortdurend op deze manier te werken. De opstelling
van Diirer werd dan ook alleen gebruikt voor het op-
lossen van moeilijke afbeeldingsproblemen. In de mees-
te gevallen behelpt de schilder zich met een aantal regels

die uit het mathematische model kunnen worden afge-
leid.

Wij zullen enige van deze regels aflieiden, voor zover
wij ze nodig hebben voor het volgende probleem:

We denken ons de ruimte gevuld met kubussen
ABCDEFGH. In figuur 23 is er maar één getekend,
maar je moet je voorstellen dat de hele ruimte ermee
gevuld is. De horizontale, vertikale en van ons aflopen-
de lijnen vormen dan een ruimtelijk rooster zoals de
lijnen op roosterpapier op het platte vlak een netwerk
vormen. We vragen ons nu af: hoe wordt dit rooster
volgens de regels der perspectiefleer op een plat vlak
afgebeeld.




In figuur 24 is / een lijn in het grondvlak die ligt in het
vlak door O en loodrecht op het tafereel 7. Het beeld
van A vinden we door OA te trekken. Het snijpunt van
AO met vlak T is het beeldpunt A’. Uit de figuur is
duidelijk dat het beeld van /; de loodlijn VU is: de snij-
lijn van het tafereel met het gearceerde vlak. Het punt V'
heet verdwijnpunt omdat we daar het oneindig verre
punt van / zien afgebeeld.

In figuur 25 zoeken we het beeld van /, die evenwijdig
loopt met /;. Daartoe tekenen we een vlak door O en /,
(gearceerd). Als beeld vinden we VR in het tafereel en
we besluiten hieruit, dat alle lijnen die evenwijdig zijn
aan /, op het tafereel afgebeeld worden als lijnen die
elkaar in het verdwijnpunt ¥ snijden.

De lijn op het tafereel, door V en evenwijdig aan het
grondvlak (figuur 21) noemen we horizon, omdat we
daar het beeld vinden van de oneindig verre lijn van het
grondvlak.

In figuur 26 is ; een lijn in het grondvlak die niet lood-
recht op het tafereel staat; /5 snijdt de loodlijn OO’ in
O'. De afbeelding in het tafereel vinden we weer door
de snijlijn te bepalen van het vlak door O en /; met het
tafereel. Dit blijkt de loodlijn V3K te zijn. In figuur 27
is /, evenwijdig aan /5. Het beeld van /, is de lijn V;L.
Alle lijnen evenwijdig aan /5 worden op het tafereel dus
afgebeeld als lijnen door V5.

De lijnen die met het tafereel hoeken van 45° maken
hebben een bijzondere betekenis (figuur 21).

De verdwijnpunten van al deze lijnen zijn D, en D,.
Ten eerste leggen ze de afstand van het tafereel tot O
(de distantie) vast. In figuur 21 kunnen we nl. aflezen,
dat OV = VD, = VD,. Als we de punten D, en D, op
een bestaand schilderij of op een foto kunnen bepalen*,
weten we ook op welke afstand we het oog moeten hou-
den om precies hetzelfde te zien als de schilder of de
fotograaf. Als we één oog dicht houden en met het
andere vanuit het juiste beschouwingspunt naar de
afbeelding kijken wordt de ruimtelijke indruk die wij
ondergaan dan ook bijzonder sterk.

Verder kunnen we met behulp van D; en D, de juiste
afstandschaal tekenen op lijnen die van ons aflopen.

* D, en D, liggen alleen maar binnen de lijst van een schilderij of
binnen de randen van de foto als de beeldhoek (horizontaal) gro-
ter is dan 90°, zie figuur 21.
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We bekijken daarvoor figuur 28, 29 en 30.

In figuur 28 is eerst de grondlijn en de horizon op het
tafereel getekend. PQ is de zijde van een vierkant in het
grondvlak. Op de horizon nemen we een verdwijnpunt
V aan en trekken VP en VQ.

Daarna trekken we SR evenwijdig aan PQ. We nemen
aan dat PQRS de afbeelding is van een vierkant in het
grondvlak. We kunnen nu D; op de horizon vinden,
want QS en PR maken hoeken van 45° met het tafereel.
We kunnen natuurlijk ook omgekeerd te werk gaan en
eerst D, en D, op de horizon aannemen en daaruit de
plaats van S en R vinden. We moeten dan wel zorgen
dat D,V = D,V.

De afbeelding van het vierkant SRTU (figuur 29) vin-
den we door SD, en RD, te trekken: dit zijn de diago-
nalen van dit vierkant omdat ze ook hoeken van 45°
met het tafereel maken.

In figuur 30 zijn op dezelfde manier nog enige vierkan-
ten in het tafereel getekend. Het belangrijkste deel van
ons probleem is hiermee al opgelost: we kunnen alle
punten in het tafereel tekenen waar het ruimtelijke
rooster het grondvlak snijdt. Het tekenen van het hele
rooster is wel een heel karwei, maar het is toch eenvou-
dig. We moeten daarvoor nog nagaan hoe de horizon-
tale en vertikale lijnen die evenwijdig aan het tafereel
lopen worden afgebeeld.

In figuur 31 is m een horizontale of een vertikale lijn
achter het tafereel en op deze lijn zijn een aantal gelijke
stukken afgepast. Lijnen vanuit O naar de punten 4 t/m
E snijden het tafereel in de punten G t/m N. Deze pun-

-

Fig.30

D, V horizon D,

Fig.29

Fig. 32 geeft een indruk van de
afbeelding van het ruimterooster
door de graficus M.C.Escher.
Hij heeft de afbeelding iets in-
teressanter en moeilijker gemaak
door het tafereel niet helemaal
evenwijdig aan de horizontale
en vertikale lijnen van het ruim-
terooster te plaatsen.
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ten liggen op de lijn » in het tafereel. Omdat m evenwij-
dig aan het tafereel loopt, is ook n evenwijdig aan m.
In driechoek OAE is n dus een lijn evenwijdig aan AFE,
zodat als AB = BC = etc., danis ook GK = KL = etc.
We besluiten hieruit dat de horizontale en vertikale lij-
nen in de ruimte als horizontale en vertikale lijnen op
het tafereel worden afgebeeld, en dat gelijke afstanden
op deze lijnen ook als gelijke afstanden worden afge-
beeld. We zouden nu het hele ruimterooster in figuur 30
kunnen tekenen. In figuur 30 zijn voor de duidelijkheid
alleen nog de afbeeldingen van twee vertikale en één
horizontale lijn ingetekend.

Wat ons probleem betreft: de perspectivische afbeel-
ding van een ruimterooster, dat is opgelost:

1. Horizontale en vertikale lijnen die evenwijdig lopen
met het tafereel, worden als horizontale en vertikale
lijnen afgebeeld. Gelijke afstanden op deze lijnen wor-
den ook als gelijke afstanden afgebeeld.

2. De evenwijdige lijnen die van ons aflopen en lood-
recht op het tafereel staan, worden afgebeeld als lijnen
die door één punt gaan: het verdwijnpunt.

Gelijke afstanden op deze lijnen worden niet als gelijke

Fig.31




afstanden afgebeeld. Naar de horizon toe worden gelij-
ke stukken in werkelijkheid, steeds kleiner op de af-
beelding.

We zullen in een volgend artikel zien, dat deze wijze
van afbeelden: de perspectivische, nauwelijks bevredi-
gend genoemd kan worden. We zullen dan ook zoeken
naar een andere wijze van afbeelden die meer overeen-
komt met onze ruimtewaarneming.

Denkertjes

6 De entierfunctie £ wordt als volgt gedefinieerd:
voor elke x betekent E(x) het grootste gehele getal,
dat x niet overtreft (zoek het woord ‘entier* maar
eens op in een Frans woordenboek).

Bepaal nu de oplossingsverzameling van
E(x) + E(x*) = E(x + x) = 100; x >0

7 Op een massieve bol is een willekeurig aantal cirkels
getekend. Daardoor is de oppervlakte van die bol in
een aantal gebieden verdeeld. Is het nu, ongeacht de
ligging en de grootte van die cirkels, altijd mogelijk
een beschildering van die bol te maken met de vol-
gende twee eigenschappen: (1) elk gebied is in zijn
geheel wit of in zijn geheel zwart, (2) twee gebieden,
waarvan de grenzen een cirkelboog gemeen hebben,
hebben verschillende kleuren?

8 Maak een figuur, bestaande uit een driehoek en een
binnen die driehoek gelegen vijfhoek. Bepaal bij
elk hoekpunt van de driechoek hoeveel hoekpunten
van de vijfhoek er van daar uit zichtbaar zijn (als P
een hoekpunt van de vijfhoek is en 4 een hoekpunt
van de driehoek, dan heet P zichtbaar vanuit A4
indien het lijnstuk AP geheel buiten de vijfhoek
ligt). Bereken de som van de drie verkregen aantal-
len. Stuur je figuur in als je de overtuiging hebt dat
die som maximaal is.
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Hyperkubus en tovervierkanten

door Hans Freudenthal
(overgenomen uit een lezing van de Canadese meetkundige H. S. M. Coxeter)

(Het valt voor een gewoon mens niet mee vat te krijgen op hogere dimensies. Dat is
ook geen wonder, want we zijn nu eenmaal uitgerust met de mogelijkheid om drie
dimensies (lengte, breedte en hoogte) waar te nemen en niet meer. Je kunt je voorstel-
len wat er gebeurt als je van een lijnstuk van lengte a, overgaat op een vierkant met
zijde a. Ook de overgang van dat vierkant op een kubus met ribbe a kun je je voor-
stellen. Hoe kom je van die kubus naar een ‘hyperkubus’? In het volgende wordt daar-
van een beschrijving gegeven, die gebaseerd is op het tellen van de aantallen hoek-
punten, ribben en zijvlakken. Je kunt proberen je er een voorstelling van te maken,
het zal je echter niet meevallen.

Aan het slot blijkt zich een verassende mogelijkheid voor te doen om van de hyper-
kubus over te gaan naar een tovervierkant, waardoor de indruk van ‘bovennatuurlijk-
heid’ nog wordt versterkt. (Redactie))

Kubus

Je kunt de hoekpunten, ribben en zijden van een kubus
als volgt tellen:

Er is een vloervierkant en een plafondvierkant met elk
vier hoekpunten, samen acht hoekpunten van de kubus.
De vloer en het plafond hebben elk vier ribben; hier
komen, aan de vier hoekpunten beantwoordende, vier
opstaande ribben bij, samen twaalf ribben. Wat zij-
vlakken aangaat, zijn er vloerplafond, en verder, aan
de vier ribben beantwoordende, vier opstaande zijvlak-
ken; samen zes.

Hyperkubus
We gaan nu op dezelfde wijze over van de kubus tot de
‘hyperkubus’ in vier dimensies.

De hyperkubus heeft als vloer en plafond een kubus.
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Hoekpunten: Vloer en plafond hebben er elk 8. Samen
16.

Ribben: Vloer en plafond hebben er elk 12; er zijn er
8 opstaande, beantwoordende aan de hoekpunten van
de kubus. Samen 32.

Zijvlakken: Vloer en plafond hebben er elk 6; er zijn er
12 opstaande, beantwoordende aan de 12 ribben van de
kubus. Samen 24.

Zijkubussen: Vloer en plafond leveren er elk 1; er zijn
er 6 opstaande, beantwoorden de aan de 6 zijvlakken
van de kubus. Samen 8.

Nummering van de hoekpunten van de kubus

Zet bij de hoekpunten van de kubus codrdinaten als in
figuur 33.

Je kunt dit ook als volgt beschrijven:

Begin in het hoekpunt 000. Als je naar rechts gaat, ver-
ander je de derde codrdinaat van O in 1, als je naar
boven gaat, doe je dit met de tweede codrdinaat; als je
(in het perspectiefbeeld) schuin naar rechts gaat, veran-
der je de eerste coordinaat van 0 in 1.

Drie cijfers zijn een beetje lastig te overzien. Vat het
driecijfer-getal nu op alsof het in ’t tweetallig stelsel is
te lezen, d.w.z.

000 — 0
001 —1
010 - 2
011 -3
100 — 4
101 — 5
110 - 6
111 = 7

Hiermee wordt de kubus opnieuw genummerd (figuur
34).

Een stap naar rechts is nu: tel 1 op;

een stap naar boven is nu: tel 2 op;

een stap schuin naar rechts is nu: tel 4 op.
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Nummering van de hoekpunten van de hyperkubus

We hebben nu 16 hoekpunten. We maken van de hy-
perkubus als volgt een tekening. Begin met een hoek-
punt, 0 genaamd.

Een stap naar rechts: tel 1 op;

een stap naar boven: tel 2 op;

een stap schuin naar rechts: tel 4 op;

een stap schuin naar links: tel 8 op.

Teken figuur 35, waarin dit uitgevoerd is, na. Kun je de
32 ribben zien? De 24 zijvlakvierkanten (8 verschijnen
als vierkanten en 16 als ruiten)? Zie je de 8 kubussen?

Een tovervierkant

We schrijven de nummers van de hoekpunten van de
vier ‘verticale’ vierkanten als volgt over:

o 1 3 2
4 5 7 6
12 13 15 14
8 9 11 10
14 15
12 - N 13
N\ 4
2 3
8 9 4 5
0 1

Fig.35




We veranderen nu de getallen om het andere van x in
15-x:

0 14 3 13
11 5 8 6
12 2 15 1
7 9 4 10

Dit is een tovervierkant. In elke rij en in elke kolom is
de som 30. Ook in de diagonalen is de som 30. Er zijn
nog meer sommen 30 in dit vierkant. Ga dit na. Je kunt
ze vinden, als je op de ruiten in figuur 35 let.

Denkertjes

9 Gegeven is een drichoek ABC en een binnen die
driehoek gelegen punt P. Gevraagd wordt een twee-
de drichoek X YZ te construeren, die aan de volgen-
de eisen voldoet:

(a) X ligt op BC, Y op CA, Z op AB,;

(b) BC maakt gelijke hoeken met YX en XZ, CA
maakt gelijke hoeken met ZY en XY, AB maakt
gelijke hoeken met XZ en YZ;

(c) P ligt op een zijde van drichoek XYZ.

De opgave kan ook zo gesteld worden: op een drie-

hoekig biljard 4BC ligt een bal P; hoe moet die bal

gestoten worden om na terugkaatsing tegen elk van
de drie banden BC, CA, AB weer op zijn oorspron-
kelijke plaats terug te komen?

10 Een schematische voorstelling van een kogellager
bestaat uit twee concentrische cirkels; in het ring-
vormige gebied daartussen ligt een krans van kleine
cirkeltjes, waarvan elk raakt aan zijn twee buren en
aan de twee grote concentrische cirkels.

De binnenste van de twee concentrische cirkels

heeft een middellijn van 3 cm (de as), de krans van

kleine cirkeltjes (de kogels) bestaat uit 20 stuks.

Becijfer de middellijn van de buitenste van de twee

concentrische cirkels (de bus). Wat kan je zeggen

omtrent de nauwkeurigheid van je antwoord?
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Beredeneerde oplossingen van de Denkertjes in dit nummer kunnen tot 31 oktober 1970
worden ingezonden naar het redactiesecretariaat, met vermelding van naam, adres, leeftijd,

school en leerjaar.
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