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Van de redactie 

Op de achterzijde van dit nummer kun je zien dat het aantal leden van de redactie met 
één verminderd is. 
De heer R. H. Plugge, die de afgelopen jaren een belangrijke bijdrage aan de inhoud 
heeft geleverd, heeft zich wegens drukke werkzaamheden op school teruggetrokken, 
zeer tot verdriet van zijn collega's. 
Afgezien van enkele trouwe leveranciers van artikelen, zoals Tr. H. Mulder, van wie je 
in dit nummer weer twee bijdragen aantreft, komt toch het grootste deel van de inhoud 
telken jare weer voor rekening van de redactie, wat natuurlijk niet altijd meevalt. 
Daarom: als je denkt een aardig idee te hebben voor een bijdrage, aarzel dan niet om 
dat al of niet uitgewerkt in te sturen. 
Dit blad is er niet alleen voor de liefhebbers van wiskunde en wat daar op lijkt, maar 
kan ook mee door genoemde liefhebbers worden gevuld! 

Reacties van lezers 

Het is voor de redactie altijd weer een genoegen om reacties op de inhoud van 
Pythagoras te ontvangen. Zo kregen we bijvoorbeeld een aantal reacties op het schaak-
verhaal in het eerste nummer. 
Ed de Moei uit Amsterdam stuurde zelfs een compleet computerprogramma in van 
alle mogelijke volgende zetten in elke stelling op het bord. De benodigde plaatsruimte 
om dit programma op te nemen is helaas wat erg groot, evenals trouwens de benodigde 
geheugenruimte in een computer. 
Hans Stavlea uit Leiden stuurde een door een Amerikaans student vervaardigd 
'driehoeksschaakbord'. Zie figuur 1. Naast 'wit' en 'zwart' wordt op dit bord ook nog 
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meegespeeld door bijvoorbeeld 'rood', wat de overzichtelijkheid van het spelverloop 
natuurlijk niet bevordert. Hij heeft ook uitgerekend hoeveel mogelijke stellingen er 
zijn als elk van de drie spelers twee zetten heeft gedaan en hij komt dan op pak weg 
193.000.000, maar je mag niet op een miljoen meer of minder kijken! 

Een heel andere reactie kregen we van A. van Setten uit Rotterdam, namelijk een 
volledig register over de eerste elf jaargangen van dit tijdschrift. De heer Van Setten 
houdt een kaartsysteem bij, waarop alle besproken onderwerpen worden gerubriceerd. 
Een geweldig werk! De redactie heeft zich afgevraagd of bij de lezers belangstelling 
aanwezig is voor dit register. We wachten reacties hieromtrent graag af Bij voldoende 
animo zou overwogen kunnen worden om tegen een kleine vergoeding exemplaren 
beschikbaar te stellen. 

Ook het 'meetsnoer rond de aarde' in het vorige nummer heeft de nodige reacties op-
geleverd, met name ook de vraag naar literatuur over dit onderwerp. Een aardig boek, 
waaraan het artikel ook gedeeltelijk was ontleend is Van sterren tot inlegzolen, van 
dr. Hans Freudenthal, maar deze uitgave is niet meer in de handel. Een ander, zij het 
Engelstalig, geschikt boek is The world of numbers, van Herbert McKay. 

Tenslotte moeten we een fout herstellen, en wel Denkertje 14 in het tweede nummer 
van deze jaargang. Tot onze spijt zijn hier enkele wortelexponenten weggevallen. Het 
leek ons het aardigst om de verbeterde versie opnieuw als Denkertje op te nemen en 
wel als nummer 31 in deze aflevering. 

De lootprijs voor de Denkertjes in nummer 1 is gewonnen door Rob Ramsteijn, 
Rotterdam. 

Denkertjes 
31 Verbetering van Denkertje 14 uit nummer 2 

Let op de structuur van deze wortelvorm. 
Die structuur is ook te vinden in: 

^2} = 2 ^ f 
^'2J, = 2^/J^ 
Probeer de algemene formule te vinden voor deze 
structuur. 

32 Figuur a toont een karrespoorpuzzel met twaalf 
sporen. 
Gevraagd worden alle oplossingen. Zie ook blz. 77 

33 Welke andere oplossing is er voor het kool en geit Ibld è'g h ' 
probleem van bladzijde 82? 
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Karrespoor-puzzel 
Ir. H. M. Mulder 

Ergens was een weg pas geasfalteerd. Een kar was er een aantal keren overheen ge-
reden, waarbij de ijzeren wielvelgen in de nog zachte asfaltlaag hun sporen hadden 
achtergelaten. Zodoende zag je een tiental evenwijdige lijnen met ogenschijnlijk vrij 
willekeurige onderlinge afstanden, die toch twee aan twee bij elkaar hoorden. 
De vraag drong zich op: 

- welke sporen horen twee aan twee bij elkaar? 

- is het mogelijk uit dit patroon te bepalen de breedte van het karrespoor (afstand van 
linkerwiel tot rechterwiel)? 

- hoe vaak is de kar minimaal gepasseerd? 

We gaan dit probleem algemener stellen en dan een oplossing zoeken. 

Fig. 2. Modderplas. M. C. Escher. Houtsnede in 3 kleuren, 1952. 
Esther Slichling - Haags Ceineeiileiiiuseuiii 



De zaak is het snelst te verkennen met enkele voor-
beelden. 

1 De tekening geeft een patroon van 6 evenwijdige o 
lijnen die dus volgens een karrespoorschema twee 
aan twee bij elkaar horen. 
We geven de strepen aan met a, h, c, d, e, f. 
Het zal je niet moeilijk vallen te ontdekken dat de 
paren zijn: (a, d), {b, e) en (c,f). De breedte van het 
karrespoor is zodoende de afstand a-d of h-e of c-f. ^^ 
Voor het gemak is in de tekening langs het karre-
spoor een fictieve meetlat gelegd, zodat we ook de 
breedte van het karrespoor nu met een getal kunnen 
aangeven. In dit geval is dus af te lezen dat de spoor-
breedte 5 is. 

2 Probeer in de nu volgende tekening het antwoord op o 
de vragen: 'welke paren en hoe groot is de spoor-
breedte' eerst, zonder verder te lezen, zelf te vinden. 
Na enig puzzelen zul je wel ontdekken: 
4 paren en wel {a, e), {b,f), {c, g) en {d, h), zodat de 
spoorbreedte 10 is. 

Fig 

Welk systeem zit hier achter? Is er meer in het alge-
meen iets over te zeggen? 
Je zou aldus kunnen redeneren: in het laatste geval 
zijn er 8 lijnen, dus 4 paren. Elke lijn behoort tot één 
paar. 
Accoord, maar het is toch ook mogelijk dat het 
aantal strepen oneven is; in dat geval is de kar toeval-
lig met één wiel tweemaal door hetzelfde spoor ge-
reden of wel twee lijnen vallen dan samen. 

3 Tn dit voorbeeld zijn er 5 strepen (aantal oneven). 
Eén spoor is dus dubbel, maar welk? Probeer eerst 
zelf weer de oplossing te vinden. Fig 
Vind je dan ook: de 3 paren zijn {a, b), (b, d) en {c, e) 
spoorbreedte is 3, spoor h is dubbel. 
Tenslotte is het nog mogelijk dat meer antwoorden 
mogelijk zijn. 

4 In voorbeeld 4 zijn de antwoorden: 
paren {a, h) en (c, d) spoorbreedte /, maar ook paren 
{a, b), {b, c) en (c, d) spoorbreedte I {dus h en c dub-
bel) tenslotte paren (a, c) en {b, d) spoorbreedte 2 
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We zoeken nu naar een meer algemene aanpak van 
het probleem en gaan daarbij uit van een gecompli-
ceerder voorbeeld. 

We noteren systematisch de afstand van elke lijn tot 
elke andere lijn, aldus: Pig 7 

I I r I I 1 

bc d e f g h 

aa 0 ba 2 ca 4 da 7 ea 9 ƒ« 11 ^« 14 ha 16 
ab 2 bb 0 eb 2 db 5 eb 7 fh 9 gh 12 hb 14 
ac 4 bc 2 cc 0 de 3 ec 5 fc 7 ge 10 hc 12 
ad 1 bd 5 cd 3 dd 0 ed 2 fd 4 gd 7 hd 9 
ae 9 be 7 ce 5 de 2 ee 0 fe 2 ge 5 he 7 
af 11 hf 9 Cf 7 df 4 ef 2 ff 0 gf 3 hf 5 
ag 14 hg 12 eg 10 dg 7 eg 5 fg 3 gg 0 h^ 2 
ah 16 bh 14 ch 12 dh 9 eh 7 fh 5 gh 2 0 

hh 0 
Overzichtelijker 1 <unnen we ditzelfde aldus noteren: 

a b c d e ƒ g h 
a 0 2 4 1 9 11 14 16 
b 2 0 2 5 1 9 12 14 
c 4 2 0 3 5 7 10 12 
d 7 5 3 0 2 4 7 9 
e 9 7 5 2 0 2 5 7 
f 11 9 7 4 2 0 3 5 
g 14 12 10 7 5 3 0 2 
h 16 14 12 9 7 5 2 0 

Uit dit schema blijkt dat een spoorbreedte 7 een oplossing kan zijn, omdat elke lijn 
minstens eenmaal een afstand 7 tot een andere lijn heeft. Voor de lijnen ^ en e geldt 
dit zelfs tweemaal. Het recept luidt dus: zoek in elk van de kolommen van de afstands-
tabel naar eenzelfde getal. Het eerst wordt zodoende de spoorbreedte gevonden, 
daarna kunnen de andere vragen opgelost worden. 
Hier volgen de antwoorden: 

oplossing 1: 
de spoorbreedte is 7 
de paren zijn: (a, d), {b, e), (c, f), (d, g) en (e, h) 
de sporen dene zijn minstens eenmaal dubbel getrokken, de kar is minstens 5 keer 
gepasseerd (te vinden als de helft van het aantal lijnen plus het aantal dubbele lijnen) 
Tevens is mogelijk oplossing 2: 
de spoorbreedte is 2 
de paren zijn: (a, b), (h, c), (d, e), {e,f), (g, h) 
spoor b ene zijn dubbel, de kar is minstens 5 keer gepasseerd 
oplossing 3: 
de spoorbreedte is 0; gezien het stabiliteitsprobleem van wagens kunnen we deze op-
lossing alleen wiskundig waarderen. Deze oplossing is altijd aanwezig. 
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De prent die Escher nooit maakte. 

Fig. 8. Toverspiegel. M. C. Escher. Litho, 1956. 
Escher Stichting - Haags Gemeentemuseum 

Er gaat een grote bekoring van uit, als men twee werelden 'gelijkplaatselijk' ziet be-
staan. Dat kan immers niet, waar het ene lichaam is, kan het andere niet zijn. We 
moeten er dan ook een nieuw woord voor verzinnen: gelijkplaatselijk, of het om-
schrijven met: tegelijkertijd dezelfde plaats innemend. Alleen de tekenaar kan ons die 
illusie geven, en ons zo een sensatie van de eerste orde bezorgen. 
Vanaf 1934 maakte Escher prenten waarin hij bewust zoekt naar de sensatie van de 
gelijkplaatselijkheid. Hij weet twee, soms drie werelden zo logisch en natuurlijk in één 
prent te verenigen, dat de beschouwer voelt: ja, zo kan het, zó kan ik in gedachten 
twee of drie werelden tegelijk omvatten. 
Een belangrijk hulpmiddel vindt Escher in spiegelingen. 
Als voorbeeld hiervan reproduceren we de litho Toverspiegel uit 1946. (Figuur 8) 
Het spiegelbeeld is hier niet zonder meer aanwezig, maar er wordt gesuggereerd dat de 
spiegelbeelden tot leven komen en hun bestaan voortzetten in de andere wereld. Het 
doet denken aan de spiegelwereld uit Alice in Wonderland (door Escher hogelijk be-
wonderd). 
Aan de kant van de spiegel die het dichtste bij de beschouwer is, zien we onder de 
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Fig. 9. 'Riemaiw Ruimtes', 1963. Tekening van Prof. Dr. J. A. Sparenberg 

79 



schuine balk een vleugeltje ontstaan en zijn spiegelbeeld. Naarmate we verder gaan 
langs de spiegel, groeit er een volledige gevleugelde hond uit. Maar dat niet alleen, ook 
het spiegelbeeld groeit en als de echte hond de spiegel verlaat, gaat het spiegelbeeld de 
andere kant op. Bij de rand gekomen blijkt dit spiegelbeeld overgegaan te zijn in de 
werkelijkheid. Beide stromen diertjes verdubbelen zich al voortgaande twee keer en 
vormen dan tezamen een regelmatige vlakvulling waarbij witte honden nog eens over-
gaan in zwarte en omgekeerd. 
Het is een bijzonder ingewikkeld verhaal: werkelijkheid en spiegelbeeld worden uit de 
spiegel geboren. Het spiegelbeeld wordt achter de spiegel werkelijkheid. Hoe vreemd 
dit is, wordt aangeduid met de twee echte bollen voor en achter de spiegel, waarvan de 
eerste nog gedeeltelijk in de spiegel te zien is. 
Beide werkelijkheden vermenigvuldigen zich en metamorfoseren tot ondergrond. 
De gelijkplaatselijkheid was ook het thema van een prent die Escher zoveel hoofd-
brekens kostte, dat hij hem nooit gemaakt heeft. 
Er zijn meerdere prenten waarvoor Escher wel voorschetsen getekend heeft en die 
nooit als prent voltooid werden. Maar van geen enkele prent speet hem dit zo zeer als 
van die ik nu ga beschrijven. 
Ken je het sprookje van de toverpoort? In een volkomen normaal landschap: weiden, 
boomgroepen, lage heuveltjes . . . . staat een sierlijke poort. Een volkomen zinloze 
poort want zij geeft toegang tot niets, je kunt er gewoon omheenlopen. 
Zodra de poort opengaat, zien we dat ze toegang geeft tot een verrukkelijk, zon-
overgoten landschap, met vreemdsoortige plantengroei, gouden bergen en rivieren van 
vloeibaar diamant  
Dit sprookje is in verschillende variaties en in verschillende landen bekend. 
Sedert 1963 is Escher met dit thema bezig geweest. Aanleiding daartoe was een bezoek 
van Prof Sparenberg, die hem iets vertelde van Riemann-ruimten en hem een schets 
liet zien (figuur 9.) Twee weken later schrijft Escher een brief aan Prof. Sparenberg, 
waarin hij op de schets terugkomt en een ander voorstel doet. 
Omdat de inhoud van deze brief zowel de werkwijze als de gedachtengang van Escher 
goed illustreert, volgen hier de belangrijkste passages: 

'18-VI~1963 Het idee is zó boeiend, dat ik hoop , toch eens de nodige 
rust en concentratie te zullen vinden, om Uw opzet uit te werken in een grafische prent. 
Mag ik, om te beginnen, even proberen onder woorden te brengen, wat de mathe-
matische leek die ik ben, in Uw schets ziet . . . . (figuur 10.) 

Fig. 10 Fig. 11 

O 
V V 
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Gemakshalve noem ik Uw twee 'ruimtes': H ( = heden) en F ( = verleden). Pas bij 
nadere beschouwing van Uw tekening werd de 'clou' mij duidelijk, n.l., dat H niet 
alleen kan worden opgevat als een 'gat' in V, maar evenzeer als een schijf, die een deel 
van V bedekt. H is dus zowel vóór als achter V; m.a.w.: zij liggen als projecties van 
ruimtelijkheden, beide in hetzelfde vlak van tekening. 
Nu is er in Uw wijze van voorstelling iets dat mij niet geheel bevredigt, en wel, dat er 
aan Keen veel grotere plaatsruimte wordt toegekend dan aan H. Is het verleden zoveel 
'belangrijker' dan het heden? Als 'momenten', zoals zij hier worden afgebeeld, komt 
het mij voor dat het logischer, en ook compositorisch mooier zou zijn, als zij allebei 
een even grote plaatsruimte zouden innemen. 
Om zulk een equivalentie te bewerkstelligen, onderwerp ik het hiernaast geschetste 
schema aan Uw oordeel (figuur 11). Het kan best zijn, dat ik daarmee Riemann geweld 
aandoe en de zuiverheid van de mathematische gedachte verkracht  
Het voordeel van mijn indeling boven de Uwe, lijkt mij ook dit: in het centrum liggen 
twee uitstulpingen naast elkaar; links is V omringd door H en rechts is H omringd 
door V. 
Als ik mij de stroom van de tijd voorstel, dan beweegt die zich van het verleden via het 
heden, naar de toekomst. Er is dus (de toekomst, die wij niet kennen en dus ook niet in 
beeld kunnen brengen, buiten beschouwing latende) een stroom van V naar H. Slechts 
de historicus en de archeoloog bewegen zich in gedachten soms andersom; misschien 
vind ik een mogelijkheid om ook die in beeld te brengen. 
Maar de logische stroom van V naar H zou bv. verbeeld kunnen worden door een 
perspectivische, naar de horizon zich verkleinende reeks van vliegende, praehisto-
rische vogelachtige gediertes, die hun gedaante behouden (in hun domein V), tot zij de 
grens met H bereiken; zodra zij die grens overschreden hebben, veranderen zij (bv) in 
straalvliegtuigen, die in het domein H thuishoren. 
Het voordeel is dan ook, dat er twee stromen kunnen worden afgebeeld: links van de 
horizon in de centrale K-uitstulping uitgaande, zich vergrotende in de richting van de 
rand, die daar H is; rechts van de F-rand zich voortspoedende en kleiner wordende, 
naar de horizon der //-uitstulping. 
Hoe suggestief de telegraafdraden op Uw tekening ook zijn, zij bevredigen mij niet, 
want in een archaïsche, praehistorische wereld was er nog geen telegraaf! Ook sugge-
reren zulke draden geen eenrichtingsverkeer  
U ziet wel hoe het hele probleem mij pakt! Door erover te schrijven, hoop ik tevens, 
dat mijn gedachten tot grotere klaarheid komen en dat ik er mijn 'inspiratie' (om dat 
dikke woord maar weer eens te gebruiken) mee 'stimuleer . . . . ' 

Dit probleem is bij Escher blijven steken, als het probleem van de toverpoort, die hij 
niet alleen wilde tekenen, maar die hij zodanig gestalte wilde geven, dat het een 
dwingend bewijsstuk zou lijken voor de waarheid, de werkelijkheid van het afgebeelde. 
Het is jammer, dat hij deze tour-de-force niet meer heeft kunnen volbrengen. De ge-
dachte eraan bezorgde hem al hoofdpijn. 

Toch is Escher misschien de enige, die dit voor ons had kunnen uitbeelden met de 
middelen, die hij in zijn andere prenten zo meesterlijk hanteerde: spiegeling, per-
pectief, vlakverdeling, metamorfose en oneindigheidsbenadering. 
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Een oud raadsel" 

Een boer moet een grote kool, een geit en een wolf over een rivier brengen. Hij beschikt 
over een bootje, dal naast de boer als roeier, öf alleen de kool, of alleen de geit, óf alleen 
de wolf toelaat. De geil mag niet met de kool alleen blijven, de wolf laat de geil niet met 
rust, als toezicht ontbreekt. Hoe lost de boer het probleem op? 

Sommige mensen slagen er gauw in de oplossing te vinden. Anderen piekeren er lang 
over. Hier zullen we de transportvolgorde bepalen met behulp van deelverzamelingen. 
Het gezelschap vormt de verzameling {b, k. g, w) In totaal zijn er 2" = 16 deelver-
zamelingen. In de tabel zijn ze zo gecombineerd, dat een verzameling in de eerste 
kolom, naast zich de complementaire deelverzameling in de tweede kolom heeft. 

deelverzameling 
{b, k, g, w) 
[k, g, M'} 

complement 
0 

[k] 
{g} 
{w} 

{b,g} 

{b, g, w) 
{b, k, w} 
{b, k, g} 
{g. "'} 
{k, w} 
[k, 8} 

Enkele deelverzamelingen vervallen, omdat k, g en ir elkaar niet verdragen. In de 
figuur zijn aan beide zijden van de rivier alle toegelaten deelverzamelingen getekend. 
Elke deelverzameling heeft recht tegenover zich de complementaire. Op een bepaald 
moment zijn beide verzamelingen dus aanwezig op de oevers. Het begin is natuurlijk 
bij {b, k, g, w} De volgorde is aangegeven door middel van nummering. 
Er is nog een transportvolgorde mogelijk, die gedeeltelijk verschilt van de eerste. Zie 
ook Denkertje 33. 

Fig. 12 

{bk.g.w} {bg.w} \b.k.w) {b.k,g\- {k.v?^ {b.g} {k\ {g} {w> 

0 

0 

{*} {9} V } {bg} {k.vj} {b.g.w} {ti.kwy {bk,g} {bk.g,w\ 
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De bol van Montreal" 
Ir. H. M. Mulder 

In Montreal (Canada) hebben de Amerikanen aan de St. Lawrence river een reus-
achtig bouwwerk gezet, 61 m hoog, in de vorm van een meer dan halfbolvormige 
koepel, helemaal opgebouwd uit driehoeken. Het gebouw is opgericht als expositie-
ruimte. 
Het bestaat uit een vakwerksysteem van staven. De driehoeken zijn afgedicht met 
doorzichtige plastic kappen. 
Motoren in de knooppunten reageren automatisch op het zonlicht en zetten dan een 
zonweringssysteem in beweging; tegelijkertijd regelen zij de ventilatie. De bouw-
meester is Buckminster Fuller, een beroemde Amerikaanse architekt. 
Hoe zit dit futuristische veelvlak in elkaar? Hoe zou de werktekening eruit zien? Zijn 
alle staven even lang? Uit hoeveel identieke secties is de 'bol' opgebouwd? 

Als we in dit artikel spreken over een 'bol van drie-
hoeken' bedoelen we: een veelvlak waarvan alle zij-
vlakken driehoeken zijn en door alle hoekpunten een 
bol gaat. 
De vraag dringt zich op of de bol van Montreal een 
regelmatig veelvlak is. 

Regelmatige veelvlakken 

Een regelmatig veelvlak is een lichaam dat door con-
gruente regelmatige veelhoeken wordt begrensd, zo, dat 
er in elk hoekpunt evenveel samenkomen. Een regel-
matig veelvlak heeft een omgeschreven bol, dat wil 
zeggen: er gaat een bol door de hoekpunten. 
Het meest bekende voorbeeld van een regelmatig veel-
vlak is de kubus, of wel het regelmatig ze^vlak. De 
congruente zijvlakken zijn in dit geval vierkanten, waar-
van er in elk hoekpunt drie samenkomen. 
Het regelmatige veelvlak waarbij in elk hoekpunt drie 
gelijkzijdige driehoeken samenkomen heet het regel-
matige v/ervlak, ook wel regelmatige driezijdige pira-
mide. Het is merkwaardig dat er maar vijf regelmatige 
veelvlakken zijn. Behalve de twee al genoemde zijn er 
het regelmatige achtvlak, het regelmatige twaalfwlak en 
het regelmatige twintigw\ak. 
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Fig. 13c Fig. 13d Fig. 13e 

Deze regelmatige lichamen waren in de Griekse oud-
heid al bekend en worden ook nu nog wel aangeduid 
met de uit het Grieks stammende namen tetraëder, 
hexaëder, octaëder, dodecaëder en icosaëder. 
Waarom zijn er niet meer dan deze vijf regelmatige 
veelvlakken? Je kunt dit gemakkelijk begrijpen als je 
bedenkt dat het aantal graden van de hoeken van de 
zijvlakken in een hoekpunt van het veelvlak samen 
onder de 360 moet blijven. 
Er kunnen in een hoekpunt dus 
drie gelijkzijdige driehoeken (3 x 60° = 180°; 

viervlak) 
vier gelijkzijdige driehoeken (4 x 60° = 240° 

achtvlak) 
vijf gelijkzijdige driehoeken (5 x 60° = 300°; 

twintigvlak) 
drie vierkanten 

drie regelmatige vijfhoeken 

(3 x 90° = 
zesvlak) 
(3 X 108° = 
twaalfvlak) 

270° 

324° 

Fig. 14 

samenkomen en niet meer. (Als je bijvoorbeeld zes 
regelmatige driehoeken (of vier vierkanten) in een punt 
bij elkaar laat komen, dan zie je dat ze precies in een ^^' 
plat vlak liggen. Je kunt er onmogelijk een 'bolvormig' 
lichaam van maken.) 

Bij de bol van Montreal zien we in bijna elk hoekpunt 
zes driehoeken bij elkaar komen, hier kan dus onmoge-
lijk sprake zijn van een regelmatig veelvlak. Hoewel het 
er op de foto's bedrieglijk veel op lijkt, kunnen we dus 
zonder meer zeggen: De driehoeken, waaruit de hol van 
Montreal is opgebouwd zijn geen gelijkzijdige driehoeken. 
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Variaties op het 20-vlak . 

We zouden uit regelmatige veelvlakken variaties kun-
nen maken die er nog 'vrij regelmatig' uitzien. In figuur 
16 vind je enkele voorbeelden. 
Het eerste is een variatie op de kubus; een veelvlak 
opgebouwd uit 6 regelmatige achthoeken en 8 regel-
matige driehoeken. Bij het tweede geval zijn de middens 
van de ribben van de kubus verbonden (driehoeken en 
vierhoeken). Bij het derde lichaam zijn de ribben van 
het regelmatige viervlak telkens in 3 gelijke delen ver-
deeld; zo ontstaan driehoeken en zeshoeken. In het 
laatste voorbeeld is deze zelfde verdeling bij het acht-
vlak toegepast (vierhoeken en zeshoeken). 

We zouden dit gemengd regelmatige veelvlakken kun-
nen noemen. Je ziet gemakkelijk in dat door alle hoek-
punten nog steeds een bol gaat. 

Maak zelf eens nieuwe variaties op de bekende 5 regel-
matige veelvlakken. 
Kun je er ook ontwerpen met drie typen regelmatige 
veelhoeken? Zorg dat er steeds een bol door de hoek-
punten gaat! 
Het zou wel eens kunnen zijn dat de bol van Montreal 
ook een variatie is. 
En omdat er zoveel zijvlakken zijn, lijkt het twintigvlak 
het beste uitgangspunt. 
In figuur 17 staat nog eens het twintigvlak. We nemen 
nu de middens van alle ribben. Door in elke driehoek 
deze middens twee aan twee te verbinden ontstaat een 
gemengd regelmatig veelvlak opgebouwd uit 20 drie-
hoeken en 12 vijflioeken (32-vlak). Alle ribben zijn nog 
even lang (60 stuks). 

Fig. 16 

Fig. 17 
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In figuur 18 is het volledige lichaam te zien. 
De oorspronkelijke hoekpunten van het twintigvlak 
zijn nog even aangegeven. 
Het is niet moeilijk in te zien dat door alle hoekpunten 
nog een bol gaat. 

Het klimrek van Miami 

In Miami trof ik in een speeltuin een klimrek gebouwd 
uit 60 ijzeren staven (figuur 19). 
Bij opmeten van de staven bleken er slechts twee ver-
schillende lengten voor te komen en wel 30 inch en 
27 inch; dus met verhouding 10 : 9. 
De driehoeken leken zodoende vrijwel gelijkzijdig. 
Deze constructie bleek na enig onderzoek een variant 
op het lichaam bestaande uit driehoeken en vijfhoeken 
uit figuur 18. 
Als je op alle vijfhoeken op de eerder beschreven wijze 
van een regelmatige vijfzijdige piramide voorziet (met 
geringe hoogte), de ribben laat staan en de vlakken zelf 
weglaat, ontstaat dit klimrek. 
Als je goed kijkt, lijkt het lichaam te zijn opgebouwd 
uit vijfzijdige en zeszijdige piramiden die elkaar dit keer 
overlappen. 
Dat het slechts met twee typen stangen kan worden 
gerealiseerd, is fascinerend. 
De vijfhoeken zijn regelmatig; de ribben daarvan, zijn 
de lange stangen. 

" ^ 
Fig. 18 

Fig. 19 
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Je kunt gemakkelijk inzien dat deze 'halve bol' is opge-
bouwd uit 20 gelijkzijdige en 60 gelijkbenige drie-
hoeken. 
Als je in een stereometrisch netwerk de lengtever-
houding van de beide typen staven bepaalt, blijkt in-
derdaad de verhouding 10 : 9 de juiste te zijn! 

De stelling van Euler°° 

De vraag of de bol van Montreal een regelmatig veel-
vlak is hebben we hiervoor al ontkennend kunnen 
beantwoorden en wel met een eenvoudige wiskundige 
beredenering: Er zijn maar vijf regelmatige lichamen; 
het regelmatige twintigvlak is hiervan het grootste. 
Door een beroemde stelling over veelvlakken toe te 
passen op de bol van Montreal zullen we nog een ver-
rassende eigenschap ontsluieren. 
Op de foto zie je een geweldig aantal driehoeken die 
zich telkens in groepen van zes aaneenvoegen tot zes-
hoeken. In elk hoekpunt schijnen dus 6 ribben bij el-
kaar te komen. Inderdaad: schijnen, want de stelling 
van Euler voor veelvlakken zegt ons dat dit niet waar 
kan zijn! Er moeten hoekpunten zijn waarin niet meer 
dan vijf driehoeken samenkomen. 
We noemen het aantal zijvlakken van een veelvlak z, 
het aantal hoekpunten /; en het aantal ribben r. De 
stelling van Euler luidt nu: 

z -\- h = r -\- 2 



We bewijzen de stelling niet, maar controleren hem 
voor een aantal lichamen: 

kubus 6 8 12 6 + 8 = 12 + 2 
viervlak 4 4 6 4 + 4 = 612 
achtvlak 8 6 12 8 + 6 = 12 + 2 
twintigvlak 20 12 30 20 + 12 = 30 + 2 
figuur . . . 32 30 60 32 + 30 = 60 + 2 

(De stelling van Euler geldt voor alle convexe veel
vlakken; dat wil zeggen dat er in het lichaam geen 'gat' 
mag zitten, zoals in de figuur hiernaast.) 

We kunnen uit de stelling afleiden dat het niet mogelijk 
is een lichaam te construeren, waarvan de zijvlakken 
driehoeken zijn en waarbij in elk hoekpunt zes ribben 
bij elkaar komen. Bewijs: Neem een lichaam met n 
hoekpunten. Stel er komen in elk hoekpunt zes ribben 
samen. 
Dan zijn er dus 6n : 2 = 3n ribben. 
Elk zijvlak wordt begrensd door drie ribben en elke 
ribbe hoort tot twee zijvlakken. Er zijn dus 
(3« : 3) X 2 = 2« zijvlakken. 
Volgens z + /? = /■ + 2 moet nu gelden 
2« + « = 3« + 2. 
Dit is niet mogelijk. 

Wel mogelijk is een veelvlak begrensd door driehoeken, 
waarbij in een aantal («) hoekpunten zes ribben bij 
elkaar komen en in een aantal (k) hoekpunten vijf 
ribben. 
Ook dan blijkt de stelling van Euler nog voor een ver
rassing te zorgen: 

4̂  

h = n + k r = = ̂ (6rt + 5A:) = 3« L -2\k 
z = 1(3/7+ 2tfc) = 2n + }k 
z + h = r + 2 ^ 2n + -lk + n + k = = 3/7 

^k = U + 2 
I6k= \5k+ 12 
A: = 12 

Het aantal hoekpunten waarin vijf ribben samenkomen 
is dus 12, ongeacht het aantal waarin zes ribben samen
komen! Een zeer merkwaardige uitkomst. 
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Tegelijk een belangrijke vingerwijzing naar het geheim 
van de bol van Montreal. 

Ons eerste werk nu is op de foto van de bol te zoeken 
naar centra van vijf-hoeken. 
Om je te helpen is in figuur 22 een deel van de bol over-
getekend. 

Fig. 22 

Er zijn op de foto na ijverig speuren twee plaatsen te 
vinden waar in één punt 5 ribben bij elkaar komen en 
wel de punten F en G. Kijk maar eens goed. Dit zijn 
juist de punten waar knikken voorkomen in de overi-
gens vloeiende lijnenbundels. Maar er moeten in totaal 
12 van deze punten zijn! Waar zijn de andere 10? 
De uit fen G wegvloeiende gebogen lijnen wijzen je de 
weg. Vooreerst het punt in het zenith van de bol, dus op 
de top; dan diametraal aan de onderzijde van de bol en 
dus niet aanwezig. Verder nog 3 punten op gelijke 
hoogte gelegen als Fen G aan de achterzijde en zodoen-
de onzichtbaar. Tenslotte nog 5 punten precies op de 
grondcirkel, waarvan B er één is. 
Omdat de vijfhoeken de regelmaat in het lijnenpatroon 
verstoren is de bol juist afgekapt ter hoogte van B. Het 
stuk van de bol dat weggelaten is, is dus even groot als 
het deel boven FG. 
De punten F, G en B zijn hoekpunten van het oor-
spronkelijke 20-vlak, waaruit de koepel ontstaan is. 
Van de 20 driehoeken zijn er slechts 15 overgebleven, 
waarvan BGF er één is. 



Als we letten op de oppervlakte is de koepel dus -4; bol. 
De originele ribbe FG van het 20-vlak is vanuit het 
middelpunt M geprojecteerd op de omgeschreven bol 
van het 20-vlak. Zodoende ontstaat boog FG. 
Deze boog is in 16 gelijke delen verdeeld. Dit proces is 
herhaald voor de andere ribben. De koepel is dus opge-
bouwd uit 15 identieke secties van het type BGF. De 
verbindingslijnen van de middens verdelen deze sectie 
in 4 delen waarvan er 3 congruent zijn. Sectie NOP is 
gelijkzijdig, de overige 3 gelijkbenig. De hele koepel is 
zodoende geformeerd uit 15 gelijkzijdige secties en 45 
gelijkbenige. 
Het totaal aantal driehoeken per sectie BFG is 
1 + 3 + 5 + +29 + 31 = 256 
In de totaal 15 secties zijn dus 15 x 256 = 3840 drie-
hoeken. Het totaal aantal staven komt op 5800. 

Uit dit verhaal heb je begrepen dat de vijfhoeken bij 
geodetische koepels een geheimzinnige rol spelen. Als 
laatste een foto van de koepel over het seaquarium in 
Miami (figuur 23). Eén vijfhoek is daar net zichtbaar. 
Zie je hem zitten? 

Fig. 23 



Denkertjes 

34 Gegeven zijn 10 termen van de rij: 
5, 8, 12, 18,24, 30, 36,42, 52, 60 . . . 
Wat is de elfde term? A. van Setten 

35 Van een getal van 1000 cijfers is slechts één cijfer 
verschillend van 5. Bewijs dat dat getal niet het 
kwadraat (van een geheel getal) is. 

Olympiade 1972/73, Duitsland 

36 Bewijs dat er een natuurlijk getal a bestaat met de 
eigenschap dat er in de decimale schrijfwijze van \/a 
onmiddellijk achter de komma staat 1234567890. 

Vrij naar Olympiade 72/73, Duitsland 

37 Bij Europacupwedstrijden wordt gebruik gemaakt 
van het hiernaast afgebeelde model voetbal. Je 
kunt je gemakkelijk een veelvlak van deze vorm 
voorstellen. Uit hoeveel hoekpunten, ribben en zij-
vlakken bestaat dit veelvlak? 
Toon aan dat aan de stelling van Euler voor veel-
vlakken wordt voldaan. Zie ook blz. 87. 

38 Om een ronde tafel zitten n personen. Het aantal 
personen, die hetzelfde geslacht hebben als hun 
rechterbuur, is gelijk aan het aantal personen waar-
voor dat niet geldt. Bewijs dat n een viervoud is. 

Olympiade 1972/73, Duitsland 

39 Drie personen willen iets verloten. Ze doen dat door 
een munt op te gooien tot er voor het eerst twee-
maal achtereen hetzelfde resultaat verschenen is. 
A krijgt de prijs als er een even aantal keren gegooid 
is en de laatste twee resultaten 'kruis' waren. B krijgt 
de prijs als er een even aantal keren gegooid is en de 
laatste twee resultaten 'munt' waren. En C krijgt de 
prijs als er een oneven aantal keren gegooid is. 
Is dit eerlijk? prof. dr. H. Freudenthal 

40 Bewijs dat voor elk natuurlijk getal « > 6 geldt: 
elke gelijkzijdige driehoek kan verdeeld worden in 
n stukken, die zelf ook weer gelijkzijdige driehoeken 
zijn. (Wiskunde Olympiade 1972, 2e ronde) 



Bouwplaat voor het 'Paviljoen van Nix'.° 

Figuur 24 toont een onmogelijke balkenconstructie. 

Als we elk van de vier hoeken afzonderlijk bekijken klopt het wel, maar bij de ver-
binding van het ene hoekpunt met het andere gebeurt iets vreemds. Dan lijkt het of de 
zijvlakken van de balken 90° draaien, alsof er een torsie in zit. Zoiets kun je wel teke-
nen, maar je kunt er geen ruimtelijke constructie van maken. Tenminste, dat dachten 
we, tot de architect Thomas Nix tekeningen stuurde waarvan een model gemaakt kon 
worden. 

Als je dit model van boven af bekijkt, met loodrecht opvallend licht, (figuur 25a) dan is 
het precies of we figuur 24 zien. Figuur 25 b t/m f zijn steeds vanaf een lager stand-
punt genomen, zodat je enig inzicht in de drie-dimensionale constructie krijgt. 
Dit drie-dimensionale voorwerp is bijzonder interessant van structuur en het model 
heeft jarenlang als versiering tegen de muur van mijn studeerkamer gehangen. 
Voor wie dit model zelf wil maken hebben we er een uitslag van gemaakt. 
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Fig. 25 
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Fig. 26 

Fig. 27 

Fig. 28a 

Fig. 28b 

Fig. 28c 

We kunnen het model opbouwen uit een grondplaat (figuur 26); een middenzuiltje, 
waarvan de uitslag in figuur 27 getekend is en dan nog (en dat is het moeilijkste) vier 
precies dezelfde eigenaardig gevormde kruisen. 
De uitslag van zo'n kruis moeten we opbouwen uit drie aparte delen die je in figuur 2%a, 
b en c ziet. 

94 



Hoe je deze delen moet vouwen en aan elkaar moet plakken is in figuur 29 nog eens 
verduidelijkt. PQ wordt ingeknipt en daarna plakken we RS aan PQ, verder moeten de 
corresponderende lijnstukjes (met dezelfde letter aangegeven) van beide overblijvende 
figuren aan elkaar geplakt worden. ST wordt tegen SU geplakt. Verder zijn de lijn-
stukken, die op het grondvlak komen als rode lijnen weergegeven, en de rode stippel-
lijnen geven aan welke delen van het kruis 'in de lucht blijven hangen'. 

zo ziet het er na het vouwen uit. 

Het lijkt vreselijk ingewikkeld en dat is het ook wel! Een oefening in precies werken 
en geduld. Het resultaat is echter de moeite waard. 

Oplossingen van de Denkertjes uit nummer 2 

11 Dit Denkertje is onjuist. Zie nummer 6 van deze jaargang. 
12 Zie fig. nr. 30(7 

Aanwijzing voor het vinden van een oplossing: Zie eerst fig. nr. 306 
De getallen x, y, p en g komen zowel in de horizontale als in de verticale rijen voor. Nu geldt: 
S, + S, = S3 + Si 1) 
Hierin is j , de som van de getallen op rij r^. Zo ook met de andere rijen. Deel de getallen 
1 t/m 16 zo in, dat aan 1) is voldaan. Dus bijvoorbeeld 1 en 16 bij Si + S2 en de getallen 2 en 
15 bij Si + S4. Beide samen 17. 
De verzameling getallen, waarvan de som s^ + s^ is, wordt V^ = {1, 16, 3, 14, 5, 12, 7, 10, x, y} 
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De getallen met som .93 + 54 zijn elementen van de verzameling V2 = {2, 15, 4, 13, 6, 11,8. 9, p, q} 
Uit K, volgt: Si + S2 = 68 + X + y = 78 Dus x + >- = 10 3) 
Uit K2 volgt: S3 + s, = 68 + p + q = n Dus p + q = 10 4) 
V, n V^ = {x, y, p, q] 5) 
Uit 3), 4) en 5) volgt: p = 3 en q = 1 

x = 2eny = 8o[x = 4eny^6 
Nemen wc p = 3 en f/ = 7 met .Ï = 2 en ƒ = 8 Zie fig. 30a i, = 39. De som van de ontbreken-
de getallen op r, is 29. 

® © ö ö 
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12) (10 o o 
Fig. 30a en b 

Lettend op de elementen van K,, kan dat hoogstens met twee getallen even en één getal oneven en 
komen dus op rj nog de getallen 16, 12 en 1. De overige getallen met hun plaatsen zijn nu eenvou-
dig te bepalen. 

13 De getallen 1 t/m 9 vereisen 9 aanslagen. Daarna 45 getallen van twee cijfers met 90 aanslagen. Dat 
is dus t/m het getal 54. Het eerste cijfer van het getal 55 ontstaat bij de honderdste aanslag. 

14 Zie Denkertje 31 in dit nummer. 
15 De rij is repetent. Zijn periode bestaat uit de vijf getallen (1, 4, 5, l\, V) in die volgorde of in de 

tegengestelde volgorde. 
16 Noem de lengten van de vijf lijnstukken a^b^c<d^e. Bekijk de driehoeken met zijden 

(a, h, c) en (a, b, d). 
Als er onder die twee driehoeken een scherphoekigc is, dan zijn we klaar. Wc nemen dus aan dat ze 
allebei stoniphoekig of rechthoekig zijn: c^ ^ a^ + h^ en d^ 2; a- + b-. 
Uil het bestaan van een driehoek met zijden («, b, e) leiden we af dat e < 0 + b, dus e^ < (a + bf. 
D i twee voorgaande zinnen leveren samen: c- + d^ — e^ > 2(a^ + b') — (a 4- bY of wel 
ĉ  + (/2 _ g2 > (^ _ l,y ^ 0. Hieruit blijkt dat nu de driehoek met zijden (c, d, e) scherphoekis is. 

17 Er zijn twee van die vijfhoeken: een 2-bij-2-vierkant waar een hoek afgesneden is (door de middens 
van twee opvolgende zijden te verbinden) en een 'huisje' met basis \ /2 , zijmuren van 2 en een 
'tekendriehoek' als dak. 

18 Stel de auto is x jaar en de banden zijn y jaar oud. 
Uit het eerste gegeven volgt ,v =- 2{y - (x - y)] Dat is 3.v - 4y = 0. Uit het tweede gegeven 
volgt; x + x + x — y= V' of 12.v — 4y = 45. Hieruit de auto is 5 jaar en de banden zijn 3^ jaar 
oud. 

19 De tijd nodig voor het slaan is te verwaarlozen. De vijf tijdruimten tussen het slaan kosten dus 
6 seconden. Om 12 uur zijn er 11 tussenruimten. Benodigde tijd is '-' x 6 = 13'; seconden. 

20 Beschrijf om elk van de 17 punten een cirkel met straal van 1 cm. Maak ook een cirkel met een 
straal van 4 cm, die hetzelfde middelpunt heeft als de genoemde cirkel met een straal van 3 cm. 
Elk van de 17 cirkels met straal 1 ligt nu binnen de grote cirkel met straal 4. De oppervlakte van 
de 17 kleine cirkels samen is groter dan die van de grote cirkel. Dus zijn er twee cirkels bij die 17, 
die elkaar snijden. Hun middelpunten hebben een afstand, die kleiner dan 2 cm is. 
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Beredeneerde oplossingen van de Denkertjes in dit nummer kunnen tot 1 april 1973 
worden ingezonden naar het redactie-secretariaat, met vermelding van naam, adres, 
leeftijd, school en leerjaar. 
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