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Oneindige verzamelingen 

Inleiding 

Tellen leer je al op heel jonge leeftijd. Nog voor een kind naar de kleuterschool gaat, 
kan het doorgaans de telrij 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 , . . . al een eindweegs opnoemen. 
Tellen schijnt een bekwaamheid te zijn waarin de mens zich onderscheidt van andere 
levende wezens op aarde. Proeven met dieren hebben uitgewezen dat ze het uit elkaar 
houden van verschillende hoeveelheden maar bar moeilijk vinden. Geen enkel dier 
kan dan ook tot tien tellen (afgezien van een enkele papegaai). 
Voor de ontwikkeling van het mensdom zijn tellen en getallen van groot belang. Het 
is bijzonder boeiend over de geschiedenis hiervan te lezen, bijvoorbeeld in het door 
professor D. J. Struik geschreven deeltje van de Torusreeks, Tellen; met en zonder 
cijfers. 
Al in heel oude beschavingen kende men symbolen om getallen voor te stellen en ge-
bruikte men die ook om te kunnen rekenen. Meestal was de manier van opschrijven 
niet zo efficiënt en systematisch als we nu doen, maar een begin was er in ieder geval. 
Het begin van de telrij. En het eind van die rij? Dat is een geweldig lastige zaak. De 
telrij kent geen eind. De verzameling van de natuurlijke getallen is aftelbaar oneindig, 
zegt de wiskundige. Aftelbaar, dat is duidelijk: je kunt ze netjes achterelkaar aftellen. 
Oneindig, dat is ook duidelijk: er is geen einde. 
Niet alleen de natuurlijke getallen, maar ook heel veel andere verzamelingen in de 
wiskunde zijn oneindig groot. Dat betekent niet dat al die oneindige verzamelingen 
even groot zijn. Wat is trouwens 'even groot' in het geval van oneindige verzamelingen? 
Kun je rekenen met oneindige verzamelingen? Dit zijn vragen waarop dr. P. G. J. 
Vredenduin ingaat in dit door hem samengestelde speciale nummer van deze jaargang. 

Aftelbaar oneindige verzamelingen 

Verzamelingen kom je overal tegen. Denk maar aan 
de verzameling van alle meubels in je kamer, 
de verzameling van alle leerlingen van je school, 
de verzameling van alle dagen van de week, 
de verzameling van alle burgemeesters van Nederlandse gemeenten, 
de verzameling van alle eikebomen, 
de verzameling van alle landen van Europa. 

Deze verzamelingen zijn net zo gewoon als 
de verzameling van alle hoekpunten van een kubus, 
de verzameling van alle natuurlijke getallen kleiner dan 100, 
de verzameling van alle cirkels. 
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En toch hebben de wiskundigen een bijzondere belangstelling voor verzamelingen aan 
de dag gelegd. De Duitse wiskundige Georg Cantor (1845-1918) is de eerste geweest 
die zich uitvoerig met verzamelingen heeft beziggehouden. Waarom zouden juist wis-
kundigen zo'n bijzondere belangstelling hebben voor verzamelingen, als deze overal 
een rol spelen? 
Daar is wel een reden voor. Er is namelijk een soort verzamelingen die in de wiskunde 
voorkomt en nergens anders. Dat zijn de oneindige verzamelingen. En het zijn juist 
deze oneindige verzamelingen geweest, waarmee Cantor zich beziggehouden heeft. 
Aan een tweetal voorbeelden wil ik proberen duidelijk te maken waarin nu eigenlijk 
het verschil bestaat tussen deze oneindige verzamelingen uit de wiskunde en de ver-
zamelingen die je overal tegenkomt. 
Heel bekend zijn de bussen verpleegstercacao van Droste. 
Op een bus verpleegstercacao staat een verpleegster afgebeeld en die verpleegster 
heeft in haar hand 
een bus verpleegstercacao waarop een verpleegster staat afgebeeld en die verpleegster 
heeft in haar hand 
een bus verpleegstercacao waarop een verpleegster staat afgebeeld en die verpleegster 

wel, het verhaal wordt eentonig. Je zou er gemakkelijk een paar afleveringen van 
Pythagoras mee kunnen vullen, maar laten we dat maar niet doen. 
Ik heb meer dan eens die bus zorgvuldig bekeken om te kijken hoeveel verpleegsters 



er nu eigenlijk op stonden. Het waren er . . . drie. En toch wist je, dat er eigenlijk geen 
eind aan de serie verpleegsters zou moeten komen. 
Dat is nu het typerende verschil tussen wiskunde en werkelijkheid. In de werkelijkheid 
worden de verpleegsters al heel gauw zo klein, datje ze niet meer kunt tekenen. Maar 
in de geest kun je eindeloos doorgaan met je steeds weer nieuwe kleinere verpleegsters 
te denken met bussen in hun hand waarop enzovoorts. 
Een tweede voorbeeld. Ik ga in gedachten terug naar hele oude tijden, zo'n 2000 jaar 
voor Chr. en stel me voor dat de oude Egyptenaren een kudde schapen willen tellen. 

Wat zouden ze in principe kunnen doen? Wel, ze maken een stel labels, papyruslabels 
als je wilt. Hierop zetten ze merktekens. Ze merken ze 

■ 1 1 ' ; 1 . 1 1 ] 1 1 1 1 
11 1 III! nil I l l l l 

1 1 1 1 1 III Ill III! llll 

Nu wordt het te onoverzichtelijk en gaan ze door met 

Enzovoorts. Ze nemen nu een schaap en binden deze het label 

Daarna nemen ze een ander schaap en binden die 

aan zijn staart. 

aan zijn staart. Zo gaan ze 

door tot alle schapen gestaartlabeld zijn. Laten we zeggen, dat het laatste schaap aan 

zijn staart het label ni i i n I I I gekregen heeft. Daaraan kunnen we dan zien, hoeveel 

schapen er in de kudde zijn. 
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Hoeveel labels zouden ze tot hun beschikking moeten hebben? Van te voren weten 
ze niet, hoeveel ze er nodig zullen hebben. Natuurlijk kunnen ze niet tot in de treure 
doorgaan met het maken van labels. Verbeeldje datje alle inwoners van Europa zou 
willen tellen. Het zou een onbegonnen werk zijn om eerst labels genoeg te maken. 
Afgezien nog van alle andere moeilijkheden die we zouden ondervinden, als we ze 
werkelijk stuk voor stuk van een etiket zouden willen voorzien! 
Zo doen we het in de praktijk dan ook niet. We hebben onze labels niet werkelijk ge-
maakt, maar in gedachten. En nu komt het verschil met de echte labels. We kunnen 
in gedachten altijd doorgaan met het maken van nieuwe labels. Deze gedachtenlabels 
noemen we natuurlijke getallen. De rij van de natuurlijke getallen heeft geen eind, net 
als de rij verpleegsters. 

Als ik nu zou vragen, hoeveel verpleegsters er eigenlijk op de cacaobus staan, vermoed 
ik datje als antwoord zou geven: het zijn er evenveel als er natuurlijke getallen zijn. 
Geen gek antwoord, maar ik wil toch nog wel proberen je hierover aan het nadenken 
te brengen. 
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Evenveel 

Hiernaast zie je een foto van een duwboot op de Rijn. Er staan 10 duwbakken op. Het 
is een aardige foto en ik heb hem daarom laten vergroten. Op de vergroting heb ik de 
duwbakken nog eens nageteld. Het zijn er nog altijd 10 en ik denk, datje daar niet 
verbaasd over zult zijn. Ik tenminste niet. 
Wiskundigen houden nu eenmaal van eenvoud. Een duwboot is zo ingewikkeld en 
daarom nemen we liever een simpel lijnstuk. In figuur 1 is een lijnstuk AB getekend 
en dit hebben we vergroot. Het is vanuit punt O met 2 vermenigvuldigd. Zo hebben 
we lijnstuk A'B' gekregen. Punt A is A' geworden, punt B is B', P is P' geworden enz. 
Het zal na het voorgaande wel duidelijk zijn, dat het lijnstuk A'B' evenveel punten be-
vat als het lijnstuk AB. 
Hoewel, je zou ook naar figuur 2 kunnen kijken. De figuur spreekt voor zichzelf. 
Het lijnstuk A'B' (in deze figuur AiB2 genoemd) is twee maal zolang als het lijnstuk 
AB en zal dan ook wel twee maal zoveel punten bevatten. Kijk maar, met A corres-
pondeert Al en A2, met B zowel B^ als B2, met P zowel P^ als P2 s^z. 
En nu begin ik me toch af te vragen, welke van de twee redeneringen nu eigenlijk de 
juiste is. 

Fig. 1 Fig. 2 

De oorzaak van de ellende is daarin gelegen, dat ik helemaal vergeten heb me af te 
vragen, hoe je nagaat of twee oneindige verzamelingen evenveel elementen hebben. 
Van twee eindige weet ik het wel. Je telt ze en dan merk je vanzelf of ze evenveel ele-
menten hebben. Maar oneindige verzamelingen kun je niet tellen, want daar komt geen 
eind aan. Zou je nog op een andere manier kunnen nagaan of twee eindige verzame-
lingen evenveel elementen hebben? Ik dacht van wel. 
Laatst kwam ik met mijn neefje een zaal binnen waar men bezig was de tafel gereed 
te maken voor een feestdis. De borden stonden er al en de obers hadden juist links van 
elk bord een vork neergelegd en rechts van elk bord een mes. Verder waren ze nog niet. 
Ik vroeg mijn neefje of er evenveel vorken als messen op tafel lagen of meer vorken 
dan messen of meer messen dan vorken. Hij was niet zo onhandig de vorken en de 
messen te gaan tellen, maar zei ogenblikkelijk: 'Evenveel.' 
Wat had mijn neefje natuurlijk gedaan? De vork links en het mes rechts van elk bord 
had hij in gedachten gekoppeld. Zo kreeg hij een heleboel koppels die elk bestonden 
uit een mes en een vork. Er bleef niets over. En dus waren er evenveel. 

' .-•' . -- ' ' 
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Dit brengt ons op een idee. Wanneer zullen we zeggen dat twee verzamelingen even-
veel elementen hebben? 

We zeggen, dat twee verzamelingen V en W evenveel elementen hebben, als het mogelijk 
is de elementen van V zo met die van W te koppelen, dat er geen enkel element overblijft. 

Dat is natuurlijk een afspraak, maar een heel vruchtbare. Want we kunnen deze af-
spraak niet alleen gebruiken als de verzamelingen V en W eindig zijn, maar ook als 
ze oneindig veel elementen bevatten. 
Pas de definitie maar toe op de beide lijnstukken uit figuur 1. Punt A is gekoppeld 
met A', B met B', P met P'. En zo is elk punt van het ene lijnstuk gekoppeld met een 
punt van het andere. En dus hebben de twee lijnstukken evenveel punten. Maar zoek 
hier nu niets mysterieus achter. Dat de lijnstukken evenveel punten bevatten berust 
enkel en alleen op een afspraak. We spreken af, wanneer we zullen zeggen dat twee 
verzamelingen evenveel elementen hebben. En volgens deze afspraak hebben de lijn-
stukken AB en A'B' dan evenveel punten. 

Kardinaalgetallen 

Als twee verzamelingen evenveel elementen hebben, zegje dat ze hetzelfde kardinaal-
getal hebben. 
Het kardinaalgetal van de lege verzameling is 0. 
Het kardinaalgetal van de verzameling die b.v. O als enig element heeft, dus van de 
verzameling {0}, is 1. 
Het kardinaalgetal van de verzameling die b.v. O en 1 als enige elementen heeft, dus 
van de verzameling {O, 1}, is 2. 
Zo kunnen we steeds doorgaan. We krijgen dan alle kardinaalgetallen van eindige 
verzamelingen. Deze kardinaalgetallen noemen we ook wel natuurlijke getallen 
(inclusief het getal 0). 
Nu de oneindige verzamelingen. Hebben die allemaal hetzelfde kardinaalgetal of zijn 
er verschillende oneindige kardinaalgetallen? Voorlopig kunnen we op deze vraag 
nog geen antwoord geven. De eenvoudigste oneindige verzameling die we kennen, is 
de verzameling N van alle natuurlijke getallen. We zullen zeggen dat deze verzameling 
het kardinaalgetal aftelbaar oneindig heeft. We schrijven dit kardinaalgetal a. 
Alle verzamelingen met kardinaalgetal a noemen we aftelbaar oneindige verzamelingen. 
Alle verzamelingen met evenveel elementen als M zijn dus aftelbaar oneindig. En nu 
gaan we naarstig naar aftelbaar oneindige verzamelingen zoeken. Het prototype van 
een aftelbaar oneindige verzameling is dus 

O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, . . . 

Hoe zat het eigenlijk met die verpleegsters? We beginnen met de eerste verpleegster. 
Op haar bus draagt ze in haar hand de tweede verpleegster. En zo gaat het door. We 
krijgen dus 
verpl. nr. 1, verpl. nr. 2, verpl. nr. 3, 
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De verpleegsters zijn dus gekoppeld met de rij getallen 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, . . . 

maar de O is daar niet bij. Is dat erg? Zijn er net zo veel natuurlijke getallen zonder O 
als met O (als je begrijpt wat ik bedoel)? 
Wel, we zetten ze onder elkaar: 
met O 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . . 

en zonder O 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, . . . 

En nu gaan we koppelen: 
O met 1, 1 met 2, 2 met 3, 3 met 4, . . . 
Zo wordt elk getal van het bovenste rijtje gekoppeld met een getal van het onderste. 
En dus zijn er evenveel. Ook het kardinaalgetal van de verzameling van de positieve 
natuurlijke getallen Z+ is dus a. 
Nu zien we nog beter wat aftelbaar oneindig inhoudt. Een verzameling is aftelbaar 
oneindig als je de elementen ervan eindeloos doornummeren kunt of, anders gezegd, 
als je de elementen in een rij zonder eind kunt zetten. 
Op een bus staan in het spitsuur een eindeloze rij mensen te wachten. Er komen er 
nog 5 bij. Hoeveel staan er nu te wachten? Gelukkig zijn we met onze bevolkings-
explosie nog niet zo ver gekomen, dat er eindeloos veel mensen op een bus kunnen 
wachten. Maar verbeeld je, dat het zo was. Hier staan ze dan: 

W, W, W3 W, W5 We W, W, W, . . . 

en daar komen X^ tot en met X5 nog aangerend. Zoals mensen wel meer doen (op 
het continent en beslist niet in Engeland), proberen de laatstaangekomenen vooraan 
de rij te gaan staan. En het lukt ook nog. Daar staan ze: 

X, Xj X3 X, X, W. W, W3 w , . . . 
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En nu weer koppelen: 

W, met Xj, W, met X^, . . . , W^ met X5, W^ met Wi, W, met W,, . . . 

en als je het mooi wilt zeggen, in het algemeen 

W,+5 met W; ( / e Z+) 

Het zijn er dus nog evenveel. Je ziet, als je in het veen bent zie je niet op een turfje, 
en als je een eindeloze rij hebt zie je niet op een paar meer of minder. Inderdaad, of 
minder, want als er 5 het in hun hoofd halen om eerst nog maar sigaren te kopen, 
blijven er ook aftelbaar oneindig veel over. 
We gaan hel nog eens verder proberen. Hoeveel even getallen zijn er? Niet moeilijk, 
kijk maar: 

O 2 4 6 8 10 12 14 . . . 
0 1 2 3 4 5 6 7 . . . 

Weer aftelbaar oneindig veel. Hoe is de koppeling? Kan je het ook in een mooie 
formule weergeven, zoals bij de buspassagiers? 
En hoeveel kwadraten zijn er? Natuurlijk ook aftelbaar oneindig veel. Laat zelf maar 
zien, waarom. Nu kun je nog wel een heleboel voorbeelden bedenken. 

Alle verzamelingen waarvan je de elementen één voor één kunt koppelen met de 
natuurlijke getallen, zijn aftelbaar oneindige verzamelingen. Dit soort verzamelingen 
hebben we het kardinaalgetal a toebedeeld. 
We hebben gezien dat je uit de verzameling van de natuurlijke getallen een eindig (en 
zelfs een aftelbaar oneindig) aantal elementen kunt weglaten (of er aan toevoegen), 
waarbij de verzameling die dan ontstaat even zo vrolijk weer een aftelbaar oneindige is. 
Daarmee onderscheidt het oneindige zich wezenlijk van alles wat eindig is. Op deze 
merkwaardige eigenschap van oneindige verzamelingen berust het volgende paradoxale 
grapje. 

De bank en de meermin 

Een bank heeft aftelbaar oneindig veel guldens. De directeur heeft in zijn royale werk-
kamer een vijver, met daarin een vriendelijke, maar toch ietwat hebberige zeemeermin. 



De directeur gooit ieder uur twee guldens in het water, waarvan de meermin er dan 
na een half uur één teruggeeft. De directeur herhaalt zijn vrijgevig gebaar een aftel-
baar oneindig aantal malen en de meermin geeft even vaak een gulden terug. Hoeveel 
guldens heeft na afloop de meermin in haar bezit en hoeveel heeft de bank er? 
Het antwoord op deze vraag moet luiden: Het is maar net hoe je het bekijkt! 
Om dit in te zien beginnen we met de guldens van nummers te voorzien; 1, 2, 3, 4, 5, 
6, . . . 
De allereerste keer gooit de directeur de nummers 1 en 2 in het water; de meermin 
geeft nummer 1 terug. De directeur gooit nu de nummers 1 en 3 in het water; hij krijgt 
nummer 1 terug. Waarna hij in het water gooit 1 en 4 en nummer 1 terugkrijgt. 
Tengevolge van deze uitzonderlijke vrouwelijke consequentheid heeft na afloop de 
meermin alle guldens op één na en de directeur heeft nog precies één gulden over. 
Maar zo zielig hoeft het voor de directeur niet af te lopen! Hij hoeft toch niet iedere 
keer opnieuw diezelfde gulden nummer 1 in het water te werpen. Hij kan ook de 
eerste keer de nummers 1 en 2, de tweede keer de nummers 3 en 4, daarna 5 en 6, en-
zovoorts, de meermin toewerpen. Dan kan ze niet iedere keer dezelfde teruggeven en 
loopt het voor haar aanzienlijk beroerder af. Het kan zelfs zover komen, dat ze uit-
eindelijk helemaal niets overhoudt. Denk daar zelf nog maar eens over na, de oplos-
sing vind je in het volgende nummer. 

Denkertjes 
41 Denk je een 'schaakbord' dat naar alle kanten onbe-

grensd is. Waarom is het aantal velden van dit bord 
aftelbaar oneindig? Kun je een handige manier be-
denken om ze zo te nummeren, dat je ziet dat het er 
werkelijk aftelbaar oneindig veel zijn? 

42 Zijn er aftelbaar oneindig veel natuurlijke getallen 
die bij deling door 3, door 5, door 7 en door 11 als 
rest 1 geven? 

43 Het natuurlijke getal 704 kunnen we schrijven 
3- 100 + 4- 101 
Het getal 710 daarentegen kunnen we op geen ma-
nier schrijven als 
p- \00 + q- 101 ip,qe W) 
Zijn er aftelbaar oneindig veel natuurlijke getallen 
die we wel kunnen schrijven als 
p- 100 + q- 101 {p,qe\N) 
en ook aftelbaar oneindig veel die we niet zo kunnen 
schrijven? 
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Gehele en Rationale getallen 

Gehele getallen 

Na het voorgaande minder serieuze voorbeeld gaan we terug naar ons onderwerp. 
We gaan een stap verder; van de natuurlijke naar de gehele getallen. Hier staan ze: 

. . . -4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 . . . 

Hoeveel zijn dit er? Ook aftelbaar oneindig veel? Laten het maar weer buspassagiers 
zijn. De bus stopt bij meneer 0. In welke volgorde lijkt het je redelijk de passagiers 
te laten instappen? Ik zou iets voelen voor het volgende procédé. Eerst O, dan b.v. 1, 
dan - 1 , dan 2, dan -2, enz. Zo komt ieder aan de beurt, ten minste als die bus maar 
plaatsen genoeg heeft. In welke volgorde stappen ze dus in? In deze: 

0 1 - 1 2 - 2 3 - 3 4 - 4 . . . 

En daarmee hebben we meteen de gehele getallen in een rij geplaatst en zien we dus, 
dat het er weer aftelbaar oneindig veel zijn. Er zijn dus evenveel gehele getallen als 
natuurlijke getallen. 
En nu niet boos worden en zeggen, dat het niet waar is, want dat er 2 maal zoveel 
gehele getallen als natuurlijke getallen zijn. Ik beloof je, dat we het daar straks nog 
wel over zullen hebben. Voorlopig houden we ons alleen maar aan onze afspraak, dat 
het er evenveel zijn, omdat we ze twee aan twee kunnen koppelen, nl. 
O met O, 1 met 1, -1 met 2, 2 met 3, -2 met 4, . . . 
Welk getal wordt gekoppeld met -207? En welk met 94? 

Rationale getallen 

Nu maken we een formidabele sprong. Van de gehele getallen gaan we naar de ratio-
nale. Dat zijn er toch wel veel meer, zou je zo op het eerste gezicht zeggen. Stel je eens 
de getallenlijn voor met aan punten ervan rationale getallen toegevoegd. Op elk minus-
cuul stukje krioelt het van rationale getallen. Zouden we die allemaal in één rij 
kunnen rangschikken? Wel, dergelijke emotionele overwegingen zijn natuurlijk wel 
leuk, maar we laten ons er niet door van de wijs brengen. We moeten óf zo'n rij maken, 
óf aantonen dat het niet kan. 
We storten ons in het avontuur. Voorlopig laten we gemakshalve de negatieve ratio-
nale getallen weg. We beginnen met de natuurlijke getallen 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 . . . 
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Nu alle getallen met noemer 2 die we nog niet gehad ^hebben, dus die niet geheel zijn. 
Dat zijn 

1 1 1 3 
2 2 

1 5 
2 

1 7 
2 

En nu alle getallen met noemer 3 die we nog niet gehad hebben: 

1 o 
3 

1 1 
3 

1 3 
3 

Nu de getallen met noemer 4, maar het moeten nieuwe zijn. We slaan dus -|- over en 
4 6, 
ï ' 4' ook 4, T, enz. Dus: 

1 1 
4 

1 3 
4 

1 5 
4 

1 7 
4 

Nu komt 

X 2. 3̂  4; ^ 2 
5 5 5 5 5 5 
i- .i J. ü J-3. 
6 6 6 6 6 

5 
1 7 
6 

5 5 • 
1 9 2 3 
6 6 

AA 
6 

Enzovoorts. 
Hoe die getallen stuk voor stuk heten, is eigenlijk niet zo belangrijk. Het enige dat ons 
interesseert, is dat er een heleboel rijtjes onder elkaar staan, aftelbaar oneindig veel 
rijtjes, van elk aftelbaar oneindig veel getallen. Zullen we maar kruisjes in plaats van 
getallen zetten? We krijgen dan 

X X X X X X X X X 

X X X X X X X X X 

X X X X X X X X X 

X X X X X X X X X 

X X X X X X X X X 

X X X X X X X X X 

Fig. 3 

En nu moeten we zien, of we al deze kruisjes in één rij kunnen zetten. We nemen een 
soort snijmachine, die scheve plakken afsnijdt. Hieronder zie je hoe hij snijdt. 

«^ -f^ %^ §^ ^^ S?̂  ^^ 
X X 

Fig. 4 

In de volgorde waarin de snijmachine de kruisjes bereikt, nummeren we ze. 

107 



We krijgen dan de volgende nummering: 

1 2 4 7 11 16 22 29 37 
3 5 8 12 17 23 30 38 47 
6 9 13 18 24 31 39 48 58 

10 14 19 25 32 40 49 59 70 
15 20 26 33 41 50 60 71 83 
21 27 34 42 51 61 72 84 97 

Zodat we erin geslaagd zijn alle kruisjes keurig op één rij te krijgen. Er zijn er dus 
aftelbaar oneindig veel. En elk niet-negatief rationaal getal correspondeerde met een 
kruisje. Dus zijn er ook aftelbaar oneindig veel niet-negatieve rationale getallen. 
Het begin van de rij met alle niet-negatieve rationale getallen ziet er nu zo uit: 

O 1 i 3 
3 -" 

en ga maar zelf nog een tijdje door. Je ziet, dat ze heus allemaal aan de beurt komen. 
Is het erg, dat we de negatieve rationale getallen weggelaten hebben? Ik dacht het niet. 
Op dezelfde manier als je de gehele getallen in één rij kon plaatsen door om beurten 
een positieve en een negatieve te nemen, kun je nu de negatieve rationale getallen tus-
sen de positieve zetten en zo alle rationale getallen in één rij krijgen. 
Er zijn dus aftelbaar oneindig veel rationale getallen. 

Denkertjes 

44 Het kardinaalgetal van de punten van een open 
lijnstuk is c en het kardinaalgetal van de verzame-
ling van de punten van een rechte lijn ook. Het ligt 
voor de hand, dat het kardinaalgetal van de punten 
van een halve lijn ook c is. Kun je dit bewijzen door 
een koppeling tot stand te brengen tussen de punten 
van een open lijnstuk en die van een open halve lijn? Ziebiz. llOe.v. 

45 Teken een rechte lijn en een cirkel. Teken ze zo, 
dat de lijn de cirkel raakt. Probeer nu een koppeling 
tot stand te brengen tussen de punten van de cirkel 
(op één na) en de punten van de rechte lijn. Hiermee 
toon je aan, dat ook de cirkel (zonder dat ene punt) 
bestaat uit c punten. (Het is niet van belang, dat 
de lijn de cirkel raakt, maar het is misschien mak-
kelijk voor je.) Ziebiz. 110 e.v. 
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Reële getallen 

Decimale breuken 

Het verhaal begint eentonig te worden. Zou het misschien zo zijn dat alle oneindige 
verzamelingen aftelbaar oneindig zijn? Wel, dat is niet het geval. We zullen straks 
onderzoeken of er aftelbaar oneindig veel reële getallen zijn, met andere woorden of 
we de reële getallen netjes op een rij kunnen zetten en dan zal blijken dat dit niet lukt. 
De rationale getallen bestaan uit alle gehele getallen en alle gewone breuken en we 
hebben gezien dat we die met behulp van de 'snijmachine' keurig achter elkaar kunnen 
zetten. Waarin onderscheiden de reële getallen zich nu van de rationale? 
We kunnen elk rationaal getal schrijven als een tiendelige breuk, met een aftelbaar 
oneindig aantal decimalen. Zo nodig voegen we daartoe nullen toe als decimalen, b.v.: 

1 
2 

3 
16 

X 
6 

1 
1 4 

1 = 1,000000000000000.. 
0,500000000000000.. 
0,187 500000000000.. 
0,161616161616161.. 
0,071428571428571.. 

Elk rationaal getal kunnen we zo schrijven, maar omgekeerd is niet elke decimale 
breuk met aftelbaar oneindig veel decimalen een rationaal getal. Zo is 

7T= 3,14159265358979323846264338327950288... 

geen rationaal getal. Dat komt daardoor, dat de rij decimalen niet repeteert. Het is 
echter wel een reëel getal. We hebben er dus weer een heleboel nieuwe getallen bij 
gekregen. En nu zullen we zien, dat we alle reële getallen niet meer op een rij kunnen 
zetten. 
Om dit in te zien nemen we de reële getallen tussen O en 1. Deze kunnen we schrijven 
als O-komma met daarachter een oneindige rij decimalen, zonodig voorzien van nullen. 
Zelfs dit kleine deel van de reële getallen kunnen we al niet netjes op een rij zetten. 
Laten we maar eens aannemen, dat we een oneindige rij reële getallen tussen O en 1 
hebben. We zullen dan laten zien, dat dit ze onmogelijk allemaal kunnen zijn en dat 
het altijd mogelijk is er nog eentje te maken, dat niet in de rij voorkomt. 
Stel dat de rij er zo uitziet: 

Ie getal 0,71357809 . . . 5e getal 0,02485827 
2e getal 0,27537706 . . . 6e getal 0,19938273 
3e getal 0,00'.'32275 . . . 7e getal 0,18227^)0 
4e getal 0,771M991 . . . 8e getal 0,00063114 
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Kijk nu goed naar de rode decimalen in elk van de getallen. Daar zou je als nieuw getal 
van kunnen maken: 

0,70935264 . . . 
Staat dit getal in de rij? Dat weten we niet. Het zou best kunnen, ergens verder op. 
Nu maken we echter nog een nieuw getal en wel: 

0,81046375 . . . 
Hoe komen we hier aan? We hebben alle cijfers van het getal van zojuist één opge-
hoogd, dus 7 werd 8, O werd I, 9 werd O, 3 werd 4, enzovoorts. 
En dit is het getal dat we nodig hadden: het komt niet in de rij voor. 
Voor het gemak noemen we ons nieuwe getal even p. Dus p = 0,81046375 . . . 
p is niet gelijk aan het eerste getal in de rij, omdat de eerste decimaal anders is. 
p is niet gelijk aan het tweede getal, omdat de tweede decimaal anders is. 
p is niet gelijk aan het derde getal, omdat de derde decimaal van p anders is dan de 

derde decimaal van dat getal. 
Zo gaan we door. Het getal p komt dus niet in de rij voor. Het is echt een nieuw getal. 
Dus: welke rij van aftelbaar oneindig veel reële getallen tussen O en 1 je ook maakt, 
altijd is er nog een getal te vinden datje nog niet gehad hebt. Je kunt alle reële getallen 
tussen O en 1 dus niet in een rij rangschikken. En dus is het kardinaalgetal van de 
reële getallen tussen O en 1 niet a. 

Continuum 

Nu gaan we naar de meetkunde. We maken een getallenlijn. Je weet, hoe je dat doet. 
Je neemt een lijn. Daarop kies je twee punten. Het ene punt noem je de oorsprong O 
en je zet er het getal O bij. Het andere punt noem je het eenheidspunt E en je zet er 
het getal 1 bij. De rest gaat dan vanzelf. 
Ik hoop, dat je je nog herinnert, dat bij elk punt van de getallenlijn een reëel getal 
staat. De reële getallen en de punten van de getallenlijn zijn gekoppeld. Er liggen dus 
evenveel punten op een lijn als er reële getallen zijn. 
En ook liggen er evenveel punten op het open* lijnstuk Of als er reële getallen tussen 
O en 1 zijn. Een mooi woord voor een open lijnstuk is een continuum. De eerste letter 
van het woord continuum is een c. En daarom noemen we het kardinaalgetal van 
een continuum c. 
Ook het kardinaalgetal van de verzameling van de reële getallen tussen O en 1 is dus c. 
Maar hoe zit het nu met het kardinaalgetal van de verzameling R van alle reële 
getallen? Of, anders gevraagd, hoe zit het met het kardinaalgetal van de verzameling 
van de punten op een rechte lijn? Zijn er evenveel punten op een open lijnstuk als op 
een hele rechte lijn? We hebben al meer gekke dingen gezien en zouden niet eens meer 
schrikken, als het antwoord 'ja' zou zijn. Laten we het eens proberen. 
In fig. 5 hebben we een rechte lijn / getekend en het open lijnstuk OE er loodrecht 
op geplaatst. Verder is PO jj l en ook QE jj l. Het snijpunt van OEen l hebben we S 
genoemd. Na deze voorbereiding gaan we weer aan het koppelen. Kies een punt A op 

* Open betekent: zonder de eindpunten. 
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/ rechts van S. Verbind dit met P. Het snijpunt van AP en OS noemen we A'. We 
koppelen 

A met A'. 

Verder kiezen we een punt B links van S op /. We trekken QB en noemen het snijpunt 
van QB met ES punt B'. En we koppelen 

B met B'. 

Tot slot koppelen we nog S met zichzelf. Zo worden alle punten van / gekoppeld 
met alle punten van OE. En dus zijn er evenveel punten op de hele lijn / als op het 
open lijnstuk O E. 
Ook het kardinaalgetal van de verzameling van de punten op een lijn is dus c. En 
dientengevolge is c ook het kardinaalgetal van de verzameling R. 

p 0 

^ 
A' 

f 

^ ^ " - ^ - ^ - ^ ^ S A 

£ 

B' 

^Q Fig. 5 

We vatten nog even samen: 

Kardinaalgetal a hebben 
alle natuurlijke getallen (N) 
alle positieve natuurlijke getallen (Z+) 
alle gehele getallen (Z) 
alle rationale getallen (Q) 

Kardinaalgetal c hebben 
alle reële getallen tussen O en 1 
alle reële getallen (R) 
alle punten van een open lijnstuk 
alle punten van een rechte lijn 

Het kardinaalgetal c is niet gelijk aan het kardinaalgetal a. 

111 



Meer of minder 

Er zijn niet evenveel punten op een rechte lijn als er natuurlijke getallen zijn. En er 
zijn niet evenveel reële als rationale getallen. Zijn er meer reële dan rationale getallen? 
Ik weet al, watje zeggen wilt: veel meer. 
Ik hoop, dat je toch al wat voorzichtigheid geleerd hebt, want een week geleden had 
je vast gezegd, dat er meer natuurlijke getallen dan even getallen zijn. En nu weetje, 
dat er evenveel zijn. Laten we maar weer niet emotioneel te werk gaan en ons eerst af-
vragen: Meer, wat is dat eigenlijk? 

We zijn op een bal. Iedereen heeft zin in dansen. De muziek begint en elke jongen 
vraagt een meisje. Jammer, er blijven twee meisjes over. Helaas dus twee muurbloem-
pjes. Ja, er waren nu eenmaal meer meisjes dan jongens. 
En nu een superbal met een eindeloze rij meisjes en een eindeloze rij jongens. De 
muziek begint en schalt uit een eindeloze rij luidsprekers. ledere jongen vraagt een 
meisje. Je ziet het gebeuren. Hieronder is getekend hoe het gaat. De pijlen geven aan 
welke jongen met welk meisje gaat dansen. En het resultaat: weer twee muurbloempjes. 
Er waren dus meer meisjes dan jongens. 

Fig. 6 

a^ a^ (f (f c/ (/ 
De volgende dans was een schrikkeldans. Ditmaal vroegen de meisjes de jongens, en 
zo vrouwen nu eenmaal zijn: ze nemen een lichte revanche. Hieronder zie je weer 
hoe het ging. En ditmaal bleven er twee jongens over. Laten we ze maar sterremuur-
tjes noemen. Er waren dus meer jongens dan meisjes. 
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Neen, dat wordt me toch te gek. Zo komen we er niet. Bij eindige verzamelingen 
zeggen we: koppel de elementen van V met die van W. Houd je elementen van W 
over, dan zeg je, dat IV meer elementen heeft dan V. 
Maar voor oneindige verzamelingen lijkt me die afspraak niet zo erg handig. Ik zou 
er ten minste weinig voor voelen, als ik zo'n gekke afspraak zou maken, dat op een 
gegeven ogenblik V meer elementen dan W en W ook meer elementen dan V heeft, 
en dan nog wel terwijl ze er allebei evenveel hebben. We moeten wat anders verzinnen. 
Laten we nog eens naar de natuurlijke en de reële getallen kijken. We kunnen best 
elk natuurlijk getal met een reëel getal koppelen. Dat is heel makkelijk. We koppelen 
O met O, 1 met 1, 2 met 2, 3 met 3, enz. en houden natuurlijk nog een heleboel reële 
getallen over. Maar kunnen we ook omgekeerd elk reëel getal met een natuurlijk 
getal koppelen? Dat hebben we geprobeerd. We hebben geprobeerd de reële getallen 
op een rijtje te zetten en op een rijtje zetten betekent niets anders dan koppelen met de 
natuurlijke getallen. Dat is niet gelukt. En nu zeggen we, dat er meer reële dan natuur-
lijke getallen zijn. 
Dus: 

als het wel lukt alle elementen van V te koppelen met die van W 
maar 
niet lukt alle elementen van W te koppelen met die van V 
dan zeggen we, dat 
W meer elementen heeft dan V. 

Maken we deze afspraak, dan kunnen we met recht zeggen, dat er meer reële dan 
natuurlijke getallen zijn. 
Het ligt voor de hand dan het kardinaalgetal van de reële getallen groter te noemen 
dan dat van de natuurlijke getallen. 
Waarmee we gevonden hebben, dat 

c > a 

Nou stormen er een heleboel vragen op je af Hoeveel punten zijn er in het hele platte 
vlak? En in de ruimte? Zou dit ook weer c zijn of zijn het er meer? Die vraag zullen 
we straks nog wel beantwoorden. 
Zouden er nog andere oneindige kardinaalgetallen zijn dan a en c? Ik wil er wel iets 
van zeggen, maar bewijzen kan ik het niet voor je. Dan zou dit nummer te dik worden. 
Het blijft heus niet bij c. De verzameling b.v. van alle functies van IR naar R heeft een 
kardinaalgetal dat groter is dan c. En daarmee houdt het helemaal nog niet op. We 
kunnen eindeloos doorgaan met steeds weer grotere kardinaalgetallen te maken. En 
zelfs als je een eindeloze rij steeds grotere kardinaalgetallen hebt, ben je er nog niet. 
Je kunt dan weer grotere maken. Langzamerhand wordt dit zo onvoorstelbaar, dat 
je ervan begint te duizelen. Cantor, die dit alles bedacht heeft, heeft dan ook veel 
tegenkanting gehad van zijn tijdgenoten. Verschillende hebben hem heftig bestreden 
en beweerd, dat hij hersenschimmen najoeg. En ook nu, nu zijn ideeën door ieder wel 
begrepen worden, zijn er wiskundigen van naam, die het niet met hem eens zijn en 
zijn gedachtenconstructies hersenschimmen noemen. 
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We zullen ons hierover niet verder druk maken, maar de volgende vraag proberen 
te beantwoorden: 
Is het mogelijk alle reële getallen een naam te geven? 
Een rare vraag. Ik wed, datje op het eerste gezicht niet eens begrijpt, wat de bedoeling 
er wel van is. Eén ding is wel duidelijk: het zijn er vreselijk veel en we zullen dus vre-
selijk veel namen moeten bedenken. Maar waarom zou dat niet kunnen? 
Voor het geven van namen gebruiken we de letters van het alfabet. We beginnen erg 
zuinig met namen die uit slechts één letter bestaan. Dat zijn er dus 26. Daarna geven 
we namen die uit 2 letters bestaan. Hier zijn ze: 

aa ba ca . . . za 
ab bb eb zb 
ac bc cc ze 

az bz cz zz 

Erg welluidend zijn de meeste niet. Maar in principe zou je deze namen kunnen ge-
bruiken, al was het maar bij wijze van etiket. Hoeveel zijn het er? Het zal je niet moei-
lijk vallen vast te stellen: 26^. 
Nu namen van drie letters. Achter elk van de namen van twee letters kun je een a, 
een b, een c, enz. zetten. Uit elke naam ontstaan dus 26 nieuwe. Totaal 26 • 26̂  = 26^. 
Evenzo krijgen we 26'' namen van 4 letters en 26^ van 5 letters. 
Hoeveel namen kunnen we zo maken? Zet ze maar achter elkaar. Eerst 26 en dan nog 
26^, daarachter nog 26^, dan nog 26'', nog 26^ en zo gaat het al maar door. Hoeveel 
namen zijn dat in totaal? Ze komen op deze manier allemaal in een rij te staan, welis-
waar een rij zonder eind, maar een rij is het. En dus zijn het er aftelbaar oneindig veel. 
Natuurlijk heb ik wel aangenomen, dat elke naam maar uit een eindig aantal letters 
bestaat. Maar ik hoop, datje niet anders verwacht had. Het is nu eenmaal een eigen-
schap van de taal, dat je geen woorden of uitdrukkingen gebruikt waar in de meest 
letterlijke zin van het woord geen eind aan komt. 
Een alfabet van 26 letters is niet zo erg veel. In de wiskunde gebruiken we wel meer 
dan die 26 letters. Vooruit dan maar: 26 kleine letters, 26 hoofdletters, 24 griekse 
kleine letters, nog wat griekse hoofdletters, wiskundige tekens zoals + , — , - , / , n , u , 
tien cijfers, haakjes, leestekens, een spatie en verzin maar watje wilt. Hoe het ook zij, 
één ding is zeker, het zijn maar een eindig aantal verschillende tekens. Wat voor taal 
je ook bedenkt, het aantal tekens waaruit de woorden en uitdrukkingen samengesteld 
zijn, is eindig. Anders zou het onmogelijk zijn de taal ooit te leren en zou je hem dus 
ook niet kunnen gebruiken. 
En nu zie je het verder wel. Of er nu 26 tekens of 1000 tekens zijn, doet er weinig toe. 
De namen die je met 1000 tekens kunt maken, kun je net zo in een rij zetten als de 
namen met 26 tekens. Eerst 1000, dan 1000 ,̂ dan 1000 ,̂ enz. 
Hoe gecompliceerd je je taal en hoe lang je je uitdrukkingen wilt maken, je kunt altijd 
maar een aftelbaar oneindig aantal dingen van een naam voorzien. 
En dus kun je geen taal bedenken waarin elk reëel getal een privé-naam heeft. 
Daarom ben je ook steeds weer nieuwe reële getallen tegengekomen. Eerst de rationale, 
toen de wortels, de logaritmen, de waarden van de goniometrische functies, het 
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getal TT. En denk maar nooit dat je ze allemaal gehad hebt, want je weet nu dat dit 
niet kan. 
Toch wel even om duizelig van te worden. Zo'n grote familie, dat je, al had je een 
miljoen klanken en mocht je namen bedenken waarvoor je jaren nodig zou hebben 
om ze uit te spreken, je ze niet allemaal een naam zou kunnen geven. 

Denkertjes 

46 Op blz. 109 zijn we uitgegaan van een rij reële ge-
tallen tussen O en 1. We zagen, dat dit nog niet alle 
reële getallen tussen O en 1 konden zijn en dat we 
er nog één konden fabriceren dat niet in de rij 
voorkwam. Als we dit nieuwe getal nu aan de rij 
toevoegen, b.v. door het bovenaan te plaatsen, 
zouden we ze dan allemaal hebben? 

47 Zouden we op precies dezelfde manier als op blz. 109 
gebeurd is, ook kunnen bewijzen dat het niet 
mogelijk is alle rationale getallen tussen O en 1 in 
een rij te plaatsen? (Ik hoop van niet, want we heb-
ben ook al bewezen, dat het wel kan.) 

48 Hoeveel driehoeken kun je in een gegeven cirkel 
beschrijven? 
En hoeveel daarvan zijn gelijkzijdig? 

49 Je weet dat de vermenigvuldiging de commutatieve 
eigenschap heeft, dus dut pq = qp. Deze eigenschap 
geldt voor natuurlijke getallen, dus voor eindige 
kardinaalgetallen. Maar het is niet vanzelfsprekend, 
dat ze ook voor oneindige kardinaalgetallen geldt. 
Ik kan je geruststellen; het is wel zo. Toch zou ik 
het leuk vinden als je zelf eens uitvond, dat werkelijk 
b.v. 
a • c = c • a 
Je hebt bewezen, dat a • c = c door a verzamelingen 
te kiezen elk met kardinaalgetal c en te laten zien, 
dat het kardinaalgetal van hun vereniging ook c is. 
Probeer nu eens c verzamelingen te vinden elk met 
kardinaalgetal a waarvan je kunt aantonen, dat hun 
vereniging ook het kardinaalgetal c heeft. 

115 



Rekenen met kardinaalgetallen 

Rekenen met a 

Rekenen met kardinaalgetallen kun je al lang, ten minste als ze maar eindig zijn. 
Van de juffrouw heb je in de eerste klas van de basisschool al geleerd: 
3 eendjes en 5 eendjes zijn samen 8 eendjes. 
Laten we nu eens wat minder juflfrouwelijk zeggen, hoe je twee eindige kardinaal-
getallen optelt. Noem ze p en q. Kies een verzameling P met p elementen en een ver-
zameling Q met q elementen. De twee verzamelingen mogen geen element gemeen 
hebben. Dan is 

p "{- q het kardinaalgetal van V vj W 

Een intelligente manier om over eendjes te praten. En, wat belangrijker is, een manier 
om de optelling van kardinaalgetallen te definiëren die je ook kan toepassen, als de 
kardinaalgetallen niet eindig zijn. 
We gaan het proberen met a + L 

{1, 2, 3, . . .} heeft als kardinaalgetal a 
{0} heeft als kardinaalgetal 1 

en dus 

{O, 1, 2, 3, . . .} heeft als kardinaalgetal a + 1 

Waarmee we aangetoond hebben, dat a + 1 = a 

Precies zo bewijzen we, dat voor elke /j e IN geldt a + n = a 

Nu a + a. 

{O, 2, 4, . . .} heeft als kardinaalgetal a 
{1, 3, 5, . . .} heeft als kardinaalgetal a 

en dus 

{O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, . . .} heeft als kardinaalgetal a + a 

Waaruit volgt: a + a = a. 

Nog even een grapje ertussendoor. De volgende anecdote laat zien, dat a + 1 = a 
plezierige toeristische consequenties kan hebben. Op de Veluwe staat een hotel dat 
zo in trek is, dat men het aantal bedden tot aftelbaar oneindig heeft uitgebreid. Toch 
is het soms 's avonds helemaal vol. Op een fraaie zomeravond was dit weer het geval. 
Laat kwam nog een doodvermoeide toerist aangewandeld en verzocht om onderdak. 
De man zag er zo uitgeput uit, dat de hotelhouder hem niet durfde weigeren. Maar 
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plaats was er niet. Wat nu? De hotelier verzocht zijn gasten allemaal één bed op te 
schuiven. De gast uit bed 1 ging slapen in bed 2, die uit bed 2 in bed 3, enz. Zo kregen 
alle aanwezigen weer een bed en werd het eerste bed vrijgemaakt voor de nieuw 
aangekomene. Zodat het toch maar erg gelukkig is, dat a + 1 = a. 
Optellen met c zullen we straks ook proberen. Daarvoor gaan we liever met de 
vermenigvuldiging beginnen. Eerst weer de juffrouw. 

Hier heb ik 3 eendjes 

en nog 

en hier nog 3 

en nog 3 

Dat zijn samen 4 keer 3 eendjes. En dus: 4 keer 3 is 12. 
Nu een beetje volwassener. Neem twee eindige kardinaalgetallen p en q. Neem p 
verzamelingen die allemaal q elementen hebben (ze mogen twee aan twee geen ele­
ment gemeen hebben). Dan is 
p ■ q het kardinaalgetal van de vereniging van al deze p verzamelingen. 
En weer kunnen we de definitie ook toepassen, als de kardinaalgetallen niet eindig zijn. 
We gaan het proberen. Eerst rekenen we uit 5 • a. 

{O, 5, 10, 15, 20, . 
{1, 6, 11, 16, 21, . 
{2, 7, 12, 17, 22, . 
{3, 8, 13, 18, 23, . 
{4, 9, 14, 19, 24, . 

heeft als kardinaalgetal a 
a 
a 
a 
a 

De vereniging van deze 5 verzamelingen is IN. Dus 
de vereniging van deze 5 verzamelingen heeft als kardinaalgetal a. 
Waarmee we gevonden hebben, dat 

5 • a = a 

Precies zo zien we, dat voor elke n e Z+ geldt 

« • a = a 

We kunnen nu de moeilijkheid oplossen die we op blz. 106 zijn tegengekomen. We 
zagen daar, dat er evenveel gehele als natuurlijke getallen zijn en vonden ook, dat er 
2 maal zoveel gehele getallen als natuurlijke zijn. We zien nu, dat dit geen wonder is. 
Er zijn a natuurlijke getallen. 
Er zijn ook a gehele getallen. 
Maar 2 ■ a = a en dus kun je ook zeggen, dat er 2 maal zoveel gehele getallen zijn als 
natuurlijke. 
Nu moeten we nog uitvinden hoeveel a • a is. Dat is niet lastig. Kijk maar eens op 
blz. 107. Daar hebben we a rijen kruisjes onder elkaar gezet. Elke rij bestond uit a 
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kruisjes. We hebben gezien, dat het totaal aantal kruisjes van al die rijen ook weer a 
was. Dus is 

a • a = a 

Rekenen met c 

Tot slot gaan we met c rekenen. De eerste vraag die we stellen, is: waaraan is c -f 1 
gelijk? Natuurlijk gelijk aan c, want als je in het veen zit kijk je niet op een turfje. 
Maar we zitten nu eenmaal niet in het veen en dus zullen we moeten bewijzen, dat het 
heus zo is, al zijn we nog zo overtuigd. De volgende film laatje zien, dat het klopt. 

/ 
dit is die ene nieuwe Fig. 8 

Eerst hadden we c punten (een hele lijn); we hebben er a dik gemaakt. 
We hebben er a uitgehaald. 
Die schuiven we 1 plaats naar rechts. 
De ene nieuwe zetten we ervoor. 
En nu schuiven we ze weer terug in de oude gaten. 
Je ziet, dat inderdaad 

0 + 1 = c 

Op dezelfde manier laat je zien, dat voor elke « e IN geldt 

c + « = c 
en ook zelfs, dat 

c + a = c 

Nu gaan we vermenigvuldigen. We beginnen met het open lijnstuk OE, dat als 
kardinaalgetal c heeft. Doe het punt O erbij. Omdat c + 1 = c blijft het kardinaal-
getal dan c. Het kardinaalgetal van het lijnstuk OE met O er wel en E er niet bij is 
dus nog altijd c. 
Je herinnert je, dat het er niets toe deed, waar je begon met op de getallenlijn de 
punten O en £ te kiezen. Dus: 
het kardinaalgetal van elk links gesloten en rechts open lijnstuk is c. 
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En dat is een heerlijk resultaat, want dergelijke lijnstukken kun je zo makkelijk aan 
elkaar plakken. Kijk maar: 

­o 
­o Fig. 9 

Waarmee je ziet, dat 

2­ c = c 

(en natuurlijk ook, dat c + c = c). 
Hiermee is meteen het raadsel van figuur 1 en figuur 2 (op blz. 101) opgelost. Het lijn­
stuk AB heeft c punten. 
Het lijnstuk ^4,02 heeft 2 maal zoveel punten. Maar 2 • c = c. 
En dus zijn het er ook evenveel. 
Op precies dezelfde manier als je gezien hebt, dat 2 • c = c, zie je, dat voor elke 
« e Z+ geldt 

« • c = c 

Je hoeft dan alleen maar n lijnstukken aan elkaar te plakken. Als je lijm genoeg hebt, 
kan je er ook best aftelbaar oneindig veel aan elkaar plakken. Dan vind je, dat 

a • c = c 

Nu c ■ c. Dat is het aantal punten van het hele vlak. Denk je maar in het vlak een 
coördinatenstelsel aangebracht. Dan kun je het vlak opgebouwd denken uit c horizon­
tale lijnen, die elk uit c punten bestaan. Dus totaal uit c • c punten. We worden nu 
wel nieuwsgierig waar c • c aan gelijk zal zijn. 
Laten we nog even de tanden op elkaar zetten en hier induiken. 

Fig. 10 

In figuur 10 is een vierkant OE1FE2 getekend. Op de x­as is Ei het eenheidspunt en op 
de >'­as £2­ Het vierkant is gedeeltelijk open. De punten £1 en £2 en de lijnstukken 
£,£en £2£doen niet mee. 
Het aantal punten van 0£ , is c. 
Het aantal punten van het vierkant is c • c. 
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Nu gaan we koppelen. Kies een willekeurig punt P van het vierkant. Dit punt heeft 
een x- en een j^-coördinaat, die allebei beginnen met O-komma. B.v. 
Xp = 0,307856227 . . . 
jp = 0,845271053 . . . 
Uit deze twee getallen vormen we een nieuw getal door te beginnen met O-komma, 
dan de eerste decimaal van Xp, de eerste van j , , , de tweede van Xp, de tweede van jp, 
en zo maar steeds verder. Dit nieuwe getal is dus 
0,380475825761202573 . . . (1) 
En nu koppelen we P met het punt P' van het lijnstuk 0£ , waarvan de x-coördinaat 
het getal (1) is. Zo krijgen we een koppeling van alle punten van het vierkant met alle 
punten van OE^. Vierkant en lijnstuk hebben dus evenveel punten, d.w.z. 
c • c = c 

(Je hebt toch wel begrepen, hoe je, als je met P' begint, het bijbehorende punt P 
krijgt?) 
Nu is het een peuleschil na te gaan, hoeveel punten er in de ruimte zijn. Het is 
duidelijk, dat het aantal punten in de ruimte is 
c • c • c 

We gaan om dit uit te rekenen gewoon rekenregels toepassen: 
C - C - C = ( C - C ) ' C = C - C = C 

(omdat we gezien hebben, dat c • c = c). 
Het aantal punten in de ruimte is dus ook o. 
Er liggen dus evenveel punten in de ruimte als op een lijnstuk. 
Nu nog een slotvraag, maar die wil ik niet zelf beantwoorden. Zou je een aftrekking 
van kardinaalgetallen kunnen definiëren? Hoe zou je dat willen doen? Zou dat een 
gewone aftrekking worden of zou die aftrekking toch wel wat rare eigenschappen 
hebben? Als je zin hebt, pieker er dan maar eens over. 

Denkertje 
50 Is er een kardinaalgetal dat groter is dan alle na-

tuurlijke getallen en kleiner dan a? Of is a het klein-
ste oneindige kardinaalgetal? Een moeilijke vraag, 
maar misschien kun je eruit komen. 
Een volgende vraag is natuurlijk: is het eerstvol-
gende oneindige kardinaalgetal na a het kardinaal-
getal c? Maar wees gerust, ik zal je niet vragen daar 
een antwoord op te vinden. Lange tijd hebben veel 
wiskundigen zich daar het hoofd over gebroken, 
maar onlangs is bewezen, dat we het antwoord 
schuldig moeten blijven. Men kan niet bewijzen, dat 
er geen kardinaalgetal tussen a en c is, maar even-
min dat er wel een is. 
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