
jaargang 13 1973/1974 

. % 
Pythagoras 

wiskundetijdschrift 
voor jongeren 





Vissen in eigen water°° 

Schoolwerk in orde? Huishoudelijke taken naar behoren afgemaakt? Niets meer te 
doen? Dan gaan we vissen. In de diepe wateren van de menselijke geest wemelt het van 
wiskundige ideeën. Het is maar de kunst ze te vangen. Daar is allereerst rustig nadenken 
voor nodig. In die stilte komen de ideeën naar boven. Naar de oppervlakte in ons bewust 
bestaan. Meestal melden zich eerst heel simpele, zoals bijvoorbeeld 'een hoek tekenen' en 
'loodlijnen trekken'. Daarna volgen vanzelf verrassender vangsten. 
We beginnen met die genoemde begrippen. 

In figuur \ is L A getekend. Uit punt P^, willekeurig gekozen op been /, is de loodlijn 
P^P2 neergelaten op m. Daarna de loodlijn/'j^s op / en vervolgens/'3F4 weer op m, enz. 
De loodlijnlengten hebben nul tot limiet. 

Fig. 2 

Alles is eenvoudig gebleven. De vangst lijkt nietig. Wat doen we er mee? In elk geval niet 
weggooien. Laten we een soortgelijke procedure eens toepassen in een gelijkzijdige drie-
hoek. Figuur 2 laat het zien. Getrokken zijn de loodlijnen CPi, P1P2, P2P3, /'3^4, enz. 
Opnieuw een doorzichtige opbouw. Maar let op: P(,Pi blijkt geklemd tussen twee eerder 
getrokken loodlijnen en dat gebeurt ook met alle volgende. Waar komen ze terecht? Waar 
belandt tenslotte ƒ"„- i-̂ n voor n -^°°1 
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In figuur 3 is nog eens het begin weergegeven. Stel de zijde van driehoek ABC heeft 
lengte 1. 

Fig. 3 

Dus: APt ='2, AP2 =\, CP2 = 1 , CP, =: 

Meer overzichtelijk genoteerd: 
BP, AP. CP, BP. AP, CP, BPn 

1 1 
Ti 

2 1 
6^ 

Zo op het oog is dit een raadselachtige rij. Nauwkeuriger bekijken doet echter een wet-
matigheid duidelijk worden: Na de eerste breuk ontstaat een volgende teller steeds als 
verschil van de noemer van de vorige breuk en de bijbehorende teller uit die breuk. 
We schrijven dan ook: 

2° -1-2L 
•1 ~ 2 - 2 ' "̂2 - 4 .,2 ^3 - g ^ 3 

, _ 5 _25 - 2 ^ + 2 ' - 2 " 
' 4 - 1 6 - 2 

2 " - 1 _ 2"^^ + 2"~^ 1 1 j . 1 1 4. 1 
2 - 4 + g - r 6 + T i 

Waaruit: lim t, _ 2 _ 1 

Dus de afstand van B tot het limietpuntP op zijde ^/? is 3. Dat geldt ook voor de 
overeenkomstige afstanden vanaf ^ en C. 
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Fig. 4 

Een nieuw idee: 'loodlijnen oprichten'. In figuur 4 heeft dit gestalte gekregen. In dezelfde 
richting zijn loodlijnstukken van gelijke lengte opgericht. AAiBiCj is weer gelijkzijdig. 

Fig. 5 

Herhaling is hier de beste tekenmeester. Het aardige resultaat openbaart zich in figuur 5. 
Bekijken is de moeite waard en dat schept nieuwe associaties en roept interessante vragen 
op: 
Wat gebeurt er met de steeds kleiner wordende driehoeken? Heeft de grootte een limiet 
en zo ja, welke? Is het loodlijnstuk zo te kiezen, dat de driehoeken congruent blijven met 
de begindriehoek? 
En als dat zo is, hoe wordt dan de figuur als het loodlijnstuk langer wordt gekozen? 
Tekenaars en rekenaars onder de lezers, maak een keus en ga aan het werk. 
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We gaan nog eens vissen binnen een gelijkzijdige driehoek. Van allerlei probeersels intri-
geert het meest figuur 6. Op het eerste gezicht niets bijzonders, maar de regelmaat doet 
vermoeden, dat er een of andere herhalingsbewerking in zit. En dat is vaak een zeer 
vruchtbare. 
Een flitsend idee: Laat het middelste deel van elke zijde weg. Daaruit ontstaat figuur 7. 

Fig. 6 Fig. 7 

De 'repetent'bewerking wordt: 
De zijde in drie gelijke delen verdelen. Op het middelste deel naar de binnenkant weer een 
gelijkzijdige driehoek eonstnieren. Dat middelste deel weglaten. 
Herhaalde toepassing schept de figuren 8, 9, 10 en 11. 

Fig. 8 Fig. 9 

Fig. 10 Fig. I l 
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Opnieuw komt een school gedachten naar de oppervlakte: 
Hoe ontwikkelen zich de omtrekken van de opeenvolgende figuren? Is er een limiet? 
Wat biedt een onderzoek naar de oppervlakte van de ingesloten vlakdelen? 
Welke figuur ontstaat als de gelijkzijdige driehoek op het middelste lijnstuk naar buiten 
wordt gekeerd? 
We stoppen, waar we begonnen. 

Schoolwerk af? Geen andere verplichtingen? Niets meer te doen, zeg je? Ga vissen. 
Soms heb je beet, je haalt op, en je vindt de buit ondermaats. Toch niet weggooien. 
Uit het bovenstaande blijkt wel: Kleine vangsten hebben grotere gevolgen. Blijf vissen in 
de rijke wateren van je eigen geest. Een mens is vaak veel kreatiever, dan hij van zichzelf 
denkt. 
Een laatste goed idee: Stuur originele vangsten naar het redaktiesecretariaat. Daar zijn ze 
welkom. 

Denkertjes 

30 Het trekken van opeenvolgende loodlijnstukken zo-
als in figuur 2 kan ook in een regelmatige achthoek 
worden toegepast. Vind zelf de uitvoering daarvan. 
Als die loodlijnstukken fj, t2, t^, zijn, be-
reken dan lim t„. Stel de lengte van de zijde van de 
achthoek 1. 

31 Stel in figuur 4 de lengte van de zijde van de eerste 
gelijkzijdige driehoek is 1. Hoe lang moet het telkens 
op te richten loodlijnstuk zijn, opdat de nieuwe ge-
lijkzijdige driehoeken congruent zijn met de eerste? 

32 Bepaal een reeksontwikkeling van de omtrekken Oi, 
O2, O3, 0„ van de figuren 8, 9, 10, 11 en 
daarop volgende bij voortzetting van de constructie. 
Bepaal en eventuele limiet van 0„ voor n^°°. Stel de 
lengte van de zijde van de eerste figuur is 1. 
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Het kerende lijnstuk van Besicovitch°° 

Dit verhaal gaat over een lijnstuk, dat vrij bewegen kan in een gegeven vlak (net zoals je 
een naald kunt laten schuiven en draaien over een tafelblad). En dat lijnstuk moet gekeerd 
worden: het oog van de naald moet komen te liggen waar de spits lag en omgekeerd. 

Figuur 12 maakt je wellicht duidelijk wat er met dat 
'keren' bedoeld wordt. Eerst lag de spits van de naald bij 
A en het oog bij B. En na enig zwerven komt het oog bij 
A te liggen en de spits bij B\ 
Nou is het met kerende lijnstukken net eender als met 
kerende auto's: het is geen kunst om veel ruimte te ge-
bruiken, maar wel om weinig ruimte te gebruiken! Het 
rode 'keergebied' in figuur 12 is zeker veel groter dan 
nodig is, bijvoorbeeld! 

De Russische wiskundige Besicovitch beantwoordde met Fig. 12 
veel vernuft de vraag: hoe groot is de minimale opper-
vlakte van een keergebied van een lijnstuk met de 
lengte 1. Zijn oplossing van dat probleem is het onder-
werp van dit artikel. 

Maar zullen we niet liever eerst zelf eens wat proberen? 
Laat het lijnstuk 180° draaien om één van zijn eindpun-
ten. Dan kan het daarna zonder nog meer oppervlakte te 
gebruiken terug glijden naar zijn oorspronkelijke plaats, 
waar het 'gekeerd' aankomt. 

Het keergebied is een halve cirkel met straal 1. En de 
oppervlakte daarvan bedraagt JTT. (Figuur 13) 

Fig. 14 

In het tweede probeersel laten we het lijnstuk weer 180° 
draaien, maar ditmaal om zijn middelpunt. Terugglijden 
is dan niet eens nodig! Het keergebied is ditmaal een 
hele cirkel met straal^. En daarvan bedraagt de opper-
vlakte slechts 57r! (Figuur 14) 
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In figuur 15 lag onze naald aanvankelijk langs de zijde AB 
van de gelijkzijdige driehoek, met de spits in^ . Hij werd 
om A gedraaid over 60° en kwam dus langs de zijde/IC 
te liggen. Nu wordt hij langs ̂ C een eindje opgeschoven, 
tot het oog in C komt. Dan volgt een draaiing om C over 
60°, zodat de naald langs CB komt te liggen. De spits 
schuift naar B toe, weer een draaiing over 60° en ten-
slotte laten we het oog naar A glijden. En de naald is 
gekeerd! 

Hoe groot is nu de oppervlakte van de gelijkzijdige drie-
hoek, die ditmaal het keergebied is? Elke hoogtelijn van 
die driehoek heeft de lengte 1, dat is wel duidelijk! Wel, 
dan volgt daar gemakkelijk uit dat de zijden van die 
driehoek de lengte IVS hebben en dat zijn oppervlakte 
3V3 bedraagt. 

Is dat nu een verbetering van ons eigen record of niet? 

è7T=*| X 3,14 =«0,78 
W3=^3 X 1,73 SS 0,58 

Het is inderdaad een recordverbetering! En in zekere zin 
is het zelfs een wereldrecord, dat we daar gevestigd heb-
ben! Want er is bewezen (al vóór Besicovitch zich met 
dit probleem bemoeide) dat een convex keergebied geen 
kleinere oppervlakte kan hebben dan die \\JV. 

Een gebied G heet convex als voor elk tweetal punten A 
en B van G geldt, dat het gehele lijnstuk AB deelver-
zameling van G is. 
Het keergebied van figuur 12 was niet convex, de andere 
drie waren dat wel. 

Het is heel waarschijnlijk, dat Besicovitch gemijmerd 
heeft: Nergens staat te lezen of je met niet-convexe keer-
gebieden wèl beneden die grens van \\/3 kunt komen 
. . . zal wel niet zo gemakkelijk zijn om dat uit te vissen 
. . . moest ik toch maar eens proberen . . . 
En waar dat toe leidde, dat gaan we nu navolgen. Maar 
ga gerust je gang als je eerst wat experimenteren wilt! 
Wij zijn (op papier) altijd heel geduldig! 



Knip en schuifwerk 

In deze paragraaf kan het kerende lijnstuk even buiten onze gedachten blijven. We gaan 
namelijk een hulpstelling bewijzen, die op zichzelf met dat kerende lijnstuk niets te 
maken heeft, maar straks bij de oplossing van ons probleem gebruikt zal worden. 

Stel je een tafel voor, waar een driehoekig stuk papier op ligt. Laten we aannemen, dat die 
papieren driehoek een oppervlakte heeft van één vierkante meter. 
Je mag de papieren driehoek in stukken knippen en daarna die stukken verschuiven; 
daarbij mogen die stukken boven op elkaar komen te liggen. Is het mogelijk dat knip- en 
schuifwerk zo te doen, dat tenslotte nog slechts één vierkante millimeter van de tafel-
oppervlakte bedekt is? 

Natuuriijk is dat mogelijk! Denk je die driehoek maar uit een groot millimeterpapier 
gemaakt. Knip alle roosterlijnen van dat papier dan door en stapel alle stukjes boven op 
elkaar. Een klein kunstje dus! 

Fig. 16 Fig. 17 

Goed, we maken het een beetje moeilijker. Er komt een spelregel bij: je mag alleen maar 
knippen zoals in figuur 16, zodat de kniplijnen van één bepaald hoekpunt naar de over-
staande zijde lopen. Als stukken krijg je dan een willekeurig aantal driehoeken en die zijn 
in figuur 17 nog eens over getekend. Let er op, dat die deeldriehoeken alleen maar 
verschoven zijn! 

Zou je nu ook weer het knip- en schuifwerk zo kunnen uitvoeren, dat er tenslotte slechts 
één vierkante millimeter van de tafel bedekt is? 
Onze hulpstelling zegt, dat dat inderdaad mogelijk is. Sterker nog: zelfs als je knipt zoals 
in figuur 16, dan kun je toch de uiteindelijk bedekte oppervlakte van de tafel zo klein 
maken als je wilt! Als je het aantal stukken maar groot genoeg maakt . . . 
En die hulpstelling gaan we nu bewijzen. 
We kiezen één of ander positief geheel getal m en verknippen onze driehoek in 2"' 
deeldriehoekjes met gelijke oppervlakte. In de figuren 16 en 17 is3 gekozen voorm, er zijn 
daar 2^ = 8 deeldriehoekjes. 
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Het eerste schuifwerk-karwei is het twee aan twee en buur aan buur samenvoegen van die 
2*" deeldriehoekjes. Er ontstaan 2*"" ' figuren die afgebeeld zijn in figuur 18. Dat samen-
voegen gebeurt zo, dat de lijnstukken, die de deeldriehoek van Si afsnijden, op elkaar 
komen te liggen (ze zijn alle 2'" even lang!). Met de 2'" driehoekjes boven s^ gebeurt 
hierbij eigenlijk niets bijzonders. Ze komen alleen in een andere volgorde te liggen. Maar 
de trapezia, die oorspronkelijk tussen s^ en Xj lagen in figuur 17, komen nu over elkaar 
heen te liggen: er ontstaan 2 " ' - ' parallellogrammen in figuur 18. Dat betekent een 
oppervlaktevermindering! 

Fig. 18 Fig. 19 

Nu komt het tweede schuifwerk-karwei. De 2 " " - ' gedrochten uit figuur 18 worden twee 
aan twee en buur aan buur over elkaar heen geschoven. En wel zo, dat de lijnstukken, die 
deze gedrochten van .S2 afsnijden samen gaan vallen. Het resultaat zie je in figuur 19: 2 ' " -2 
nog gekkere misbaksels! 
Bij dit schuifkarwei zijn de driehoekjes boven SQ alweer in een andere volgorde komen te 
liggen en datzelfde gebeurde ook met de parallellogrammen tussen SQ en s , . De 2^"^ ' 
trapezia, die in figuur 18 tussen ^i en S2 lagen, zijn in figuur 19 geworden 2 '"~ ^ parallello-
grammen. Alweer een oppervlaktewinst! En ook in figuur 19 liggen er onder 2̂ nog 
steeds trapezia. 

Fig. 20 

Bij het derde schuifkarwei worden de trapezia tussen S2 en .S3 op dezelfde basis gescho-
ven, bij het vierde gebeurt dat met de trapezia tussen s^ en s^, enzovoorts enzoverder. En 
na het w-de schuifkarwei is uit de vele deeldriehoekjes tenslotte weer één nieuwe, niet-
convexe figuur ontstaan. Hij ziet er boom-achtig uit en figuur 20 geeft je er een indruk 
van. Boven SQ vind je daar nog altijd de 2'" kleine driehoekjes. Daaronder zie je w lagen 
parallellogram-takken. En onder s^ ligt het laatste overgebleven trapezium, de voet van 
de boom. 
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Maar hoe is het nu inmiddels met de oppervlakte van de tafel, die door onze boom bedekt 
wordt? 

Fig. 21 

Om je daar een indruk van te geven is figuur 21 getekend. Daar vind je niet de parallello-
grammen van figuur 20 in terug, maar wel rechthoeken, die dezelfde oppervlakte hebben 
als die parallellogrammen! En de 2"' driehoekjes aan de toppen van de takken zijn weer 
in hun oorspronkelijke volgorde geplaatst. Dat alles is binnen de oorspronkelijke driehoek 
van figuur 16 gebracht. Snijd je nu ook nog een rechthoek uit het trapezium onderaan en 
voeg je de twee afgesneden brokken aan de bovenkant toe (stippellijnen), dan kom je tot 

2 
de conclusie dat de totale oppervlakte van de boom gelijk is aan —T^'de deel van de 

oppervlakte van de driehoek waar we mee begonnen. 
En daar blijkt dan uit dat je de door de boom bedekte oppervlakte zo klein kunt maken 
als je wilt, doorm voldoende groot te kiezen! 

Finale 

We keren nu terug tot het kerende lijnstuk van Besicovitch. En daarvoor stellen weje 
eerst voor aan figuur 22 een driehoek, waarin een halve cirkel met straal 1 past. Dat is 
een passend keergebied voor een lijnstuk van de lengte I, zoals je je zult herinneren uit 
het eerste voorbeeld uit het begin van dit verhaal. Het kerende lijnstuk ligt bijvoorbeeld 
eerst op OP, komt dan na een draaiing van 180° in de stand OQ en glijdt daarna terug 
naar de stand PO. 

Fig. 22 

P B 
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Nu wordt deze driehoek/15C eerst verdeeld in twee stukken, namelijk de driehoe-
ken OBC en OAC. Elk van die twee deeldriehoeken wordt daarna behandeld op de ma-
nier, die in de vorige paragraaf beschreven is. Hij wordt in 2'" deeldriehoeken verknipt en 
wel door te knippen volgens lijnen uit O (in figuur 22 is w = 2). Uit die deeldriehoeken 
verkrijgen we door schuiven een 'boom'. En nu zorgen we er voor, dat in de eerste boom 
het lijnstuk OB op zijn plaats is blijven liggen en dat in de tweede boom het lijnstuk OA 
op zijn plaats is blijven liggen! We kunnen daarvoor zogen, omdat we immers de hele 
boom kunnen verschuiven! 

De enige moeilijkheid, die nu nog overblijft, is slechts een kleine: de door de twee bomen 
samen gevormde figuur is geen keergebied! Binnen elke deeldriehoek kan het kerende 
lijnstuk ongehinderd zijn gang gaan. Maar hoe komt het van de ene deeldriehoek naar zijn 
opvolger? En dat mag dan een kleine moeilijkheid zijn (voor Besicovitch), maar er zijn 
2 keer 2*" deeldriehoeken en dus moeten we dat probleempje 2"''^1 - 1 keer oplossen! 

Welnu, in figuur 23 zie je twee opvolgende deeldriehoeken afgebeeld. In de bomenfiguur 
zullen ze wel over elkaar heen moeten liggen, maar ze zijn hier naast elkaar getekend om 
de knappe oplossing van Besicovitch begrijpelijker te maken. Dat maakt, zoals je zien zult, 
in principe geen verschil uit voor zijn redenering. 

Het kerende lijnstuk zou in de stand KX^ zijn reis door dit tweetal driehoeken moeten 
beginnen en dan eerst moeten draaien naar de stand KX2. Op de een of andere manier 
zou het dan 'over moeten springen' naar de stand LX^ (waarbij de lijnstukken KX2 en 
LXi gelijk en gelijk gericht zijn). Om daarna te vervolgen met een draaiing naarLZ4. 

In plaats van het lijnstuk te laten draaien tot KX2 laten we hem slechts tot KY2 gaan. 
Dan glijdt het zonder oppervlakte te verslinden naar AfZj om een draaiing te beginnen die 
het in de stand MZ^ brengt. Het kan dan snel terugglijden naar LY^ om zijn weg te 
vervolgen naar LX4. 
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Je hebt het begrepen, dat we de sector MZ^Z^ aan onze bomenfiguur toevoegen om een 
bruikbaar keergebied te krijgen. De middelpuntshoek van die sector noemen we 0. En je 
zult gezien hebben, dat we die 4> zo klein kunnen kiezen als we willen. 
Deze toevoeging van een sector gebeurt, zoals hierboven al opgemerkt werd, niet één keer 
maar 2̂ ""̂ ^ 1 keer. En wel elke keer met dezelfde middelpuntshoek 0. 

Zo krijgen we tenslotte een bruikbaar keergebied voor ons lijnstuk. Het bestaat uit 
- ten eerste twee boomfieuren, die samen een oppervlakte van ——r van de tafel bedek­

° m + Z 
ken (of minder als ze elkaar overiappen); hierin is A de oppervlakte van de drie­
hoek/1/^C uit figuur 22; 

­ ten tweede 2'"'^^ - 1 sectoren met straal 1 en middelpuntshoek 0; die bedekken 
samen een oppervlakte j{2"''^^ - \)(p van de tafel (of minder als ze elkaar of de 
boomfiguren overiappen). 

En als je nu een keergebied wilt krijgen, waarvan de totale oppervlakte niet groter is dan, 
zeg, B: 

IA R dan kies je eerst m zo groot, dat ——r kleiner is dan — en daarna (p zo klein, dat 
■> ° m + 2 i 

^(2"!+ 1 _ 1)0 ook kleiner is dany. 

Het eindresultaat is dus dat er geen minimale oppervlakte bestaat van de keergebieden! 
Als je tevreden bent met niet­convexe keergebieden, dan kun je ze zo klein maken als je 
wilt! 
Ziedaar de vernuftige oplossing, die Besicovitch een paar fientallen jaren geleden gaf van 
dit vreemde en boeiende probleem! 

Denkertje 

33 Een peleton soldaten marcheert in een vierkante for­
matie van 9 x 9 meter in een vaste richting evenwij­
dig één van de zijden van het vierkant. De peletons­
mascotte, een hondje, rent rond de formatie, begin­
nend in een hoek, vlak langs de buitenste soldaten en 
zonder snelheidsvermindering bij de hoeken. Zijn 
snelheid is tweemaal die van een marcherende sol­
daat. Wat is de lengte van de weg die de mascotte 
aflegt bij één volledige rondgang? 

Fig. 24 

t : : : : : : : : : 
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Test jezel f . . . . en anderen° 

Hier volgen drie vraagstukken, waaraan je je scherpzinnigheid kunt toetsen. Eerst een niet 
te moeilijk stereometrisch probleem, daarna het raden van een getal met behulp van twee 
horloges en als derde een eigenaardige manier van rekenen, waarbij je beide handen als 
rekenmachine fungeren. De bijpassende denkertjes laten je zoeken naar de wiskundige 
achtergrond. Als je eenmaal de antwoorden weet, kun je op je beurt je vrienden of 
vriendinnen er weer mee bezig houden. 

Eén lichaam door twee verschillende openingen 

In een stuk karton zijn twee gaten gemaakt. Het ene gat heeft de vorm van een rechthoek, 
lang 4 en breed 1. Het andere gat is cirkelvormig met straal 2. Welk lichaam kan precies 
door de ene opening worden geschoven, maar ook precies door de andere? (Figuur 25) 
Deze vraag is niet zo moeilijk te beantwoorden, maar omdat ook het eenvoudige voor een 
overigens handig mens soms onvindbaar is, staat de oplossing op pag. 94. 

Fig. 25 

Een getal raden 

Jan: 'Piet, jij neemt een uur in gedachten en wijst dat - voor mij onzichtbaar - op je 
horloge aan. Denk je bijvoorbeeld aan 7 uur, dan wijs je het getal 7 aan. Ik zal op mijn 
eigen horioge ontdekken aan welk uur jij denkt. Telkens als ik op de tafel klop, tel jij één 
verder. Zodra je bij 20 bent aangekomen, stop je. Daarna weet ik, waar jij begonnen bent'. 
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Eerste spel: 

Piet denkt aan vijf uur en wijst op zijn horloge het getal vijf aan. Jan wijst op zijn horloge 
een willekeurig getal aan. In de volgende tabel is de gang van zaken verder aangegeven. 

Jan Piet Jan Piet 

klopt wijst aan wijst aan klopt wijst aan wijst aan 

k, 2 6 k, 11 14 
k2 8 7 kio 10 15 
^'3 12 8 A-.i 9 16 
k, 1 9 k,2 8 17 ' 
ks 4 10 k,3 7 18 
ke 10 II k\ 4 6 19 
kn 3 12 ^ . 5 5 20 
ks 12 13 einde 

Na Â ,5 zegt Piet: 'stop'. Je ziet, dat Jan dan juist 5 aanwijst, het beginuur van Piet. 
Heb je het geheim van Jan nog niet ontdekt? Misschien lukt dat wel bij het volgende 
voorbeeld. 
Jan zegt: 'Nu stoppen bij 15'. 
Piet neemt het getal 7 in gedachten. 

Jan Piet 

klopt wijst aan wijst aan 

^1 1 8 
k2 6 9 
A-3 12 10 
k, 11 II 
ks 10 12 
k, 9 13 
kn 8 14 
k, 7 15 

einde 

Controleer je oplossing op pagina 94. 

86 



Een merkwaardig vingerrekenen 

7 x 9 = 

9 x 9 ^ 

V 
60 + 3 = 63 

80 + 1 = 81 

6 x 8 ^ 
tfi 

4 tientallen + 8 eenheden = 48 

> 

De foto's laten een vingerrekenen zien met behulp waarvan produkten van twee gehele 
getallen tussen 5 en 10 worden berekend. Probeer het logisch verband te doorzien. Als de 
drie foto's niet in staat zijn je de goede weg te wijzen, zal pagina 94 je niet in de steek 
laten. 

Denkertjes 

34 Bewijs algemeen, dat als Piet start bij uur a en tellen 
moet tot t{t>\2), Jan v,oIgens bovenstaand voor-
schrift steeds uitkomt bij a. 

35 Bewijs algemeen, dat deze rekcnwijze juist is voor 
het produkt a x b, waarin a en b elementen zijn van 
de verzameling {x ^N\ 5 <x <10} 
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Denkertjes 

36 In een stuk karton zijn drie gaten, waarvan de vor-
men zijn: 

Fig. 26 

a Een vierkant met zijde p 
b Een cirkel met middellijn p 
c Een gelijkbenige driehoek met basis p en hoogte p 
Construeer (teken) een lichaam, dat precies door 
elke opening kan worden geschoven. 

37 Representeer de waarde 1 met behulp van drie de-
zelfde cijfers en één minleken. 

38 Iemand zet telkens de helft van zijn geld in op kruis 
bij het wedden door tossen met een eerlijke munt. 
Nadat hij evenvaak verioren als gewonnen heeft, 
stopt hij. Is zijn bezit nu hoger of lager dan het 
oorspronkelijke? 

39 Een parachutist landt op grote afstand van het Pen-
tagon in Amerika, maar nog wel zo dichtbij, dat hij 
met een sterke verrekijker het gebouw kan zien. Wat 
is de kans dat hij twee zijden van de regelmatige 
vijfhoek te zien krijgt? 
Bij je beschouwing mag je de afiuetingen van het 
gebouw verwaarlozen. 



Twaalfvlak in twintigvlak 
H. J. Struik, Deventer 
Ir. H. Mulder, Breda 

Er zijn vijf regelmatige veelvlakken: 
het regelmatig viervlak (tetraëder), bestaande uit vier gelijkzijdige driehoeken, 
het regelmatig zesvlak (hexaëder), de welbekende kubus, 
het regelmatig achtvlak (octaëder), bestaande uit acht gelijkzijdige driehoeken, 
het regelmatig twaalfvlak (dodecaëder) bestaande uit twaalf regelmatige vijtJioeken, 
het regelmatig twintigvlak (icosaëder), bestaande uit twintig gelijkzijdige driehoeken. 

Fig. 27 

In figuur 27 is een regelmatig twintigvlak getekend dat op één van zijn punten staat. 
Binnen in dit twintigvlak 'zweeft' een regelmatig twaalfvlak. Het is deze figuur die een 
verrassend mooi effect geeft, als hij uit staafjes en draden wordt opgebouwd. 
H. J. Struik, rustend zenuwarts te Deventer, schrijft ons dat hij het model gemaakt heeft 
van gegalvaniseerd ijzerdraad. De diagnonaallijnen maakte hij van wit ijzergaren, dat met 
6?o/zwarte lak zo bewerkt werd, dat de ribben van het twaalfvlak wit uitgespaard bleven. 
Als het model bekeken wordt tegen een dofzwarte achtergrond dan ziet men het twaalf-
vlak zweven in de ruimte van het twintigvlak. De heer Struik wijst ons erop dat de 
'verhouding' 

dodekaéder : icosaëder 

ontdekt werd door Dr. H. A. Naber en Ir. F. J. Vaes. 
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De heer Struik noemt deze 'verhouding' de Stereometrische Gulden Snede. Hij hoopt dat 
vele lezers van Pythagoras het draadmodel zullen bouwen. Hij houdt zich aanbevolen voor 
een afdruk van een foto van het model, 

De regelmatige lichamen kunnen gemakkelijk gemaakt worden uit dun karton. Je moet 
dan eerst een netwerk construeren en wel zo nauwkeurig mogelijk. Door het netwerk uit 
te knippen, te vouwen en in elkaar te plakken ontstaat het regelmatige lichaam. 
Het maken van zo'n kartonnen model is een goede voorbereiding voor het maken van een 
draadmodel. Een draadmodel heeft het grote voordeel, dat men er in en er doorheen kan 
kijken. Als materiaal kun je nemen het rode stugge koperdraad dat voor electriciteitsgelei-
ding gebruikt wordt, of gegalvaniseerd ijzerdraad op maat geknipt of gezaagd. De uitein-
den moeten dan met zoutzuur over enkele millimeters ontdaan worden van hun zinkbe-
kleding. Handiger zijn fietsspaken. Ze hebben het voordeel dat je ze niet eerst hoeft recht 
te trekken. 

Werkwijze voor een twintigvlak 

1 We nemen fietsspaken; deze zijn langer dan 28 cm. Voor het twintigvlak hebben we 
30 staafjes van elk 20 cm nodig. Dus moeten we 30 spaken hebben. We bewaren de 
afgeknipte stukken. 

2 Deze 30 staafjes moeten nu bij de eindpunten aan elkaar gesoldeerd worden. Dat is een 
moeilijk karwei datje wat gemakkelijker kunt maken door eerst een kartonnen bakje te 
makeji in de vorm van een regelmatige vijfzijdige piramide. Teken daarvoor vijf gelijk-
zijdige driehoeken aan elkaar. Zie figuur 28. 

Fig. 28 

Fig. 29 

Plak dan het bakje dicht. Zie figuur 29. Je krijgt dan een kartonnen vijfvlakshoek. Zorg 
ervoor dat je tamelijk dik karton gebruikt en dat de ribben van de vijfvlakshoek iets 
langer zijn dan 20 cm, bijv. 21 cm. 
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3 Vóór men kan beginnen aan het solderen van de staafjes, plaatst men de vijfvlakshoek 
met de punt naar beneden in een ondiepe ronde kom of een wijde vaas met de top naar 
beneden. Vul zonodig de kom of de vaas eerst met zand om de 'trechter' te stabiliseren, 
want van de nauwkeurigheid waarmee dit kartonnen hulpstuk is gemaakt en wordt 
gebruikt hangt het slagen van de onderneming af. 

4 Men legt in de trechter vijf staafjes van 20 cm. Met tinsoldeer dat een harskern bevat 
wordt de eerste druppel in de opening gelegd en de verbinding tussen de vijf staafjes tot 
stand gebracht. 

5 Als de top afgekoeld is en beproefd op zijn stevigheid, maakt men op dezelfde manier 
een tweede piramide. 

6 De rest wijst zichzelf. Zonodig soldeert men een basisribbe tussen twee opstaande, aan 
de rand van de trechter. AI doende merkt men ook of een gemaakte verbinding beter 
weer even losgemaakt kan worden om op hetzelfde moment met enige andere ribben in 
de punt van de trechter definitief te worden gesoldeerd. 

7 Als het 'geraamte' klaar is en voldoende zuiver van bouw, worden de ribben met fijn 
schuurpapier bewerkt en met blanke metaallak gelakt tegen oxydatie. 

Het speelgoed is nu klaar. Omdat het doorzichtig is kan men het volledig Ieren kennen. 
Daar dient men tijd voor te nemen. Men kan het twintigvlak op zijn kamer ophangen bv. 
op ooghoogte, aan een dun draadje. 
Waar zal men de draad bevestigen? 

Omdat het speelgoed is, moet je dit zelf uitzoeken. Uit zichzelf is het twintigvlak voort-
durend in roterende beweging, zodat er reeksen van vormvariaties ontstaan tijdens iedere 
omwenteling. En verschillende reeksen, afliankelijk van het punt van bevestiging van het 
ophangdraadje aan het model. 

Dit spreekt alles vanzelf. Maar de verrassingen moet men zelf zien. 
Na een tijdje experimenteren heeft men het gevoel het twintigvlak wel te doorzien. Maar 
ga het nu niet wegbergen. Leg het eens voor je op de tafel en let op de grondvlakken van 
de vijfzijdige piramides waaruit het twintigvlak is opgebouwd. In deze grondvlakken, die 
meteen diagonaalvlakken van het twintigvlak zijn, kun je gemakkelijk de diagonalen zien. 
Ze vormen een vijfpuntige ster en sluiten een kleinere vijfhoek in. De ribben van deze 
kleine vijfhoek zijn ongeveer 8 cih lang. 

Het twaalfvlak in het twintigvlak 

Het is niet moeilijk de vijfpuntige ster in het grondvlak van zo'n piramide te maken. Men 
neemt daarvoor dun wit linnen garen. Wie handig is vindt er wel wat op om zo'n draad 
aan vijf hoekpunten te bevestigen, bijvoorbeeld eerst vijf lusjes maken op de hoeken en 
daardoorheen met een naald de draad trekken en vastknopen. 
Dat worden dan twaalf vijfpuntige sterren, die twaalf vijflioeken begrenzen die samen het 
regelmatig hchaam vormen dat dodecaëder heet. 
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De dodecaëder hoeft dus niet apart gebouwd te worden. 
Hij zit in de icosaëder. Men moet hem alleen de kans geven zich te vertonen. 
Wie met plezier naar de icosaëder gekeken heeft, gaat nu ook kijken naar het verder 
bewerkte lichaam. Er zijn heel wat lijnen bijgekomen. 

Mocht men een beetje duizelen van al die lijnen dan is het een goede gewoonte ze op 
intelligente wijze te tellen. Men zou hier die gewoonte kunnen volgen, maar nodig is het 
niet vooriopig en beter is het, een andere methode toe te passen tegen het duizelen. Niet 
het model vastzetten zodat het niet meer kan draaien. Rustig laten draaien - maar listig 
wat lijnen verdonkeremanen. 
Voor deze zwarte kunst bedient men zich van zwarte lak. 
Let wel: dof-zwarte lak. (bijvoorbeeld schoolbordenlak) Anders mislukt de truc. 
Men lakt met deze zwarte lak de vijf draadjes die het vlak van de dodecaëder verbinden 
met het recht tegenoveriiggende hoekpunt van de icosaëder. 
Meer niet. 
Dus (1 +5 + 5 + 1) maal 5 draadjes. Het is een secuur peuterwerkje. 
N.B. Tevoren probeert men of de lak soms ook uitloopt in de draad. Is dat het geval, dan 
dient men eerst de ribben van de dodecaëder hiertegen veilig te stellen, want die moeten 
wit blijven. Ze kunnen beveiligd worden door ze te lakken met blanke lak vóór men aan 
bovengenoemd werkje begint. 
Het peuterwerkje geeft wel voldoening want nu is het model klaar. 

Het bekijken en ermee experimenteren eist twee voorzorgen: 

1 Een iets getemperd hcht, 
2 Een goede achtergrond, nl. een vierkante meter dofzwart papier. 
Hangt men de icosaëder daarvóór of zet men hem erop, op een tafel, dan ziet men de 
dodecaëder er binnen zweven. 
De zijde van de vijflioeken die het twaalfvlak vormen is hier ongeveer 8 cm. De lengte van 
de resten van onze fietsspaken. Men kan er een klein twaalfvlak van bouwen, klein, jawel, 
maar in de juiste verhouding tot het twintigvlak, dus zijn twintigvlak. De bouw geschiedt 
op analoge manier als van het twintigvlak. Na de verkregen routine is het niet moeilijk het 
hulpstuk voor het solderen te vinden. (De Fransen noemen zo'n hulpstuk: berceau). 

Het draadmodel als 'fotomoder 

De Icosaëder als object voor de fotograaf is ongeveer 30 cm in alle richtingen. Een object 
van die grootte Iaat zich voldoende groot fotograferen met een gewone kleinbeeldcamera 
op de minimum-afstanden van 100-120 cm waaraan men is gebonden zonder gebruik van 
voorzetlenzen. Als men (camera op statief!) twee opnamen maakt vanuit twee punten die 
60-65 mm horizontaal verschillen, lukt het zonder veel moeite van de negatieven vergro-
tingen te maken waarop ons fotomodel 5-8 cm naar keuze, beslaat. Het is een fascine-
rend spel zich te oefenen in het bekijken van deze stereobeelden. 
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Test jezelf . . . en anderen. Oplossingen 

Eén lichaam door twee verschillende openingen 

Een cilinder met grondcirkel straal 2 en hoogte 1 

Fig. 30 

Een getal raden 

Jan telt in zichzelf het aantal kloppen. In het begin wijst hij willekeurige getallen aan. 
Vanaf een bepaalde klop wijst hij aan 12, 11, 10, . . . 
Let er op, wanneer Jan begint met het getal 12. 
Eerste spel: 20 - 12 = 8 bij ^g beginnen met 12 
Tweede spel: 1 5 - 1 2 = 3 hi] ks beginnen met 12 
Vanaf het genoemde klopnummer begint Jan bij 12 en wijst in positieve richting op zijn 
horloge tot Piet 'stop' zegt. 

Een merkwaardig vingerrekenen 

Verklaring van de berekening van het produkt 7 x 9 . Trek van 7 en 9 beide 5 af. Blijft dus 
2 en 4. De ene hand steekt 2 vingers omhoog en de andere 4. De som 2 + 4 = 6 geeft het 
aantal tientallen aan in het antwoord. 
Niet uitgestoken zijn 3 en 1 vingers. Het produkt van 3 en 1 geeft het aantal eenheden in 
het antwoord. 
Dezelfde handelwijze vindt plaats bij de berekening van de andere produkten. 
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Oplossingen van de Denkertjes uit nummer 1 

Fig. 31 

2 Schrijf die « + 1 getallen in een dalende rij en noem ze dan 
J C , , ^ 2 Xfj + i. Nu is 

(X, - x,) + (x^ ~ x,) + . . .+ (x„- x„_f.i) een som met n 
positieve termen. Hij is gelijk aan x^ ~x„.f.i en dus ten 
hoogste gelijk aan 2n 1. Daaruit blijkt, dat 1 onder die 
positieve termen voorkomt (anders zou hun som tenminste 
gelijk zijn aan 2/7) en daarom zijn er onder die /z + 1 getallen 
twee opvolgende. 
En twee opvolgende gehele getallen zijn altijd onderling on­
deelbaar! 

3 Uit de gelijkvormigheid van de driehoeken ARB en ADB 

blijkt, d a t ^ = — = i . Met behulp \dnRQ=QB besluiten 

AR 
we verder tot — = 1. Dit houdt in, dat driehoek ARQ een 

tekendriehock is. 

4 V 100489 = 317 

5 37 

6 Met p, q en r zijn te vormen de getallen pq, qp, pr, rp, qr, en 
'■<? 
5, = lQp+q + lOq+p+ lOp+/■+lOr+p + iQq + r+\Qr + q 

= 22p + 22^ + 22/­
= 21{p+q +/•) 

S^ = p + q + r 
Dus 5, : ^^ = 22 

7 Het antwoord is te vinden in een kwadratentafel. 
Hij werd 43 jaar in 1806 + 43 = 1849 = 43^ 
Geboortejaar 1806 
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8 f}^ I I I 
S KLM 

Stel: SK = 450 cm 
SL = 465 cm 
SM = 480 cm 

De grote sprinkhaan arriveert in A' na 15 sprongen. De 16de 
sprong brengt hem in M, dat is 15 cm te ver. De kleine komt 
na 31 sprongen precies in L en na 32 sprongen in K. Op de 
terugweg heeft de kleine de blijvende voorsprong ter lengte 
van lijnstuk KM en hij wint dus de race. 

9 Stel de lengte / en de breedte b. 

l X b = 2(1 + b) of t = T ^ ' is dus een functie van b. 
o — 2 

Zie ook de grafiek. Voor ft > 2 is de functie dalend. 
Bij / > 6 behoort 2 < 6 < 3 dus geen gehele waarde van b. 
Bij fc > 6 behoort 2 < / < 3 dus geen gehele waarde van /. 
Verder voor 6 = 5 is / = 3j 
De oplossingsverzameling is {(3,6), (4,4)}. 
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Fig. 33 

10 24 ! «620 .450 .10" 
10'"= 1.000.000.10" 
Dus 24 ! < 1 0 " 
25 ! = 15.511.10'' 
1 0 ' ' = 10.000.10" 
Dus^ = 25 
Dus 25 ! > 10 ' ' 
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Beredeneerde oplossingen van de Denkertjes in dit nummer kunnen tot 1 april 1974 
worden ingezonden naar het redactie-secretariaat, met vermelding van naam, adres, 
leeftijd, school en leerjaar. 
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