





Pyramistica (1)

Ir. H. M. Mulder

In figuur 1 zie je een ‘regelmatig viervlak’ opgebouwd uit bollen.

Op de grond liggen 10 bollen in driehoeksvorm, daarop weer 6 in de holten van de
grondfiguur, daarop weer 3 en tenslotte daarop 1; totaal dus 20 bollen.

Probeer dit lichaam nu op te bouwen uit de 4 secties die in figuur 2 zijn aangegeven.

Twee van deze secties bestaan uit 4 bollen die aan elkaar zijn geplakt, waarbij de middel-
punten op één lijn liggen; twee andere secties bestaan uit 6 bollen, 3 achter elkaar, 2 naast
elkaar, weer tot één geheel geplakt, waarbij verbindingslijnen van middelpunten loodrecht
op elkaar of evenwijdig aan elkaar zijn.

Geef aan hoe dit bollenviervlak opgebouwd moet worden.

Als je het aardig vindt de puzzel zelf te hebben, dan kun je de secties plakken met kurken
bolletjes die je in hobby-zaken kunt krijgen of met pingpong-balletjes.
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Pyramistica’ (2)

In figuur 3 staan 2 blokken die zo tegen elkaar gelegd moeten worden dat een regelmatig

viervlak ontstaat.
ABFE en RTVS zijn vierkanten.

Geef aan hoe dit moet.

Fig. 3

Binnenplaats van het kruisridder-hospitaal in Rhodos.
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Nomogrammen™

We zullen in dit artikel betrekkingen beschouwen tussen 3 variabelen, waarbij we zullen
proberen deze grafisch voor te stellen. Zulke grafische voorstellingen komen we op diverse
gebieden tegen. Door aardrijkskundige kaarten bijv., waarop naast meridianen en pa-
rallelcirkels ook hoogtelijnen zijn getekend, krijgen we inzicht in de vraag hoe de hoogte
verloopt wanneer we over het aardoppervlak wandelen, m.a.w. hoe het verband is tussen
de 3 variabelen geografische lengte, geografische breedte, hoogte. We zullen ons hier
bezighouden met enige betrekkingen die door wiskundige formules weergegeven kunnen
worden. De eerste voorbeelden zullen eenvoudig zijn: ze dienen om het wezen van het
bedoelde duidelijk te maken.

Als eerste voorbeeld beschouwen we de betrekking tussen 3 variabelen a, b, ¢ € R, waar-
bija + b = c. We zetten in een rechthoekig assenstelsel de getallen a op de X-as, de getallen
b op de Y-as.

D.w.z. a + b = ¢ schrijven we als x + y = ¢, metx, y, c € R. Bij iedere gekozen waarde van
¢ stelt x +y =c een rechte lijn voor. Teken nu een aantal van die lijnen en zet in de
grafiek bij iedere lijn de bijbehorende waarde van ¢ (zie figuur 4).

3 Fig. 4

Zo zien we dat bij 1 + 2= ¢ het punt Q (1, 2) bijv. op lijn 3 (x + y = 3) ligt. De lijn waar-
op bijv. punt P (2,3 ; 1, 4), behorend bij de optelling 2, 3 + 1, 4 = ¢, moet liggen is niet

getekend. Wel ligt P dichtbij lijn 4. Dus 2,3+ 1,4~ 4.

We hebben nu een grafick gekregen, waarmee we kunnen optellen.

Een ‘vermenigvuldigingsgrafiek” krijgen we uit de betrekking a - b = ¢ met variabelen a, b

en ¢ voor het gemak uit [R*. Nemen we eerst een van de getallen, zeg ¢, constant bijv. ¢ = 1.
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Dan isa- b = 1. Weer zetten we a op de X-as en b op de Y-as. We tekenen de grafiek van
xy =1,x, y €ER" (zie figuur 5).

Zo kunnen we ook nemen ¢ =2, 3, 54 enz. We krijgen dan vele krommen, takken van
hyperbolen, waarbij we telkens de bijbehorende c-waarde zetten (zie figuur 5).

Fig. S Fig. 6

Willen we nu bijv. de vermenigvuldiging 2, 5 x 4, 2 uitvoeren, dan bepalen we op welke
hyperbool het punt (2, 5 ; 4, 2) ligt. Het bij de hyperbool geplaatste getal is de uitkomst.
Het zou wel heel toevallig zijn als (2,5 ; 4, 2) precies op een getekende hyperbool zou
liggen. We zoeken daarom de hyperbool die het dichtst bij ligt.

Evenals in het genoemde voorbeeld van een kaart, hebben we in de beide besproken
grafieken 3 stellen lijnen nl.:

— de rechte lijnen x =4

— de rechte lijnen y = b

— le voorbeeld de lijnenx +y =¢
— 2e voorbeeld de krommen xy = ¢.

De besproken tekeningen heten nomogrammen.

We zullen nu nog een nomogram tekenen, verband houdend met vierkantsvergelijkingen.
Uitgaande van ap® +bp +c=0,meta, b, ¢, pERena # 0, vinden we na deling door «
p:+pt+s=0

(Stelg= {en §= s). We beschouwen oneindig veel van deze betrekkingen door p, ¢ en s

variabel te veronderstellen over [R. We zetten nu de waarden van # op de X-as en die van s
op de Y-as, m.a.w. we stellen 7 =x en s = y. We vinden

p*+px+y=0 (1)

Voor iedere constante p is de grafiek van (1) een rechte lijn y = — px — p? in het
XOY-vlak. In figuur 7 zijn enige lijnen getekend.

We zetten bij die lijnen de bijbehorende p-waarden. Wanneer we genoeg lijnen tekenen,
kunnen we vragen van de volgende aard beantwoorden. Welke waarde van p behoort bij
een gekozen punt in het XOY-vlak, bijv. (— 2, 1)? In de grafiekenwereld betekent dit ‘Op
welke lijn ligt (— 2, 1)?”
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] RS y -3

(2,1

Fig. 7

We zien dat dit lijn 1 is, dus p = 1. Voor (1) betekent dit: alsx=—2eny=1danisp =1
of: vitp? —2p+1=0volgtp = 1.

Zoals we weten is p = 1 de oplossing van deze vierkantsvergelijking. In het algemeen zal
een gekozen punt niet precies op een getekende lijn liggen. Dan moeten we bepalen welke
lijn het dichtst bij is. Als we genoeg lijnen tekenen, krijgen we een vrij aardige benadering
van de wortels van een vierkantsvergelijking. Experimenteer maar eens! Nu kan zo’n
vergelijking ook geen of 2 verschillende wortels hebben. Zijn er twee, dan betekent dit dat
in het nomogram het gekozen punt op 2 lijnen ligt. De snijpunten van de getekende lijnen
in figuur 7 zijn voorbeelden hiervan.

Er blijven natuurlijk vragen over, zoals

— wat is de verzameling van alle punten in het vlak, waardoor geen lijn van het nomogram
gaat?

— Wat is de verzameling van alle punten van het vlak, waardoor slechts 1 lijn gaat?

We zullen deze vragen hier niet beantwoorden.
Misschien is dit artikel voor sommige lezers een aansporing om van voorkomende relaties

eens nomogrammen te maken.
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Denkertjes

40 Zoek punten die een vierkantsvergelijking aangeven
met een lege oplossingsverzameling.

41 Punt P ligt binnen een rechthoek ABCD en heeft tot
A, B en C opvolgend de afstanden 3,4 en 5. Bereken
de afstand van P tot D.

42 Wat is het eerstvolgende jaar na 1974, waarin alle
data weer op dezelfde dag vallen als in 19747

43 Op een vel roosterpapier, waarbij het rooster bestaat
uit vierkanten met zijden van 1 cm, tekent men een
scherphoekige driehoek waarvan de drie hoekpunten
roosterpunten zijn en waarbinnen slechts één roos-
terpunt ligt. Bereken de kleinste oppervlakte die zo’n
driehoek kan hebben.

44 De som van een aantal natuurlijke getallen (waar-
onder ook wel gelijke mogen voorkomen) is 20. Hun
produkt is maximaal. Welke getallen zijn dat?

45 Een getal bestaat uitsluitend uit de cijfers 1, 2, 3, 4,
5. Voor elk tweetal cijfers van dit getal geldt: staan
ze naast elkaar dan zijn ze verschillend. Zijn ze gelijk,
dan zijn al hun buren verschillend. Bepaal het groot-
ste getal dat deze eigenschappen heeft.

46 Met (x) bedoelen we het grootste gehele getal, dat
niet groter is dan x. Los de vergelijking x> — (x) =3

op.
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Van parabool tot kettinglijn™
Ir. H. M. Mulder

Op een stationsemplacement hangen aan een staaldraad 3 lampen. De kabel komt daar-
door in de vorm van een gebroken lijn (zie figuur 8).

lemand die op de trein staat te wachten heeft tijd om na te denken. Hij wordt door de
vorm gefascineerd en vraagt zich af of verhoudingen en hoeken te voorspellen zouden
zijn.

We zullen het proberen.

Ssina=3G S

Fig. 8

Om de lampen even ver uit elkaar te houden, zijn alle secties even breed (a) genomen.
Verder zijn alle lampen even zwaar. We stellen het gewicht van één lamp 2G, waardoor in
de berekening breuken vermeden worden.

Het gewicht van de draden wordt verwaarloosd ten opzichte van dat van de lampen.

De spanning in het draadstuk 4B stellen we S.

De verticale component hiervan moet in dit geval 3G zijn; dit is het halve gewicht van de
3 lampen.

Bij evenwicht geldt dat de som van de momenten van alle krachten werkend om een
willekeurig punt nul moet zijn. We passen deze stelling toe op het draadstuk OA4B. Eris
geen draaiing om punt O, als

(S-cosa) p=3G-2a—-2G-a voor S kun je stellen s?hGa

(3G cotga) ‘p=3G-2a—-2G-a nu is cotga=§—),zodat

(3G-%)-p=3G-2af2G-a

W]

ofwe13-§ =3-2-2-1dus
endusAA4' :BB'=1:4

< s
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In dit geval was het aantal secties (1) gelijk aan 4.
Opvallend is het, dat zowel G als a uit de berekening wegvallen. Dit bewijst dat de

verhouding% onafhankelijk is van het gewicht van de lampen en ook van de breedte van

de secties.

Je kunt dat gemakkelijk zelf controleren door een dun touw uit te hangen en daaraan op
gelijke afstanden even grote gewichten, bijvoorbeeld flessen.

Bevestig je nu bij elk ophangpunt bijvoorbeeld 2 flessen, dan blijft de stand van het koord
precies hetzelfde.

We gaan ons onderzoek vervolgen en beperken ons eerst tot gevallen van een even aantal
secties.

In figuur 9 staat een kabel getekend met 5 lampen en 6 secties.
We zoeken weer naar de verhouding van de uiterste stukken p en w.

SsinfA=5G S

Fig. 9

Op soortgelijke wijze vinden we dan:
(S-cosB) p=5G-3a-2G-a—-2G- 24
(SG'%) p =5G-3¢-2G-a—26G-2

P 5. s p._2
S = =3+3-2:1-2 2dusW s
zodat AA" :BB': CC'=1:4:9

Zo zou je bij n = 8 kunnen verwachten:
7-8=7.4_2.1-2-2_2.3 of
7074 2.(1+2+3)

en bijn =10
9-§=9-5—2-(1+2+3+4)enz.'
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Zo vinden we dan achtereenvolgens:

Voor de rechtgeaarde wiskunstenaar, staat hier het bewijs.
Bij n secties:

n-1L=@m-1ndnm-2-30+5n-1 Gn-1)

(n——l)'_?=%n2—%n—%n2+%n
1.3

r_Gn BT e (gn)?

& -1 p—5 (_gn)i—(n~1,
d NV __Gm®

en USMM’_(%n—l)z

dan weer eerder genoemde verhoudingen.

eenvoudig resultaat.

In figuur 10 is deze situatie in de rechterhelft aangegeven.
2

De bedoelde paraboolis y = ¢ -%’z‘

De rij der verticale afstanden wordt daar dus
1e;4¢ ;9¢ ;16¢ ; 25¢ enz.

g=s p. 9 p_16 p_25
B -7 7. w.9 "%
sl BR CC DD -BE ;... =1:4:9:16:25} .

(n—1)-§=(n—1)(%n)_.2-(1+2+3+... +Gn -1y

Dit betekent dat, grafisch gezien, de ophangpunten op een parabool liggen.

Je kunt gemakkelijk bewijzen dat men deze rij zo onbeperkt voort mag zetten.

Test deze uitkomst maar eens door achtervolgensn =2,n =4,n =6, n = 8 in te vullen. Je krijgt

Het is wel opvallend dat hier de rij der kwadraten verschijnt; een niet verwacht en toch

T Y
: 10d$20¢ )
aantal secties oneven 1 aantal secties even
2b¢
10d 1Be
X
ba 45
7 | W\
Fig. 10




Men zou natuurlijk net zo goed het aantal secties oneven kunnen kiezen. In dat geval
komt het middelste deel van de draagkabel horizontaal.
In figuur 11 staat de situatie bij 5 secties.

Ssiny=4G g

Fig. 11

We zetten weer een soortgelijke berekening op:
(S:-cosy) p=4G-2%a —2G-4a —2G- 1ia

3
4'%=4"2%:—2'(%+1%)dus%=2
dus 44 :BB =1:3

Als men op gelijke wijze als bij een even aantal secties het onderzoek verder voortzet,
vindt men

A BB O DD i BE i ...»1:3:6:10:15:...

Deze uitkomst lijkt sterk verschillend van die we bij een even aantal secties gevonden
hebben.

De rij der kwadraten is althans niet herkenbaar.

Toch zou het vreemd zijn als de resultaten zo verschillend zouden zijn.

In figuur 10 is op de linkerhelft de toestand bij een oneven aantal secties grafisch uitge-

beeld.
Het blijkt na enig puzzelen dat ook hier een parabool door de ophangpunten mogelijk is
en wel: "
4x
y=td-Ca-1)

Bij deze parabool heeft y het minimum — § d voor x = 0. Wanneer we alle getekende
verticale stukken § d groter zouden nemen, zou de volgende rij ontstaan:

106




$d,3d8d¥d%d...

waarmee de rij der kwadraten (in verhoudingsgetallen) weer terug is.

De beide grafieken, die elk slechts half getekend zijn, kunnen zelfs uit elkaar te voorschijn
worden gebracht.

De middens van de ophangpunten in de linkergrafiek zijn dan de ophangpunten voor de
rechtergrafiek.

draagkabel _

hangdraad

| njdraad-1

Fig. 12

In figuur 12 is het geval getekend waarbij een zware kabel horizontaal gehouden wordt
door deze op te hangen aan een draagkabel.

Eén lamp uit het vorige is nu vervangen door één sectie van de horizontale kabel.

lets dergelijks doet zich voor bij het bevestigen van de rijdraad bij de bovenleiding van
treinen.

Waarom is de zaak zo gecompliceerd gemaakt?

Wel, de rijdraad moet allereerst zo goed mogelijk horizontaal hangen.

Daartoe zou een zo hoge trekspanning nodig zijn, dat het betrekkelijk zachte koper zou
gaan vloeien en breken. Men hangt daarom de rijdraad op aan een draagkabel, die ook van
koper is en mede stroomgeleidend. Maar deze hangt veel slapper en heeft zodoende veel
minder spanning,.

Men maakt op deze wijze overspanningen van bijvoorbeeld 10 secties van elk 7 m lengte.
Zulk een combinatie tussen 2 portalen weegt dan 250 kgf. De doorhang van de rijdraad
tussen 2 hangdraden kan dan nog wel 1 cm bedragen op totaal 7 m. Het gewicht van de
draagkabel is hier natuurlijk niet te verwaarlozen. De ophangpunten liggen dan nict meer
op een parabool.

Een nog meer afwijkende situatie ontstaat bij een lijn die vrij hangt tussen 2 punten. De
vorm die dan ontstaat noemt men de ‘kettinglijn’.

Waslijnen, slingers en kabels bij schepen hebben deze vorm.

Een mooi voorbeeld zijn de hoogspanningskabels. In grote sprongen trekken zij hun
sporen door het landschap tot aan de horizon.

Door welke regel is hun vorm bepaald?

Elk ding heeft een zwaartepunt, zo ook een gebogen draadstuk.

Zoals altijd tracht het zwaartepunt zo laag mogelijk te komen.
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De kettinglijn is nu van alle krommen met een zekere lengte tussen punten P en Q diegene
met het laagstgelegen zwaartepunt.
Men kan bewijzen dat op grond hiervan de vergelijking van een kettinglijn het bouw-

schema

+X =%
Y=A(c' d+e 9)

heeft. Hierin is e het grondtal van de natuurlijke logaritmen.

X | eX I e [eX+e¥ IY
IEEEAE
P 05 [1.65|060[225 8 Q
: 1 (272 (037|309 .
1N 15 [448(022|470 !
| 748 R |
: 1
| : i :
RN R e
! : i : 4m |
’ | : ! k- bps OO l
1 ! i . -y | | |
H H 1 i A 1 L SEL
2 5 -1 -05 05 1 15 2
.——’X
Fig. 13

In figuur 13 is een dergelijke kromme nader geconstrueerd. Hierbij zijn ter vereenvoudi-
ging A en a beide op 1 gesteld.

Hoogspanningslijnen  enkele technische gegevens:
materiaal:  staal-aluminium
overspanning: 300 m
doorhang: 13 m
spanning: 150 kV
temperatuur:  70°C
gewicht: 1,55 kgf/m
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Nulletje - kruisje - driedimensionaal’
Ir. H. M. Mulder

Op één van de onlangs verschenen kinderzegels, staat het bekende spelletje met nulletjes
en kruisjes in 9 vakjes. (figuur 14)

nederiand 2

30+10 cent

Fig. 14

De bedoeling van dit spel is drie nulletjes of drie kruisjes op één rechte lijn te krijgen en
de tegenstander te verhinderen dit te bereiken. Er zijn overigens allerlei variaties op dit
spelthema.

In Engeland vond ik ergens in een winkel dit spel driedimensionaal. Er zijn hierbij 27
vakjes op 3 niveaus.

Het is opvallend hoe vrijwel al onze spelen zich afspelen in het platte vlak. (figuur 15)

Dit geldt voor schaken en dammen maar eigenlijk ook voor voetballen. Telkens verplaatst
men dan een object in 2 ruimterichtingen. Zelfs tijdens het spel schijnt de zwaartekracht
nog de Z-richting te blokkeren.

nederland

2

Fig. 15

Fig. 16
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In het geval van figuur 16 kan men knikkers in 3 richtingen verplaatsen. Er zijn 14 rode
en 14 witte knikkers beschikbaar.
Men speelt met z'n tweeén.

spel 1.

De spelers mogen om beurten een knikker van eigen kleur zetten tot alle gaten vol zijn.
Wie de meeste lijnen van 3 heeft, heeft gewonnen.

Tel maar na dat er totaal 48 lijnen mogelijk zijn (verticaal, horizontaal en diagonaal).

spel 2.
Plaats weer om beurten een knikker.
Wie het eerst een lijn van 3 gelijke knikkers laat verschijnen, heeft verloren!

spel 3.

Plaats 9 witte op de bovenste plaat en 9 rode op de onderste.

Verplaats om beurten een knikker zodat alle 9 witte op de onderste komen of alle rode
op de bovenste plaat.

Wie dat het eerste klaar krijgt, heeft gewonnen.

Je kunt zelf gemakkelijk nieuwe spelregels bedenken. Of het spannend is, zal wel blijken.
Je kunt de platen het best uit doorzichtig plastic zagen en daarin de gaten boren.
Met lange bouten kun je ze samenvoegen.

‘T'-puzzel”

Ir. H. M. Mulder

Trek met behulp van carbonpapier de vier getekende stukken op stevig karton over.

Het is nog beter ze op triplex over te trekken en ze dan uit te zagen.

Probeer met deze vier stukken de gegeven figuur ‘T’ te leggen.

Het zal je niet meevallen, maar het kan!

Bij een onderzoek bleek dat 40 % van de proefpersonen er langer dan 10 minuten voor
nodig had. 30 % gaf het na 15 minuten speuren geheel op. En jij?

Zie voor de oplossing bladzijde 120.

Fig. 17
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Hoe staat het met de olievoorraad ?

Als de peilstok spoorloos is verdwenen, de winkel is gesloten en je moet toch weten
hoeveel olie er nog is in de tank, ja, wat doe je dan?
Wel, je pakt potlood en papier, je legt je rekenliniaal klaar en je steekt de steel van de hark
in de tank. Goed kijken waar de bovenkant van de tank zich bevindt en het streepje voor
100% vol is bepaald. Je trekt de steel weer uit de tank en het vochtige gedeelte wijst het
olieniveau aan. De situatie is getekend in figuur 18.

Fig. 18

Je meet lengte AC, de diameter van de cirkeldoorsnede. Stel deze is 126. Je meet ook het
natte gedeelte AB. Stel AB = 28. Uiteraard weet je het volume van de tank, dat hier
gesteld wordt op 3000.

Opp. segment = opp. sector — opp. driechoek
o 2 2 .
=1gg ™ —r‘sinacosa
(a3 5 2
(Tgﬁ-n —sinacosa)r

cosa=23~3~0,57=>a=552°=>sina=0_82
Opp. segment = (%55 - 3,14 — 0,82 - 0,57) - 632
Dit ziet er wat ingewikkeld uit, maar de rekenliniaal en enkele acceptabele afrondingen
vereenvoudigen de berekening.
(1 —0,48)-63% ~ 0,52 x 4000 ~ 2080
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Ook geldt:
opp. segment _ inhoud olie

opp: cirsel  inhoud tank

2080 £ inhoud olie
12400 3000

olie

]
6 3000

hoeveelheid olie 500 liter.

Het wordt tijd voor contact met de olieleverancier, vooral doordat een aanmerkelijk deel
onder uit de tank niet bruikbaar is.

Als je nog diezelfde avond je harksteel tot een volwaardige peilstok wilt bevorderen, hoef
je nog maar één punt te bepalen, nl. een streepje voor inhoud 1000. Naar schatting is
hoek a dan 75° tot 80° groot.

Neem a = 75° en daarna o = 80°. Voer bovenstaande berekening voor beide waarden nog
eens uit. Je kunt dan redelijk nauwkeurig het streepje voor inhoud 1000 plaatsen. Wegens
de symmetrie t.o.v. lijn s zijn de streepjes voor 2000 en 2500 nu ook bekend.

Denkertjes

47 Een uit papier geknipte rechthoek, waarvan de lengte
16 cm en de breedte 12 cm is, wordt zo gevouwen
dat twee overstaande hoekpunten op elkaar komen
te liggen. Bereken de lengte van de vouw.

48 Bij een wedloop over 10 km heeft de winnaar bij de
finish een voorsprong van 2 km op nummer twee en
een voorsprong van 4 km op nummer drie.

Welke voorsprong zal nummer twee bij de finish op
nummer drie hebben?

We veronderstellen dat de drie renners constante
snelheden hadden.

49 Hoeveel verschillende paren natuurlijke getallen x en
y voldoen er aan de vergelijking x? - ¥ =

97 x 103?
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Pyramistica

Oplossing (1)

In figuur 19 is de samenstelling aangegeven.
De stippen stellen de middelpunten van de bollen voor.

Fig. 19

Leg eerst een staaf van 4 bollen neer, dan een raam van 6 in de langsrichting er tegen aan,
vervolgens het andere raam van 6 een kwart slag gedraaid daarop, tenslotte de tweede
staaf van 4 zo aansluitend dat de eerste loodrecht gekruist wordt.

Oplossing (2)

In figuur 20 is aangegeven hoe vierkant ABFE aan moet sluiten tegen vierkant RTYVS.

Fig. 20
LS




Oplossingen van de Denkertjes uit nummer 2

11 Trek een cirkel door B en C met A als middelpunt. Deze
cirkel snijdt BE behalve in B nog in D.
L DCB =90° volgens de stelling van Thales, zodat DC hori-
zontaal is, onafhankelijk van de stand van het raam. Bij een
gesloten raam valt D natuurlijk met C samen.

12 Neem aan dat AB > AC en dat het raam zoveel bewegings-
vrijheid heeft dat we de uitzetbeweging kunnen voortzetten
tot BE weer in de sponning (de lijn BC) valt,

BE heeft als resultaat een verschuiving ondergaan langs zijn
eigen drager.

Alle punten van BE' zijn verticaal verplaatst en er kan geen
op dezelfde hoogte gebleven zijn.

Als AB < AC zou het raam volledig gekanteld om A weer in
de sponning vallen, maar ook A is niet het punt dat op
gelijke hoogte kan zijn gebleven, omdat A een cirkelboog
heeft beschreven.

13 De omloopsnelheid is omgekeerd evenredig met de omtrek
van de cirkel, gevormd door de opgespoelde film en dus om-
gekeerd evenredig met de straal van deze cirkel. De ver- Fig. 21
toningstijd is evenredig met de oppervlakte van deze cirkel
(kern van de spoel verwaarloosd).

w—

r-opspoel: r-afspoel = ]
vertoonde film: te vertonen film =1

B0 —

Dus nog te verwachten 2 x 5% minuut = 12 minuten.
g a 3

14 Knoerpen Knaurpen Knuirpen

knoerpen

Fig. 22
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15 Van [ meter vloerbedekking ter dikte van p cm is de zijkant-
oppervlakte 100/p cm?. Opgerold is de rol vrijwel een cirkel-

schijf met oppervlakte nr?.
2

e o wr
100lp = nr* waaruit / WlOOp @

De handelaar meet de straal van de rol. De lengte volgt daar-

nauit (@)

16

Fig. 23

17 {1, K,-K) IKe Z}

18 31
19°3.7,15
20 2" - 1)
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Oplossingen van de Denkertjes uit nummer 4

30

Begin in een hoekpunt.

s
, = COSZm
t; = +'cos %rr) cos %n = COS zl¢n+ cos? zlm

1 1 1
t, =(1 +cos Ln+ cos? }m) cos dn = cos kn + cos? in + cos®

t, = cos Jm+cos? fn+cosP km+ ... .. + cosN §nr
1 1
COoS 7 34/2
lim t,, = - 2\{ =2+1
1-cosg 1-%2
n—o°
31

Al Fig. 25

Voorwaarde: 04 = 04, = AA, = 20M =2 x §/3 = /3.
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320, =3 0, =1f
0,=4
of:

3=4=3+1

42 43
b 4
on_3+1+§+—2+§
lim Oy
It~ 9%
2% 9
33a= =643
s
RS
1 b=18 I
c 9-c¢ s
T s
340 9% a+0

0, =3
0 %x
0,=33+1)=4+%=3+1+3
0,=%

(3+1+3)—3+1+3+

24 + 124/3

2

31

c
Fig. 26

35 Bij een goede gok wordt zijn bezit vermenigvuldigd met 1%, bij een verkeerde met %— Na 2n keer
opgooien is zijn bezit vermenigvuldigd met

M xahr=@ <1

36 Bij elk punt waarin twee zijden zichtbaar zijn is een punt diametraal aan de andere kant van het

gebouw waarin drie zijden zichtbaar zijn. Vanwege de symmetrie is de kans 7

37

straal grondcirkel p

Fig. 27

0 ABCD is een vierkant met zijde p
a PQR is gelijkbenig met basis p en hoogte p
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38 Piet start bij a. Jan wijst willekeurige getallen aan tot hij komt bij de klop met rangnummer ¢ — 12,
Hij wijst dan verder aan vanaf 12. Piet heeft dan geteld a + ¢ — 12. Hij zal nog tellen
t—{a+t—12}=12 —a. Jan telt dan nog 12 — (12 — a) = a en hij komt dus uit bij het startgetal
van Piet.

39 Aantal uitgestoken vingersisa — 5 en b — 5. Het aantal niet uitgestoken vingers is
S-—@-5)=10—-aen5—(b-5)=10 -b».
axb={5+@-35)}x {5+®-5)
=25+5(b—-5)+5@-5)+5@-5®-5)
10(b-5)+10(@ - 5)+@—5)b—-5)—5@—5)-5( -5)+25
{@-5)+®-5} 10+ {@-5) - sHw® - 5) - 5}
{@-5+® -5} 10+@- 10)b — 10)
={@—-5)+® —5)} 10+ (10 —a)10 — b)

Oplossing van ‘T’-puzzel

Fig. 28
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