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B1J DE FOTO OP DEE OMSLAG:

Detail van de plafondschildering van Andrea Pozzo, in de St. Ignatio te Rome. Het vlak is geheel
‘weggeschilderd’ en aan de bestaande kerkruimte toegevoegd.
Hierboven een zwart-wit-reproduktie van het hele plafond. Zie: Goochelen met de ruimte.




°Goochelen met de ruimte

V6or men zgn. abstracte schilderijen ging maken, was het de bedoeling dat een schilderij
zoveel mogelijk op de werkelijkheid leek. Soms is die gelijkenis zo echt, dat het griezelig
wordt: je zou de voorwerpen willen aanraken, maar als je dichterbij komt en je hand
uitsteekt, blijkt het een schilderij op een vlakke muur te zijn. Voor zulke schilderingen
hebben wij geen Nederlands woord, maar in het Frans noemt men ze heel beeldend:

trompe-l’oeil, letterlijk vertaald: oogbedrieger.

Op het einde van de 17-de eecuw had men het bijzonder ver gebracht op het gebied van dit
optisch bedrog en het hoogtepunt ervan zien we in de plafondschildering van de St. Igna-

tiuskerk in Rome.

De plafondschildering van Andrea Pozzo

De St. Ignatiuskerk heeft in het midden-
schip een plafond dat de vorm heeft van
een halve cilinder. Maar daar is vanaf de
grond niets van te zien. Als je naar boven
kijkt, is het net alsof de kerk geen plafond
heeft: de pilaren eindigen in de open
lucht waarin wolken, engelen en heiligen
zweven. De Jesuiet Andrea Pozzo
(1642-1709) heeft het hele plafond ge-
woon ‘weggeschilderd’ en van het vlak

ruimte gemaakt. Het effect is volmaakt,
als je het bekijkt, staande op de ronde
steen van geel marmer, die in het midden
van de kerk is aangebracht. Je wéét dat
een deel der zuilen en bogen en ornamen-
ten echt driedimensionaal is, en een ander
deel op een vlak geschilderd is, maar van-
af dit ene punt is het onmogelijk te zeg-
gen, waar de werkelijkheid ophoudt en de
trucage begint. Aan de hand van wat je

Fig. 1. Schema van de constructie van Pozzo’s plafondschildering.




Fig. 2. De werkelijke doorsnede van de St. Ignatio.

Fig. 3. De plafondschildering gezien vanaf een
plaats onder een echte pilaar.

ziet, zou je tot een doorsnedetekening van
de kerk komen als in fig. 4. In werkelijk-
heid is de ruimte veel lager en heeft min-
der architectonische details (zie fig. 2).
Als je ver van het midden gaat staan bijv.
onder een der (echte) pilaren (fig. 3) blijft
de illusie van ruimte nog steeds bestaan,
maar de geschilderde ruimte vormt niet
meer €én geheel met de echte ruimte die
door de kerk afgebakend wordt.

De werkwijze van Pozzo

In een boek over perspectiefleer heeft
Pozzo zelf uitvoerig de constructie van de
plafondschildering van de St. Ignatio be-
schreven.

Eerst maakte hij een perspectivische teke-
ning op een plat vlak.

Als het plafond van de kerk vlak geweest
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Fig. 4. Doorsnede van de St. Ignatio, zoals die zich aan de beschouwer voordoet.

zou zijn, had Pozzo deze tekening zonder
meer (vergroot) over kunnen schilderen.
Nu verdeelde hij zijn tekening in 16 x 34
vierkanten en liet ook een net van draden
spannen boven het middenschip, dat het-
zelfde aantal vierkanten bevatte (fig. 1,
pag. 1).

Eerst probeerde hij met een lichtbron dit
net op het cilindervlak van het plafond te
projecteren, maar dat lukte niet. Hij koos
ten slotte een zeer moeizame methode.
Vanuit het midden der kerk spande hij
een strak touw tot aan het plafond en

0,9 =1

markeerde telkens het hoekpunt van elk
vierkant van het net op het plafond. De
zo gevonden punten verbond hij met
krommen. Daardoor ontstonden op het
plafond 16 x 34 vierhoeken met gebogen
zijden die soms helemaal niet meer op
vierkanten leken. Nu moest de beeldin-
houd van elk vierkant uit zijn schets over-
gebracht worden op elke ‘vierhoek™ op
het plafond.

Het resultaat verbaast en imponeert nog
ieder die de St. Ignatio in Rome bezoekt.

Je kent het verschijnsel van repeterende breuken.

Wanneer je bijvoorbeeld 7 deelt door 9 en je probeert de uitkomst te schrijven als een
decimale breuk, dan herhaalt zich het getal 7 voortdurend aldus: 0,7777777 . . ..

We schrijven dit als 0,7. Zo vind je voor 19 : 90 =0,21111 enz. ofwel 0,2].




Het is een spannende vraag de weg terug te zoeken. Als de repeterende breuk gegeven is,
kunnen we dan de gewone breuk terugvinden? Kunnen we een repeterende breuk omzet-
ten in een gewone breuk? Is daar een methode voor?

Omzetten van een repeterende breuk in een gewone

Wat is bijv. 0,8?

We lossen dit als volgt op. We stellen de gezochte breuk x,

dan geldt: x =0,88888888  trek hiervan af 5 x
0,1 x =0,08888888 —

dus 09x=0,8 als resultaat van de aftrekking
en dus x =% controleer dat maar door een deling

Ga na dat je met ditzelfde rekentrucje kunt vinden:
00=5 02=5§ 03=3=504=8 05=3

2

3

07=3 08=% en 09=3 ofwel 1!

Waarschijnlijk zal de laatste uitkomst je hogelijk verbazen. Het zal je wel wat moeilijk
vallen 9 op 9 te delen en dan de repeterende breuk 0,9 als uitkomst te krijgen. Hetzelfde
kan natuurlijk gebeuren door 1 op 1 te delen of 2 op 2 enz. De uitkomst 1 is duidelijk de
limiet bij de deling.

Meer repeterende cijfers

Hoe kunnen we de decimale uitkomst omzetten in een gewone breuk als het repeterende
deel tweecijferig is?

Wat is bijv. 0,237 We stellen weer x = 0,23.

Door 0,01 - x af te trekken kun je x weer vinden.

x =0,2323232323
0,01 x =0,0023232323 —

dus 0,99x =0,23 zodat x =43
Zo kun je ook vinden 0,37 =33 en 0,39 = 33 of 13

Een soortgelijke werkwijze geeft 0,321 = 33& of 433 enz.

Soms tref je een combinatie van een vast gedeelte en een repeterend deel: neem bijv.
4,3522222 of 4,352.

In zulk een geval zou je de breuk kunnen splitsen:

4352=435+0,002=4+75%5 +tbo % =4383

Nog een laatste experiment: wat wordt 1,23456?

1,23486= 1+ %5+ 1ho - 0486 =1+ F¢5+ 100 - 555

23 1. 182 - 1. 1814
ofwel 1+1%0 * 100 333 = 133300

Begrijp je nu ook waarom het cijfer 9 als enig repetitiegetal niet voorkomt?
Dus wel 78,489 of 544,397 of 7,990 maar niet 3,519




"Geschikt als ontdekker?

Droom je wel eens van ontdekkingsreizen, van geheimzinnige kaarten, die je vindt, van
stenen vol mysterieuze tekens? Tekens, die jij natuurlijk ontcijfert? Welnu, hier is afge-
drukt een deel van cen kleitablet, waarop een tabel met getallen in het Sumerisch tal-
stelsel.

Heel oud: 2000 v. Chr. Je kunt nu je geschiktheid als ontdekker testen. Blijkt het, dat je
niet voor een beroep in deze vorm in de wieg bent gelegd, och, dat is niet zo erg, want de
oplossing staat elders in dit nummer.




"Van 3 tot "pie”, een lange weg

Maak een zee van gietwerk, tien el van rand tot rand, geheel rond, vijf el hoog, terwiil er
een meetsnoer van dertig el lang rondom kan worden gespannen.

Aldus een instructie voor de bouw van de tempel van Salomo, zoals die te lezen staat in
het boek der Koningen.

Er moest een ronde kuip gemaakt worden met een middellijn van 10 el en een omtrek van
30 el. Deze zin bevat een belangwekkende wiskundige informatie, de omtrek van een
cirkel is 3 x de diameter.

De omtrek van een cirkel

Is dat juist?

We gaan dat in een tekening onderzoeken.
Als je 6 gelijkzijdige drichoeken met de
hoeken van 60° tegen elkaar legt en daar-
omheen een cirkel trekt, ontstaat fig. 1.
De omtrek van de zeshoek is precies 6 x Fig. 1. De omtrek van een cirkel is ruim 3 x (2r)
de straal van de cirkel. De omtrek van de

Fig. 2. Uitrollen van een cirkel




cirkel zelf is beslist meer dan 6 x de straal
of 3 x de diameter.

Zouden de architecten van de tempel het
gemerkt hebben?

Hoe is het mogelijk de uitkomst precieser
te vinden?

We kunnen een wiskundige weg volgen of
een meer experimentele. We kiezen voor
de laatste.

In fig. 2 laten we een ronde blikken
schijf, met een gaatje in het midden, af-
rollen langs een meetlat. Op de rand van
de cirkel is een merkteken gezet. We rol-
len de schijf nu zover langs de meetlat,
dat het streepje dat eerst beneden stond,
juist weer beneden is aangekomen. De

De oppervlakte van een cirkel

Zoals de oudste uitspraak voor de omtrek
van de cirkel luidt:

omtrek = 3 x diameter

is er ook al heel lang geleden een aandui-
ding gegeven voor de oppervlakte van de
cirkel, die luidt:

oppervlakte = 3 x (straal)?

Wat is hiervan juist?

Ook dit willen we in een tekening onder-
zoeken.

Neem een cirkel met een vierkant er om-
heen en een vierkant erin (fig. 3). Als we
de straal van de cirkel r stellen, wordt de
oppervlakte van het buitenvierkant 47* en
van het gekantelde binnenvierkant juist
de helft en wel 2r?, zodat de oppervlakte
van de cirkel daar wel ergens tussen ligt,
misschien wel 3r2.

Ook hier zouden we door een meting tot
een scherpere benadering willen komen.
Nu is het vreemde dat we goede meetme-
thoden hebben om een lengte te bepalen

verplaatsing van de cirkel is dan gelijk aan
zijn omtrek.

Zo is het mogelijk zowel de diameter als
de omtrek van de cirkel op te meten.
Door de omtrek dan te delen door de dia-
meter vinden we een benadering voor het
verhoudingsgetal.

onze meetresultaten:
diameter: 41,5 mm
omtrek: 130 mm
omtrek : diameter = 3,13
Wij vinden dus: omtrek = 3,13 x diameter

Doe zelf ook een dergelijke meting aan
een cirkelvormige schijf. Welk verhou-
dingsgetal vind jij?

of een inhoud, maar eigenlijk niet voor
een oppervlakte. Via een trucje, is het
toch mogelijk door middel van een in-
houdsbepaling tot een oppervlaktemeting
te komen.

We nemen een cilindrisch doosje van een
filmrolletje en vullen dit geheel met wa-
ter. Vervolgens gieten we de inhoud ervan
uit in een bakje met vierkante bodem
(fig. 4). Als we dan bedenken dat beide
waterhoeveelheden gelijk moeten zijn,
vinden we een manier om de oppervlakte
van een cirkel te meten.

|- r t r -

Fig. 3. De oppervlakte van een cirkel is groter
dan 2- r? en kleiner dan 4 - r?




Onze meetresultaten:
bodem vierkante bakje:

40 x 40 = 1600 mm?
waterhoogte = 21,5 mm
dus de waterinhoud

1600 x 21,5 = 34400 mm®.
De cilinderinhoud is dus evenveel.

Verder: cilinderhoogte = 48,5 mm

dus de oppervlakte van de grondcirkel
34400 / 48,5 = 709,3 mm®.
cilinderdiameter = 30 mm
dus de straal = 15 mm.

Als we de formule 3r% voor de oppervlak-
te zouden aanhouden, hadden we in dit
geval 3 x 225 =675 mm?® gekregen. Maar
dat is te weinig. Volgens onze gegevens is
3,15 7% een betere benadering. Reken dit
zelf maar na. Men kan bewijzen dat het
hier om dezelfde factor gaat als bij de
omtrek van de cirkel.

De ene formule uit de andere
Met een eenvoudig knippatroon is in te
zien dat het inderdaad dezelfde factor &

Fig. 4. Cilinder vol water; uitgieten in een
kubus

In de wiskunde stelt men voor
de omtrek van de cirkel 7 -d |
en voor de oppervlakte 7 -7? !
De gebruikte Griekse letter heet ‘pie’ en is

in getalwaarde te stellen op 3,14.

is, die in beide formules voorkomt
(fig. 5).

r d -
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halve cirkelomtrek —4

1
577d

Fig. 5. Cirkeloppervlakte in de vorm van 2 ineengeschoven kammen
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Verdeel de cirkel via een middellijn in 2
gelijke helften. Knip elk deel vanuit het
middelpunt zo in dat er een verzameling
congruente gelijkbenige ‘driehoeken’ ont-
staat, hoe meer hoe beter.

Draai beide halve cirkels open tot een
kam met rechte rand. Schuif beide kam-

Wiskundige berekening van 7

Met moderne rekenmethoden is het mo-
gelijk net zo veel decimalen van 7 te bepa-
len als men wenst.

3.14159
58209
82148
48111
44288
45648
72458
78925
33057
07446
98336
60943
00056
14684
42019
51870
50244
71010
59825
18577
38095
03530
55748
81754
85836
94482
93313
25338
67823
55706
32116
63698
81647
16136
45477
56887
82796
73929
06744
46776
94657
26719

26535
74944
08651
74502
10975
56692
70066
90360
27036
23799
73362
70277
81271
40901
95611
72113
59455
00313
34904
80532
25720
18529
57242
63746
16035
55379
67702
24300
54781
74983
53449
07426
06001
11573
62416
67179
79766
84896
27862
46575
64078
47826
49625 24517
57098 58387
68683 86894
84598 72736
43904 51244
41694 86855
01684 27394
64565 96116
15076 06947
22874 89405
90097 14909
22658 80485
54285 84447
21359 69536
03742 00731
86875 19435
81911 97939 95206 14196
98391 01591 95618 14675
56794 52080 95146 55022
66389 37787 08303 90697

89793
59230
32823
84102
66593
34603
06315
01133
57595
62749
44065
05392
45263
22495
21290
49999
34690
78387
28755
17122
10654
68995
45415
49393
63707
77472
89891 52104
35587 64024
63600 93417
85054 94588
87202 75596
54252 78625
61452 49192
52552 13347
86251 89835
04946 01653
81454 10095
08412 B4B8B6
20391 94945
73962 41389
95126 94683
84826 01476
49399 65143
41059 78859
27741 55991
44695 B4B6S
13654 97627
58484 06353
52267 46767
35488 62305
94510 96596
60101 50330
67598 52613
75640 14270
95265 86782
23144 29524
05785 39062
06430 21845

23846
78164
06647
70193
34461
48610
58817
05305
91953
56735
66430
17176
56082
34301
21960
99837
83026
52886
46873
68066
85863
77362
06959
19255
66010
68471

41971
34825
23172
29489
83165
60726
92540
46951
61179
79381
24737
81846
96091
92279
62977
17328
85035
61717
37875
95909
82796
17752
27855
13900
61989
46684
05803
92726
15030
21079
98818
90977
14144
33239
22184
79178
00642
85022
95636
33904
22620
43745
09372
61753
43104
91246
97700
64815
99546
34568
89314
47609
84821
45152
95231
65403
48968
06l46
45123
950718
20937
6259

26433 83279
06286 20899
09384 46095
85211 05559
28475 64823
45432 66487
48815 20920
48820 46652
09218 61173
18857 52724
86021 39494
29317 67523
77857 71342
46549 58537
86403 44181
29780 49951
42522 30825
58753 32083
11595 62863
13001 92787
27886 59361
25994 13891
50829 53311
06040 09277
47101 81942
04047 53464
75216 20569
73964 73263
21641 21992
58692 69956
02364 B066S
51818 41757
17321 72147
57418 49468
69485 56209
46680 49886
38837 B6360
26945 60424
04712 37137
08658 32645
98352 59570
99090 26401
14298 09190
59772 97549
85592 52459
38367 36222
80797 71569
42207 22258
88952 52138
77456 49803
09402 52288
86179 28680
65549 78189
47755 51323
10511 41354
84937 18711
19838 74478
31910 48481
63428 75444
14269 12397
52316 03881
92077 34672

50288
86280
50582
64462
37867
13393
96282
13841
81932
89122
63952
84674
75778
10507
59813
05973
33446
81420
88235
66111
53381
24972
68617
01671
95559
62080
66024
91419
45863
90927
49911
46728
72350
43852
92192
27232
95068
19652
86960
99581
98258
36394
65925
89301
53959
62609
14359
28488
52254
55936
797190
92087
31297
79641
73573
01457
08478
00537
06437
48940
93014
21825

69399
34211
53594
54930
27120
02491
91715
94151
31051
83011
19070
76694
73637
68925
47713
16096
26193
76691
93751
21642
82303
83479
88907
98488
467617
25906
81501
04269
28618
75093
34797
17279
19735
07394
27255
60857
25125
21066
43719
78027
52248
53050
21696
92846
99725
08051
12961
84560
66727
17432
56691
17824
68299
37462
13427
59027
33214
B0674
71819
64942
62137

men dan in elkaar en zo ontstaat een
rechthoek met dezelfde oppervlakte als
de cirkel heeft.

De breedte van deze rechthoek is dan ge-
lijk aan de halve cirkelomtrek (3nd of ).
De hoogte ervan is r. En dus de opper-
vlakte 7r x r of 7r?.

Men kan daarbij meetkundige wegen in-
slaan, zoals Archimedes deed die 7 bena-
derde door de omtrek van de cirkel in

37510
70679
08128
38196
19091
41273
36436
16094
18548
94912
21798
05132
17872
89235
09960
31859
11881
47303
95778
01989
01952
13151
50983
24012
83744
94912
93511
92279
29745
02955
75356
38000
68548
14333
02542
84383
20511
11863
17287
59009
94077
68203
46151
81382
24680
24388
60894
28506
82398
41125
36867
93858
89487
34364
16610
99344
45713
91927
21799
31961

Fig. 6. min 3089 decimalen (kaart
85595

van ‘palais de la découverte’, Parijs)
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te sluiten tussen regelmatige 96-hoeken,
waar hij wel de omtrekken van kon bepa-
len.

Dat leverde hem de uitkomst 22/7 ofwel
3 F42B5T . o

Daarvan zijn dus al 3 cijfers correct.

Men kan ook een meer rekenkundige weg
inslaan.

Er bestaan voor de berekening van 7 on-
eindige reeksen waarvan er een door de
wiskundige Leibniz is uitgevonden:

ey SEL R S N S )

Hoe verder men in deze rij doordringt,
hoe meer decimalen van 7 te voorschijn
komen. Met deze reeks gaat het erg lang-
zaam; er zijn veel betere. Je zult begrijpen
dat daarbij computers een belangrijk
hulpmiddel zijn bij het verrichten van
tijdrovend rekenwerk.

Fig. 6 is een kaart die wij op onze vakan-
tie kochten bij het palais de la découverte
te Parijs. Daarop staat het getal:

m=3,14159 26535 89793 23846
26033 83LT9 siix.

totaalin..... 3089 decimalen.

In fig. 7 is ter bepaling van de

&

Denkertje 1

omtrek en de oppervlakte van
een cirkel deze vervangen
door een achthoek. Deze

Z achthoek is ontstaan door om

de cirkel een vierkant te teke-
nen, dit in 9 kleinere even
grote te verdelen en in 4 er-
van diagonalen te trekken.

De straal van de cirkel stellen
we 7.

Bepaal nu omtrek en opper-
vlakte van de achthoek en
geef aldus benaderde uitkom-
sten voor 7.

(De oplossing vind je elders in

. (el

Fig. 7. > r |

dit nummer.)

*Anders dan anders

Artikelen worden vaak verpakt in dozen die in de wiskunde een blok heten. Zo worden
schoenen en sigaren verhandeld, koekjes en bonbons.
In het geval van de doos bonbons doet men er meestal nog een fraai papiertje omheen en

vervolgens een gekleurd lint.

Meestal gaat dat op de manier van fig. 1a, gewoon van midden tot midden, loodrecht over
de ribben van het blok. Dat is wel de eenvoudigste methode. Maar het kan ook anders,
zoals in fig. 1b. Dat is een stuk artistieker, maar . . .. .. het roept tegelijkertijd bij een

wiskundige wel een heleboel vragen op.

10




normaal anders dan anders

Fig. 1. Inpakken van een doos.

hoe wikkel je dat precies?

glijdt het lint er zo niet gemakkelijk af?

zijn er meer mogelijkheden?

kost deze wijze misschien minder lint?

is er een geval mogelijk met minimale lengte?
lopen de lintdelen hier en daar evenwijdig?

is er symmetrie?

lukt deze methode bij willekeurige afmetingen?

Vooraf stellen we dat er bij de doosranden geen wrijvingskrachten werken. Een direct
gevolg daarvan is dat de spanning in het lint overal gelijk is. Als we deze veronderstelling
niet maken is er aan het probleem weinig zinnig te werken. Denk maar dat je het lint aan
de randen vastplakt; in dat geval is vrijwel van alles mogelijk. Het is zoals bij voetballen:
door het stellen van een spelregel wordt de zaak duidelijker.

Anders dan anders

In fig. 2 staat nader getekend hoe het lint
om de doos zit. Het vormt een ruimtelijke
8-hoek.

Om beurten worden van de zijvlakken van
het blok rechthoekige trapezia en recht-
hoekige driechoeken afgesneden. Hoe pas-
seert het lint eigenlijk een ribbe? In

Fig. 2. Doos met omspannend lint.
D’ w

/ o
P

AI
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A R

A R

Iig. 3b. PQ en QR maken gelijke hoeken met de
ribbe.

Fig. 3c. In de uitslag wordt POR
een rechte.

AI

fig. 3a staat de situatie bij 2 opvolgende
lintstukken zoals PQ en QR. Stel dat je
een elastiekje zou spannen van P naar R,
hoe zou dat dan gaan staan? Waar komt
dan het punt Q?

Je zou het kunnen onderzoeken met fy-
sische middelen. De kracht in het stuk PO
moet gelijk zijn aan die in het stuk OR.
Ontbind nu beide krachtsvectoren met
grootte /' in één vector F; in de richting
van ribbe AD en één vector F, loodrecht
op AD. Als er nu geen wrijving langs de
ribbe werkt, moeten de beide vectoren F,
even groot en tegengesteld zijn. Maar dat

°° Hoe nu verder?
Deze eigenschap van gelijkheid van hoe-
ken geldt nu bij het passeren van elke rib-

l’)

betekent dat PQ en QR gelijke hoeken
maken met ribbe AD (fig. 3b).

Hetzelfde resultaat kun je ook vinden met
een meer wiskundige redenering. Je kunt
stellen dat het punt Q zo gelegen moet
zijn dat de totale lengte van PQ + QR zo
klein mogelijk wordt. Klap nu vlak
AA'PQ in het verlengde van het grondvlak
AQR. Alslijn POR zo kort mogelijk moet
worden, zal het geen gebroken lijn zoals
PQ'R moeten zijn, maar een rechte zoals
POR. Omdat overstaande hoeken dan ge-
lijk worden, zal hoek POD even groot zijn
als hoek AQR.

be. Wat dat betekent zie in fig. 2. Je treft
hier nog twee verschillende hoeken aan




2a+2c

- eng

Fig. 4. Uitslag van een coos met omspannend lint.

die elkaars complement zijn. Deze hoeken
zijn aangegeven met (( en o. Dit heeft on-
der andere tot gevolg dat het lint bodem
en deksel van de doos passeert volgens pa-
ren evenwijdige lijnen.

Hoe gaat het lint precies de doos rond? Je
zou dat het beste kunnen bestuderen in
een uitslag. In fig. 4 staat de uitslag van
een doos met maten a, b en ¢. In de uit-
slag is de loop van het lint getekend en we
zijn met de uitslag net zo lang doorgegaan
tot het lint rond is. Het lint wordt dan
één doorlopende rechte lijn.

Een spannende vraag wordt dan: als we
volgens deze spelregel met het lint de
doos rondgaan, komen we dan wel op ons
vertrekpunt P terug? Of wat is de voor-
waarde daarvoor?

Wel, als we inderdaad rond willen komen,

moet het beginpunt van genoemde rechte
samen vallen met het eindpunt. Dat bete-
kent dat de afstand van P tot A" even
groot moet zijn als van P’ tot A’. Maar dat
betekent weer dat de lijn PQRSTUVWP'
in een bepaalde richting de uitslag moet
kruisen. Verder kun je zien dat het lint
vanuit die stand evenwijdig opgeschoven
kan worden en dat daarbij de totale leng-
te gelijk blijft!

We schuiven het lint nu naar die gestippel-
de stand A'A". De hoek « die de lijn
maakt met de ribbe 4 'D’ volgt uit:

B+

tana = ——
a+c

Als het lint dus onder deze hoek de ribbe
passeert, is het mogelijk rond te komen
en op het uitgangspunt terug te keren.
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De totale lengte

In dezelfde figuur kun je nu ook gemak-
kelijk de totale lengte van het lint aflezen.
Die is dan altijd bij een bepaalde doos
hetzelfde.

Uit de stelling van Pythagoras volgt:

PP =2\/(a+c) +(b+c)?

Bij het passeren van bodem en deksel

Eén voorwaarde

Je zou de vraag kunnen stellen: is er altijd
wel een dergelijke wikkelmogelijkheid
aanwezig?

Een uiterste stand voor het lint, in zover-
re dit het zijvlak ADD'A’" passeert, staat
getekend in fig. S.

Een uiterste waarde voor hoek a volgt
uit: tan « = c¢/a. In werkelijkheid moet

Al D’
C
@ a
A D

Fig. 5. Uiterste stand voor het lint.

Vierkante dozen
Bekijk eens het bijzondere geval van een
vierkante doos, waarbij dus geldt: @ = b.
Zo'’n uitslag staat in fig. 6.
Daarbij wordt -
a%c o
tan « = ——— = 1 dus hoek a wordt 45".
Vil g
In dit geval wordt de totale lintlengte
(24/2) (a + ¢). Nu lopen ook de lijnen

Duur of goedkoop?

Ten slotte deze vraag: spaart deze wijze
van omwikkelen materiaal uit of juist
niet?

14

worden paren congruente driehoeken at-
gesneden, hetgeen rotatiesymmetrie ver-
oorzaakt.

De beste manier om het lint om de doos
te leggen is die waarbij het lint middens
van zijvlakken passeert zoals punt M in
fig. 4. In dat geval worden alle 4 de afge-
sneden driehoeken congruent. Die situatie
stond juist in fig. 2.

het lint dus steiler passeren,
ofwel tan a > ¢/a.

b+ ¢
Maar omdat tan a =
7 B o i

satie van de omwikkeling:

+ »
i > < ofwel glb¥e} > e+t

atc a
ab +ac > ac+c?
ofwel ab > c¢?

en dat is dan de voorwaarde.

volgt voor reali-

Voor platte dozen waar ¢ voldoende klein
is, zijn er geen moeilijkheden. Maar voor
een geval zoals bijea =9,b=25enc=15
zitten we juist aan de grens. Het lint zou
dan telkens precies over hoekpunten moe-
ten lopen. Ook bij een kubus zou zulks
het geval worden.

Maar dozen worden meestal zo gemaakt
dat de hoogte beduidend kleiner is dan de
beide andere maten.

boven en onder evenwijdig aan de diago-
nalen. Dat is in het algemeen echter niet
het geval. In fig. 4 is het duidelijk te zien.
Overigens, bij erg platte dozen, waarbij
¢ <a en ¢ < b, volgt uit dezelfde fig. 4 dat
dan tan a ongeveer gelijk wordt aan b/a
en dan loopt het lint toch ongeveer even-
wijdig met een diagonaal boven of onder.

Bekijk het geval van de vierkante doos.
De totale lintlengte wordt daar
(24/2) (a + ¢); bij de normale manier van




fig. 1a wordt dat 4a + 4¢ of 4(a + ¢). Dat doende 30% besparing. Het is dus niet al-
scheelt in verhouding /2 : 2 of 1,42 : 2 leen artistieker maar ook nog voorde-
BhO. 7 1. liger!

De ‘anders dan anders’ methode geeft zo-

\\

Ue—y

3]

& =45°

totale lengte

(2V2)(a+c)
N

v

Fig. 6. Uitslag van een vierkante doos.
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“"Wakker liggen in een vreemd huis

Door een kier in het gordijn viel een streep maanlicht en een tochtvlaagje deed enkele
glimmende objecten geluidloos bewegen. Ik richtte mijn hoofd een beetje op en herinner-
de mij die avond voor het naar bed gaan iets naast het raam aan de zoldering te hebben
zien hangen. Ja, dat klopte, het was een mobiel: drie kartonnen figuurtjes (mannetje +
vrouwtje + bloempje) hingen daar aan vrijwel onzichtbare draadjes en draaiden langzaam,
zij het zeer wisselvallig om elkaar heen. Grappig, het vrouwtje draaide soms linksom, dan
weer rechtsom rond de bloem, terwijl het mannetje intussen om die twee figuurtjes
tegelijk heencirkelde.

Eva—boom-—Adam . . .

Warempel, de poppetjes waren bloot en er zat een slang om de boom.

Maar ik liet me niet uit het veld slaan.

En kijk nou: Eva en de boom zijn een tel geleden van plaats gewisseld en Adam is vooraan
terecht gekomen ... Adam—boom—Eva! Leuk om na te gaan hoeveel mogelijkheden er
zijn . . . Je hebt nog: Adam—Eva—boom,en . ..

Adam—Eva—boompje

Om de zaak zo eenvoudig mogelijk voor te stellen, zullen we in gedachten Adam, Eva en
de boom vervangen door drie even zware kegeltjes die aan hun top zijn opgehangen en ter
onderscheiding elk een verschillende letter op hun mantel dragen. Dus zo:

[

®

l

Voor we aan het draaien slaan (beginnen te ‘blazen’) nog even deze afspraken:

1. We verdiepen ons er niet in of de letters ten gevolge van het draaien voor het oog aan
de ‘achterzijde’, of misschien zelfs aan een ‘zijkant” van de kegeltjes terecht kunnen
komen. (De letters gebruiken we alleen om de kegeltjes aan te duiden en zo de
verschillende volgorden te kunnen noteren.)

2. De open ‘oogjes’ in de figuur noemen we ophangpunten en de gesloten oogijes’ draai-
punten.

3. We interesseren ons alleen voor situaties waarin alle draai- en ophangpunten in één plat
viak liggen, loodrecht op de kijkrichting. (In fig. 1 is dit getekend als het vlak van het

papier.)
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Dit is dus de vraag die wij ons stellen: hoeveel verschillende mogelijkheden, uitgedrukt in
A, B en C, en van links naar rechts gelezen, kunnen zich al draaiende voordoen op
momenten dat alle kegeltoppen gelijktijdig in het gekozen platte vlak terugkeren?

Wie zich wel eens in permutaties heeft verdiept, voelt direct de neiging opkomen deze
vraag met zes te beantwoorden. Doch nadere beschouwing leert dat bijvoorbeeld de
combinatie 4—-C—B ondenkbaar is (C kan niet tussen, maar wel voOor 4—B terecht ko-
men: C—-A—-B).

De oplossing is echter vrij eenvoudig als men met het laagste draaipunt begint: 4 en B
bieden twee mogelijke standen: A—B en B—A. Gelet op het tweede draaipunt kunnen de
genoemde standen van 4 en B gecombineerd worden met C ervoor en erachter. Ergo zijn
er in het totaal 2 x 2 =4 mogelijkheden, te weten:

A-B-C

B-A-C

C-A-B

C-B-A

Uitbreiding
Met deze uitgangskennis gewapend kunnen we nu de volgende vragen te lijf gaan (de

antwoorden en toelichtingen vind je aan het slot van het artikel).

1. Hoeveel verschillende volgorden kan onderstaande mobiel (fig. 2) doen ontstaan?

|

Fig. 2. /A\ B c /E\ /E\

2. Net als we denken dat we het een beetje door krijgen, beginnen zich complicaties voor
te doen: dezelfde vraag voor onderstaande mobiel (fig. 3). Misschien is het niet over-
bodig even te waarschuwen voor D en £ I

J
kil

L o
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3. En wat dacht je van deze (fig. 4)? Betekent één kegeltje méér automatisch dat er zich
méér verschillende mogelijkheden voordoen?

;-

= a A ZE; ;F\ Fig. 4.

4. Nu we de smaak te pakken hebben, gaan we nog even door (fig. 5/6):

Tovvivy.
|
Eo

5. Genoeg. Probeer nu de zaak eens tot zijn essentie terug te voeren. De antwoorden

blijken alle een macht van 2 te zijn. Dat is geen toeval! Waarmee hangt de exponent
samen?

>

Nu we dat hebben vastgesteld, is al het denkwerk verricht en kunnen we voortaan van de

ingewikkeldste mobielen na luttele seconden zeggen hoeveel verschillende mogelijkheden
zij in petto hebben.

We kunnen weer rustig slapen in een vreemd huis . . .
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Antwoorden

%

16 verschillende mogelijkheden.

B—-C en C—B, gecombineerd met D ervoor en erachter, leveren 4 mogelijkheden op.
Deze weer gecombineerd met E ervoor en erachter brengen de stand op 8. Met A4 erbij
komen we ten slotte op een totaal van 16 verschillende volgorden.

8 verschillende mogelijkheden.

Hier hebben D en E geen eigen, afzonderlijk draaipunt! Zij dienen daarom bij de
uitbreiding van het aantal mogelijkheden als één geheel (DE of ED) te worden be-
schouwd, aldus: B en C zorgen voor de combinaties B—C en C—B, waar DE achter en
ED voor geplaatst kan worden:

B—-C-DE

C-B-DE

ED-B-C

ED—-C-B enz.

16 verschillende mogelijkheden.

Nee, de mobiel in fig. 2 bood met S kegeltjes evenveel mogelijkheden.

Hier blijkt dat 3 kegeltjes aan één draaipunt (B, C en D) toch slechts 2 mogelijkheden
opleveren: B—C—D en D—-C-B!

Fig. 5: 32 mogelijkheden.

Fig. 6: 16 mogelijkheden.

De exponent stemt overeen met het aantal draaipunten: een mobiel met 6 draaipunten
biedt 2° = 64 combinaties (ongeacht het aantal kegeltjes).

‘Een hoek in drieén

Een hoek in twee gelijke delen verdelen is niet zo moeilijk. Je zou er een cirkel in kunnen
schuiven zodat deze aan de benen raakt. De lijn van hoekpunt naar middelpunt is dan de
deellijn (fig. 1).

Maar hoe zou je een hoek in drieén kunnen verdelen? In fig. 2 wordt dat gedaan met hoek

Fig. 1. Een hoek verdelen in 2 gelijke delen.

Tﬂt
/ \\\\
f" o 0\\0 0
/ %
,/ \\ \\\
/ ¥ S
/ \ M
/ A ~
.’I \\ \\\
Y E
/ \
& \ \>
/ \ o
/! X
/ \
/
/ \\
&£ A
/A B & D

Fig. 2. Een hoek verdelen in 3 gelijke stukken.
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ATE. Dat gaat als volgt. Neem een lijnstuk AD. Verdeel dat in drie gelijke delen (48 = BC
= (D). Trek een cirkel met C als middelpunt en CD als straal. Richt in B een loodlijn op
AD op. Neem nu het hoekpunt 7" op deze loodlijn en zorg dat één been van de hoek door
A gaat en het andere de cirkel raakt. 7B en 7C zijn nu de beide verdeellijnen.

Probeer dat zelf maar te bewijzen en als je een beetje praktisch bent, maak dan uit karton
een apparaat om zo’n constructie uit te voeren, voor je de oplossing bekijkt.

De oplossing

a. Het bewijs (fig. 3).
Verbind het raakpunt £ met het middelpunt C. Nu is driechoek TEC het spiegelbeeld
van drichoek 7BC en deze weer het spiegelbeeld van driehoek 7BA. Zodoende worden
de 3 hoeken bij 7 even groot.

b. Het instrument (fig. 4).
Neem een strook. Deel deze in drieén. Zet op het middendeel weer zo’n strook en
plaats de cirkel. De tekening wijst de rest vanzelf.

Fig. 3. Door een dubbele spiegeling worden de 3 Fig. 4. Een apparaat om een hoek in 3 gelijke
hoeken gelijk. delen te verdelen.

“De differentie-methode, een zeef voor getallen

In 1911 bepaalde de Amerikaan Millikan de lading van elektronen. Dit lukte door de
ladingen te meten die zich op oliedruppeltjes bevonden. De gemeten lading was telkens
een veelvoud van die van één elektron. Uit de waarden van de gemeten hoeveelheden
moest daarna de lading van de elementaire lading nog afgeleid worden.

Het probleem is dan eigenlijk dit: hoe kun je van een aantal getallen de grootste gemene
deler bepalen?

Het lijkt een eenvoudig probleem, je was er al mee bezig op de basisschool.

20




De stelling

Voor getallen als 18 en 52 of 36 en 120 is
dat een koud kunstje. Maar hoe ga je te
werk bij 4181 en 75717

Laten we beginnen met iets eenvoudigs.
We nemen de getallen 35 en 21. Je ziet
direct dat ze beide deelbaar zijn door 7.
Het verschil van de getallen is dan ook
deelbaar door 7. Dat verschil is 14. Het
verschil van dit getal 14 en elk van de
oorspronkelijke getallen is dan ook weer
deelbaar door 7. Dat klopt, want 35 — 14

1. We passen de methode toe op een an-
der voorbeeld.
We bepalen op deze wijze de grootste
gemene deler van
35 — 105 — 56 — 140.
Zet de getallen op afdalende volgorde.
140 — 105 — 56 — 35.
Bepaal de verschillen van elkaar opvol-
gende getallen.
In dit geval 35 — 49 — 21. Zet deze
getallen en de oorspronkelijke weer op
volgorde:
140 — 105 — 56 — 49 — 35 — 21.

of 21 — 14 is zelf al 7. En daarmee is de
gezochte factor gevonden!

De stelling is dus deze:

als 2 getallen p en g een gemeenschappe-
lijke factor n hebben, bevat hun verschil
die factor ook.

Immers, als p =an eng=bndanp — q =
n(a — b).

Verschillen van verschillen bevatten die
factor dan ook. Zo kun je doorgaan. Er
ontstaan dan steeds kleinere getallen. De
grootste gemene deler wordt zo uitge-
zeefd!

Zoek weer de verschillen: 35 - 49 — 7

- 14 — 14.
Alleen de nieuwe getallen interesseren
ons.

Zet ze weer op een rij:

140 — 105 - 56 —49 -35-21 - 14
- 7.

Er komen nu geen nieuwe getallen
meer te voorschijn.

Door herhaaldelijke differenties (ver-
schillen) is het getal 7 door de zeef
gevallen. Het kleinste getal in de laat-
ste rij is de grootste gemene deler.

2. Nu een geval waarbij je de uitkomst niet vlug kunt raden. Zoek de grootste gemeen-

schappelijke factor van
7571 en 4181.

We schrijven de differentiemethode schematisch uit, zonder verder commentaar.

7571 — 4181

7571 — 4181 — 3390

7571 — 4181 — 3390 — 791

7571 — 4181 — 3390 — 2599 — 791

7571 — 4181 — 3390 — 2599 — 1808 — 791

7571 — 4181 — 3390 — 2599 — 1808 — 1017 — 791
------------------- — 1808 — 1017 — 791 — 226
------------------------ — 1017 = 791 — 565 — 226
cee —791 — 565 -339-226 - 113

- e ——eEeE S ——emeEemeE —— =emeeE ——eaeaees —a

verschil — 3390
nieuw verschil - 791
2599
1808
1017
226
565
339

IR 2R 2R 2R 2R

7571 — 4181 — 3390 — 2599 — 1808 — 1017 — 791 — 565 — 339 — 226 — 113

er ontstaat nu geen nieuw verschil meer.
Het kleinste getal 113 is de gezochte factor.

Hieruit volgt: 7571 = 67 x 113
4181 =37x113

Het gevolgde recept is niet gecompliceerd, hoogstens tijdrovend. Dergelijke arbeid kan
men gemakkelijk programmeren en door een computer laten uitvoeren.
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3. Zulk soort problemen komt men niet
alleen bij getallen tegen.
Het probleem aangaande de getallen
7571 en 4181 zou je ook als volgt
kunnen tegenkomen: een aantal mun-
ten weegt 757,1 gram en een ander
aantal van dezelfde munten 418,1
gram. Wat weegt één munt? Werkend
volgens de differentie-methode vind je
dan voor het gewicht van één munt of
voor dat van een aantal ervan 11,3
gram.

4. In een kartonnen doosje zitten rijks-

daalders. Het doosje met munten
weegt 107 gram. Hetzelfde doosje met
een ander aantal rijksdaalders weegt
152 gram, met weer een ander aantal
77 gram. Gevraagd: wat weegt een
rijksdaalder. Eigenlijk is dit een pro-
bleem met 5 onbekenden: de 3 aantal-
len, het gewicht van een munt en het
gewicht van het doosje. De aantallen
zijn hier wel positieve gehele getallen.
Laten we eens proberen.
De getallen zijn: 152 — 107 — 77. De
verschillen 45 en 30. Deze laatste ge-
tallen zijn veelvouden van gewichten
van rijksdaalders (de eerste 3 getallen
niet!). Het verschil hiervan is 15 en dat
is juist het rijksdaaldergewicht (of een
veelvoud ervan).

5. Een moeilijker voorbeeld.
In 3 even zware lucifersdoosjes zitten
oude vierkante stuivertjes; in elk doos-
je andere aantallen.
De doosjes met munten wegen: 56 —
47 - 23 gram.
Het gewicht van een stuiver (of een
veelvoud ervan) vinden we aldus:
56 —47 — 23

verschillen:

24 — 9 verschil 15
24 -15-9 nieuw verschil 6
24—-15-9—-6 =%, o8

24-15-9-6-3

Er ontstaat geen nieuw verschil meer.
Het gezochte getal is 3. Dit is ook het
gewicht van een stuiver (of een veel-
voud ervan).

. Ten slotte het probleem van Millikan.

Hij had nog een extra moeilijkheid in
deze vorm dat zijn getallen niet exact
waren, maar als gevolg van meten een
zekere onnauwkeurigheid bezaten. Op
volgorde gezet vond hij voor de lading
van oliedruppeltjes:

26,1 — 229 =197 - 181 ~ 16 55
13,1 — 11,5 — 8,2 — 6,6 telkens nog
vermenigvuldigd met een bepaalde fac-
tor.

Gezocht de grootste gemene deler.

De rij der verschillen ziet er aldus uit:
32~32~16~1,6 —34 — 1654
3,3 — 1,6 nieuwe verschillen 1.7 en
1,8 en het verschil daar weer van 0,1.
In werkelijkheid zijn de waarden 1,6 —
1,7 — 1,8 gelijk maar verschillen alleen
door meetonnauwkeurigheid.

De gezochte factor is dus 1,6 (of 1,7
of 1,8).

De beste uitkomst levert een gemiddel-
de, aldus:
(32+32+2x16+2x16+34+2
x 1,6 + 3,3+ 2 x 1,6) gedeeld door 16
ofwel 1,62.




@ Denkertjes

2. Even zware doosjes bevatten peseta’s. De aantallen hiervan hebben geen
gemeenschappelijke deler. De aantallen zijn dus bijvoorbeeld 7, 12 en 5,
maar niet bijvoorbeeld 15,9, 21.
Bepaal het gewicht van één peseta
als de doosjes met munten wegen:
64,5 40,5 en 24,0 gram.

3. Bepaal de grootste gemene deler van

2257 — 703 — 481.

"Knippatroon voor de \
stelling van P. - y

ey

Fig. 1. Knippatroon voor de stelling van P.
¢ =a> +4.(Lb*) of ¢* =4* +§2

Je kent natuurlijk de stelling van Pythagoras.

Deze zegt dat voor elke rechthoekige driehoek geldt:

¢? = g% + b%.De Gricken gaven daaraan een meetkundige zin door te stellen: de opper-
vlakte van het vierkant op de schuine zijde is de som van de oppervlakten van de vierkan-
ten op de rechthoekszijden.

Door knippen zou je kunnen onderzoeken of dat waar is. In fig. 1 staat het knippatroon.
De verdeellijnen voor het linkervierkant krijg je aldus: neem het midden van dat vierkant
en trek een lijn evenwijdig aan de schuine zijde en één loodrecht daarop.

Het schuine vierkant wordt nu duidelijk de som van de beide andere. Door de desbetref-
fende 5 stukijes te verplaatsen kan het vierkant ¢ gelegd worden.
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"De oplossing van: geschikt als ontdekker?

Het Sumerisch talstelsel was 60-tallig.

7maall 7 161 Sumeris |
maal 2 14 ¢én spijker is een eenheid
maal 3 21 1_0 eenheden is < 2 |
maal 4 28 60 eenheden is weer één spijker. ’
maal 5 35 Dus 63 (tientallig) is 60 + 3 is één spijker
maal 6 42 plus drie spijkers.
maal 9 63
maal 10 70

Oplossingen van de denkertjes

1. a. Omtrek:
een zijde van een klein vierkantis 3
een diagonaalstuk /2
dus de omtrek van de achthoek:
4 x (3r +2ry/2) = (1,333 + 1,886) 2r = 3,22d

b. Oppervlakte:
de oppervlakte van het grote vierkant is 47
van een klein vierkant 37
de oppervlakte van de achthoek is gelijk aan die van 7 kleine vierkanten.
De oppervlakte van de cirkel wordt dus benaderd door:

327 =311

2. 64,5 - 40,5 - 24,0
verschillen 24,0 — 16,5 nieuw verschil 7,5
24,0-16,5-75-90
240-16,5-90-75-1,5
240 -165-90-75-1,5-6,0
240-165-90-75-6,0 -1,5—4.,5
240-16,5-90-75-6,0-45-1,5-+30
240-16,5-90-17,5-6,0 -4,5 -3,0 - 1,5 geen

Het gewicht van één peseta is dus 1,5 gram

3. 2257 — 703 - 481 — 1554 - 222
2257 — 1554 — 703 — 481 — 222 -+ 851 - 259
2257 ~ 1554 - 851 — 703 — 481 — 259 — 222~ 148 - 37
2257 — 1554 — 851 — 703 — 481 — 259 - 222 - ]48 - 37

- 111 - 74

2257 — 1554 - 851 — 703 — 481 — 259 — 222 — 148 - 111 — 74 - 37

Er komen geen nieuwe verschillen meer, dus 37 is de factor.

2257 =61 x 37
703 =19 x 37
481 =13 x 37
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lossingen van denkertjes en prijsvragen naar: A. F. van Tooren, Calabrié 33, Leusden-C.

ABONNEMENTEN

Pythagoras verschijnt 5 maal per schooljaar.

Voor leerlingen van scholen, kollektief besteld via één der docenten, f 6,— per jaargang.
Voor anderen f 10,—.

Abonnementen kan men opgeven bij Wolters-Noordhoff bv. Afdeling Periodieken, Post-
bus 58, Groningen.

Bij elke 20 abonnementen of gedeelte ervan (met een minimum van 5) wordt één gratis
abonnement verstrekt.

Het abonnementsgeld dient na ontvangst van een nota te worden gestort op girorekening
1308949 van Wolters-Noordhoff.

Het geheel of gedeeltelijk overnemen van de inhoud zonder voorafgaande schriftelijke
toestemming van de redactie is niet toegestaan.

WAIN




