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De fles van Klein heeft geen rand en maar één kant! In het artikel op pag. 7 wordt de constructie van 
dit vreemde voorwerp uit de doeken gedaan. Als je een model van de fles van Klein zelf wilt maken, 
dan vind je hierboven een 'bouwplaat' ervan. Als je het artikel gelezen hebt en de bouwplaat goed 
bekijkt, zal het in elkaar zetten weinig moeilijkheden opleveren. 

BIJ Di; FIGUUR OP DK OMSLAG: 
Ken je de band van Möbius? Het is een vlak met bijzonder merkwaardige eigenschappen. Toen de 
graficus M. C. Kscher er voor het eerst kennis mee maakte, ontstond meteen een prent; De band van 
Möbius I die je op de omslag afgebeeld ziet. Zie het artikel op pag. 7. 
(Foto-omslag: M. C. F.scher, Band van Möbius 1, 1961, Kscher Stichting - Haags gemeentemuseum). 



Wiskunde en appelflappen 

Op onze laatste vakantie in Engeland kochten we in een snackbar een 'hot apple pie'. Dat 
is een soort hete appelflap in de vorm van een loempia. Ze worden verpakt in een 
cilinderachtig kokertje, dat aan beide einden op een vernuftige wijze door omklappen van 
het papier, gesloten wordt. Toen we eenmaal buiten stonden, waren we nog meer verrast 
door het doosje dan door de inhoud ervan. We stapten weer naar binnen en kochten nog 
een 'hot apple pie', want we wilden . . . nog zo'n doosje (fig. 1). 

Kig. 1. 'Hot apple pie'doosjes. 

Het was ons al eerder overkomen, dat ver-
pakkingen ons aanspoorden tot wiskundig 
onderzoek. 
Al etend vroegen we ons af: welke voor-
waarden moeten vervuld worden om het 
doosje gegarandeerd goed te laten sluiten. 
We waren verbaasd, maar we wisten eigen-
lijk niet waarover. Het duurt vaak vrij 
lang voordat je de vragen die enigermate 
aan je verwondering tegemoet komen, 
goed geformuleerd hebt. 
En zolang de vragen niet geformuleerd 
zijn, is er ook niets te onderzoeken. 

Eerst zelf doen 
Het lijkt verstandig, alvorens verder te le-
zen, eerst zelf van stevig papier zo'n doos-
je te maken. De uitslag ervan staat in 
fig. 2. 
Teken de vorm over en vouw langs AP en 
CR om. De uitstekende rand S moet op S' 
geplakt worden. De vier ronde stippel-

lijnen moet je met een scherp mesje een 
beetje insnijden en dan de vier flappen 
naar binnen klappen. Zo krijgt het doosje 
bodem en deksel. 

Fig. 3. De twee doosjes passen tegen elkaar. 
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Experimenten 
Na enig experimenteren viel het ons op, 
dat de twee doosjes in elkaar pasten (fig. 
3). De ronding van de doosjes bleek gelijk 
aan de holten bij bodem en deksel. Op die 
manier ontstaat de situatie van twee el-
kaar snijdende cUindervlakken, waarvan 
de assen elkaar loodrecht snijden. Als je 
zelf twee van zulke doosjes maakt, kun je 
dat ook zien. 

Fig. 4. Elkaar doorsnijdende cilinders. 

We zouden nu eerst moeten bestuderen 
wat er eigenlijk gaat gebeuren als twee ci-
linders elkaar op die manier doorsnijden. 
De situatie is getekend in fig. 4. Na enig 
puzzelen ontdek je dat de snijding ge-
schiedt volgens twee ellipsen waarvan de 
vlakken hoeken van 45° maken met de 
assen en onderUng loodrecht op elkaar 
staan. De doorsnijding van de cilinders ge-
schiedt dus net zo als wanneer we de ci-
linders met die vlakken zouden doorsnij-
den. 
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Fig. 5. De beide snijvlakken staan loodrecht op 
elkaar. 

Dat die snijvlakken ook bij het 'apple 
pie'doosje loodrecht op elkaar staan, 
bleek duidelijk door een stuk karton te 
nemen, dat in te snijden en om te vou-
wen, zodat er twee loodrechte vlakken 
ontstonden en toen te controleren of het 
doosje keurig in die hoek paste. Zoals fig. 
5 laat zien, klopte dat uitstekend. 
De krommen ABC, ADE, PQR en PVW 
(fig. 2) zijn dus, als het doosje gesloten is, 
delen van ellipsen. Men zou zich kunnen 
afvragen: hoe gaan die krommen in de 
uitslag van fig. 2 eruitzien. Of anders ge-
zegd: hoe gaan die krommen eruitzien bij 
de uitslag in het platte vlak? De fabrikant 
van de doosjes moet van te voren deze 
lijnen in het papier ritsen, zodat wij later 
daarlangs vanzelf omvouwen en het doos-
je de goede vorm krijgt. 
Enig onderzoek bracht aan het licht dat 
dit delen van een cosinusgrafiek zijn. 
Hiermee is het raadsel van het appelflap-
doosje opgelost. 



Hele cilinder 
Bij dit doosje wordt slechts een deel van 
een cilindermantel gebruikt. 
Eenzelfde sluiting kom je tegen bij kar-
tonnen kokers (fig. 6). De einden worden 
daar langs een voorgeritste kromme omge-
zet. Die lijn is weer ruimtelijk een ellips 
en in het platte vlak een stuk cosinus. 
Je kunt de sluitingswijze bestuderen in 
fig. 7. Als je goed kijkt, zie je dat dit 
dezelfde figuur is als reeds getekend in 
fig. 4. Een stuk van de cilinder met hori-
zontale as (I) wordt bij sluiting van de 
koker naar binnen geklapt, komt dan in 
stand (II) en vormt dan een congruent 
deel van de cilinder met verticale as. Bin-
nen en buiten zijn daarbij verwisseld. 
Zeker bij dikker karton geeft deze ombui-
ging de nodige complicaties. Een echte ci-
linder heeft geen dikte, maar karton wel. 
De binnenzijde heeft zodoende een klei-

Fig. 6. Kartonnen koker met elliptische sluiting. 

nere omtrek dan de buitenkant. Als nu 
binnen en buiten moeten wisselen, gaan 
de papierlagen inwendig schuiven, waar-
door het papier op de duur beschadigd 
wordt. Het papier wordt dus wat gefor-
ceerd, maar is de doos eenmaal dicht, dan 
hebben we een wiskundig verantwoorde 
sluiting. 

uitklappen' 

inklappen 

Fig. 7. Analyse van de sluiting bij een kartonnen koker. 
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'Logaritmische schalen en watje ermee kunt doen 

Met een rekenliniaal kun je allerlei ingewikkelde bewerkingen, met een zekere graad van 
nauwkeurigheid, in een wip uitvoeren. De uitkomst voor 871 : 13 lees je even vlot af 
1,25 X 27. Voor \/2 draait de liniaal zijn . . . lat niet om, zo min als voor sin 13,5 . 
Hoe lukt het met zo'n eenvoudig instrument zulke moeilijke berekeningen te maken? Bij 
nader inzien blijken de diverse schalen een nogal merkwaardig verloop te hebben. Zou dat 
er iets mee te maken hebben? 

Op een gewone liniaal zit een lineaire 
schaal, hetgeen eenvoudigweg wil zeggen 
dat de afstand van een bepaald cijfer tot 
het begin van de schaal evenredig is met 
dat getal. Dat is bij de schalen op de re­
kenliniaal allerminst het geval. Bovendien 
beginnen daar alle schalen met het getal 1. 
Wat is daar het nut van? 

De logaritmische schaal 
De schaalverdeling op de rekenliniaal is 
niet evenredig maar logaritmisch. Om 
daar iets van te begrijpen, moeten we 
eerst iets weten van de logaritmische 
functie en haar eigenschappen. We zijn 
dan zelf in staat om zo'n schaal te ont­
werpen en er het nut van te ontdekken. 

De bedoelde functie wordt gedefinieerd 
als een oppervlaktefunctie. 
We gaan uit van de grafiek van de vergelij­
king y = —. In fig. 1 is daar een deel van 

getekend. 
Ze gaat door het punt (1, 1). Voor x = 2 
wordt y= \, voor x = A wordt j ' = 5 enz. 
De grafiek is getekend voor het domein 
van X = 1 tot X = 10. 

Je hebt een soortgelijke kromme vast al ont­
moet in de natuurkundelcs. Stel dat we eens 
uitgaan van 1 üter lucht met een druk van 1 
atmosfeer. Als we het volume nu gaan ver­
groten tot 2 liter, daalt de druk tot \ atmos­
feer. Zo hoort bij 10 liter inhoud een druk 
van ïV atmosfeer. 

- e l k hokje heeft een oppervlakte 0,01 

elk hokje komt op de Imeaal overeen met 1 mm 

aantal hokies — [ ] , ^3 . | . 18 . j . 15 .■,. 14 .;. 

/ / / / IU \ \ \ u 
in. io_ooinr­­in^iD iT), lil, ii> 

iio„y 

1 2 
1,1 1.2 1.3 1,4 1.5 1,6 17 181,91 

2,5 3 „ 3,6 4 
1 ^ 1 I 

6 7 8 9 10 
I I I I ^ 

de C-schaal van de rekenlineaal (totale lengte 230 mm) 

Fig. 1. Meting van de afstanden voor een logaritmische schaal. 
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Hoe is nu de logaritmische functie gedefi­
nieerd? Wat verstaat men bijvoorbeeld on­
der 'de logaritme van 2'? Hieronder ver­
staat men de oppervlakte begrensd door 
de lijnen x= 1, x = 2, de x­as en de krom­
me j ' = \lx. Als je in fig. 1 het aantal hok­
jes in dat gebied telt, kom je uit op onge­
veer 69. Omdat elk hokje een oppervlakte 
0,01 heeft, is dus de logaritme van 2 on­
geveer gelijk aan 0,69 en schrijven we 
kortheidshalve: In 2 «= 0,69. 

Met het teken 'In' bedoelen we de 'natuur­
lijke logaritme'. Men kan nog andere opper­
vlaktefuncties op soortgelijke wijze defi­
niëren, maar vanwege de eenvoud van de 
functie x^ljx, noemen we deze de 'na­
tuurlijke'. 

Door uittellen kun je nu zelf wel allerlei 
uitkomsten voor logaritmen, met enige 
nauwkeurigheid, vinden. De getallen on­
der de x­as in fig. 1 geven het aantal getel­
de hokjes in een bepaald interval aan. 
Zo tellen we links van de lijn jc = 3 vanaf 
de lijn x=l 110 hokjes zodat In 
3 == 1,10. Controleer de waarden voor een 
aantal natuurlijke logaritmen vanaf x= \ 
tot x= 10, zoals die in fig. 2 verzameld 
zijn. 

X In.»: 

1 0 
1,5 0,41 
2 0,69 
2,5 0,92 
3 1,10 
3,5 1,25 
4 1,39 
5 1,61 
6 1,79 
7 1,95 
8 2,08 
9 2,20 
10 2,30 

Fig. 2. Verzameling In­waarden. 

Als je de uitkomsten bekijkt, kun je zien 
dat de logaritmische functie een aantal 
merkwaardige eigenschappen heeft, waar­
van nu juist bij de rekenliniaal handig ge­
bruik gemaakt gaat worden. 

Zo blijkt dat In 6 = In 2 ­i­ In 3, want 1,79 
= 0,69 + 1,10; evenzo geldt dat In 10= In 
4 + In 2,5, immers 2,30 is ongeveer gelijk 
aan 1,39 + 0,92. Als het niet precies uit­
komt, is dat een gevolg van meetonnauw­
keurigheid. Het is een wat wonderlijke 
zaak: het lijkt dat vermenigvuldigen 
wordt omgezet in optellen. Ook het om­
gekeerde is waar: delen is om te zetten in 
aftrekken. Zo geldt nu natuurlijk ook: In 
3 = lnf = ln6 ­ l n2 . 
Ook interessant is deze eigenschap: kwa­
drateren gaat over in verdubbelen, het ne­
men van een derde macht gaat over in 
verdrievoudigen. Kijk maar: In 4 = 2 In 2; 
In 8 = 3 In 2; In 9 = 2 In 3. Heb je het 
gecontroleerd, het komt uit. 
We kunnen nu de logaritmische schaal uit­
zetten. Trek een rechte lijn en zet aan het 
begin 1. Zet dan getallen tot en met 10 
zover rechts daarvan als het aantal hokjes 
onder de grafiek aangeeft. Neem daarbij 
voor elk hokje 1 mm. Je kunt even goed 
een andere schaal nemen. In het voorge­
stelde geval wordt onze hele getallenlijn 
230 mm lang. Onder fig. 1 is deze gete­
kend. Teken het zelf ook maar eens uit, 
dan snap je beter wat er gebeurt. 
Bekijk nog eens goed, wat we nu bereikt 
hebben. Het getal 4 staat tweemaal zover 
van het getal 1 als 2, het getal 8 driemaal 
zo ver. Omgekeerd staat V 9 halverwege 1 
en 9. Zo kun je aflezen, dat V 10 vrijwel 
■n is. 

Op een gewone schaalverdeling staan ge­
tallen die even veel verschillen even ver 
van elkaar. Hier juist getallen die bij de­
ling hetzelfde quotiënt geven, zoals 3 : 2 
en 6 : 4 . Zo is de afstand van 5 tot 10 
even groot als van 3 tot 6. Dat is toch wel 
een hoogst merkwaardige schaal. 
Oefen zelf wat en schat eens: 6 : 4 = 1,5; 
V 2 = 1,4 enz. We zijn nu in staat een 
rekenhniaal te ontwerpen. 

Een optelliniaal 
Het lijkt niet ingewikkeld om een optel­
machientje te maken. Als je twee stroken 
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Fig. 3. Optellen met stroken. 

papier uitknipt en op beide een genum­
merde cm­verdeling maakt, ze vervolgens 
ten opzichte van elkaar verschuift, is het 
mogelijk volgens het systeem van fig. 3 
getallen machinaal op te tellen, zoals 
2­1­6 = 8. De aftrekking verloopt dan net 
omgekeerd. Zo kun je in dezelfde figuur 
direct aflezen: 8 — 6 = 2. 
Probeer zelf nu onder woorden te bren­
gen, hoe beide bewerkingen op de liniaal 
dienen uitgevoerd te worden. Nu is het 
zo, dat optellen en aftrekken voor ons 
geen moeilijke bezigheden zijn. Vermenig­
vuldiging en deling zijn zeker ingewikkel­
der en tijdrovender. We zouden ook voor 
dat doel een rekenliniaal kunnen ontwer­
pen, als we in staat zouden zijn daartoe 
geschikte getallenseries ter beschikking te 
krijgen. Het zal wel duidelijk zijn, dat der­
gelijke stroken dan met 1 dienen te begin­
nen. Er zou dan iets mogelijk moeten zijn 
zoals in fig. 4 is uitgebeeld: 2 x 4,5 = 9, 
een werkwijze vrijwel gelijk aan die bij 
het optelmachientje. We zouden dus ge­
talstroken willen optellen, maar het resul­
taat zou een vermenigvuldiging moeten 
zijn. We zouden stroken willen aftrekken 
en op die manier een deling uitvoeren. 
Dat lukt nu juist met logaritmische scha­
len: vermenigvuldigingen gaan daar over 
in optellingen, delingen in aftrekkingen. 

, \ 
1 

1 
1 

4.5. 
1 / 

1 
2 •1 

Fig. 4. Vermenigvuldigen op de rekenliniaal. 
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De rekenliniaal 
De C­ en D­schaal van onze echte reken­
liniaal hebben juist de verdeling van de 
strook in fig. 1. De schalen beginnen bij 
1. Omdat In 2 = 0,69 (69 hokjes onder de 
kromme), zetten we het getal 2 op een 
afstand van 69 mm rechts van 1. Omdat 
In 3 = 1,10, staat het getal 3 110 mm 
rechts van 1 enz. 
Als je nu 2 X 3 wilt uitrekenen en dezelf­
de handelingen verricht als in fig. 3, kom 
je volgens de eigenschap In 2 ­I­ In 3 = In 6 
bij het getal 6 uit. De deling gaat hierbij 
natuurlijk net in omgekeerde richting. 

Verdere toepassing van logaritmische 
schalen 
Logaritmische schalen spelen in het dage­
lijks leven nog vaker een rol. Lineaire 
schalen hebben de eigenschap dat ver­
schillen daar even groot zijn; bij logarit­
mische schalen liggen getallen met dezelf­
de verhouding juist even ver van elkaar. 
En omdat absolute verschillen minder in­
teressant zijn dan relatieve, gebruiken we 
vaak schalen van de tweede soort. Als je 
de leeftijd van een baby van 10 maanden 
1 maand mis raadt, maak je dezelfde fout 
als dat je bij een 100­jarige je 10 jaar ver­
gist. 
Als je iemands levenslijn zou uittekenen 
op een lineaire schaal, dan zou er evenveel 
aan dagboekruimte beschikbaar zijn in de 
periode van 10 tot 20 als in die van 70 tot 
80. Dat doet toch wel een beetje oneerlijk 
aan. 
Om dit nog wat exacter aan te geven, 
volgt hier ten slotte nog een overzicht van 
soortelijke weerstandswaarden van gelei­
dende en niet­geleidende stoffen. De 
waarden hiervan lopen geweldig uiteen. 
Zo is de soortelijke weerstand van zilver 
1,6­10"* (in het internationale eenhe­
densysteem), van grafiet 10"' , van mar­
mer 10' en van kwarts 10^°. 
Hoe moet een zo sterk uiteenlopende se­
rie op een rijtje gezet worden? De logarit­
mische schaal brengt uitkomst. Op deze 



schaal gaan we telkens een eenheid verder aantal geleiders althans enigermate tot 
bij vergroting met een factor 10. Op deze zijn recht (fig. 5). 
manier komt het onderscheid tussen een 

ijzer 

m" 10"̂  10"* 10"- 1 10̂  10" 10̂  

grafiet 

kwik 

nikkel 

koper 

zilver 

silicium 

porselein 

rubber 

r 
mica 

paraffine 

I 
kwarts 

- geleiders- - isolatoren-

Fig. 5. Overzicht van soortelijke weerstanden (in i l m ) op een logaritmische schaal. 

'De band van Möbius 

Op de omslag zie je een bekende gravure van de kunstenaar M. C. Escher (1898—1972). 
Hierin is een oud symbool voor de eeuwigheid verwerkt: de slang die zichzelf in de staart 
bijt. Het eindeloze wordt verder nog benadrukt door de band zonder einde. Nu kunnen 
we ons een band zonder einde wel eenvoudiger voorstellen door de cilindrisch gevormde 
band van fig. 2. Is fig. 1 alleen maar een ingewikkelde manier om de band van fig. 2 weer 
te geven of is er een echt verschil? En dan is altijd nog de vraag volgens welke regels we 
een verschil echt zullen noemen en wanneer niet. We gaan eerst maar eens op ontdekking 
uit en zullen daarna eens kijken of we spelregels kunnen bedenken. 

Maar één kant! 
Een mier loopt in de richting van de pijl 
en probeert het merkteken te bereiken. 
Lukt hem dat bij band 1? En bij band 
2? Ook al vervormen we band 2 tot fig. 3, 
dat helpt de mier niets. Tenzij we 4̂ en 5 
naar elkaar toebuigen en daar een verbin-
ding aanbrengen. 
Bij de band van fig. 1 is het voor de mier Fig. 1. 
mogelijk om elk punt te bereiken zonder 
over de rand heen te hoeven kruipen. Het 
is een oppervlak dat eigenlijk maar één 
kant heeft. Stop, zegt de wiskundige nu, 
waar praat je over? Oppervlak, kant, rand, 
punt, . . ., heb je die gedefinieerd? We 
stoppen niet, maar veronderstellen dat de-
ze grondbegrippen aan een ieder duidelijk 
zijn. Fig. 2. 
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Brengen we in de band van fig. 1 een knip 
aan (fig. 4), dan is het onmogelijk gewor-
den om van pijl naar merkteken te komen 
zonder over de rand te stappen. Het op-
pervlak is tweekantig geworden. We kun-
nen nu een verschil aangeven tussen de 
oppervlakken van de fig. 1 en 2. De eerste 
heeft één kant, de tweede twee. We staan 
hierbij toe dat het oppervlak vervormd 
wordt, maar knippen of plakken is ver-
boden. 

Meetkunde zonder meten 
De éénkantige band wordt Möbiusband 
genoemd, naar de Duitse wis- en sterren-
kundige August Ferdinand Möbius 
(1790-1868). We zijn dus kennelijk toch 
van de kunst in de wiskunde beland, hoe-
wel begrippen als vorm en lengte, die ons 
uit de meetkunde zo vertrouwd zijn, hier-
bij blijkbaar verwaarloosd worden. We 
mochten immers vervormen en bij het 
zoeken naar verschillen hebben we geen 
moment gelet op de lengte of de breedte 
van de banden. Dit onderdeel van de wis-
kunde heet topologie. Ze onderzoekt de 
eigenschappen die blijven bestaan bij ver-
vormingen waarbij de samenhang niet ver-
broken wordt (plaatsleer, vergelijk topo-
grafie = plaatsbeschrijving). 

Het Instituut Ontwikkeling Wiskunde-
onderwijs heeft als embleem de band van 
fig. 5. Is dit ook een Möbiusband? Zo ja, 
gelijk aan die van fig. 1, dat wil zeggen 
door vervorming daaruit te verkrijgen? 
Om dit te onderzoeken, bekijken we hoe 
we de banden in werkelijkheid zouden 
kunnen maken. We zeggen 'in werkelijk-
heid', omdat we tot nu toe eigenlijk al-
leen in gedachte bezig waren. Neem een 
strook papier en plak de uiteinden aan 
elkaar, maar zo, als in fig. 6 aangegeven, 
A aan A en B aan B. Dat betekent dat we 
in de band ten minste één slag moeten 
maken. Fig. 7 is dan gemakkelijk te ver-
vormen tot het embleem van fig. 5. Het 
blijkt dat we drie slagen moeten maken 
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Je zult misschien protesteren tegen het 
vastplakken van de uiteinden van het lint, 
terwijl eerder in het verhaal knippen en 
plakken verboden werd. Het verschil zit 
'm in het onderzoek van een bestaand op-
pervlak tegenover het construeren van een 
model. Nu we toch aan het knutselen 
zijn, maken we als volgt een nieuw opper-
vlak. Neem de band van fig. 7 en knip 
hem in de langsrichting helemaal door. 
Wat krijg je? We verklappen het antwoord 
niet. Doe het maar eens. Wat moeilijker 
is: beredeneer vooraf wat je krijgt. Wat 
heeft dit met de omslagprent te maken? 

Nog een ander experiment. Stel je voor, 
dat je een stempel hebt, waarmee je een 
gat in het papier kunt ponsen in de vorm 
van een letter s. Het oppervlak van fig. 9 
is daarmee zo te behandelen, dat er een 
kant is waar de letters goed staan en een 
kant met uitsluitend letters in spiegel-
schrift. Het is net als met het opschrift op 
het raam van een kapperszaak. Je kunt 
altijd weten of je binnen of buiten bent. 
Je kunt je oriënteren aan de hand van het 
niet ofwel leesbaar zijn van de tekst (zon-
der hulp van een spiegel). Een dergelijk 
oppervlak heet oriënteerbaar. Probeer het 
eens met de band van fig. 7. Je kunt deze 
bijvoorbeeld maken van dun papier en 
met viltstift de letters zo dik schrijven, 
dat ze van weerskanten leesbaar zijn. Of 
mogen we eigenlijk niet spreken van 
weerskanten? 

Neem nog eens een Möbiusband ter hand 
en strijk vanaf een bepaald punt met een 
vinger langs de rand. Je zult merken dat 
als je op dat punt terug bent je alle rand 
hebt bestreken. De Möbiusband heeft dus 
maar één rand. 

°°°Andere mogelijkheden 
We gaan eens na welke oppervlakken we 
kunnen vormen uitgaande van een recht-
hoekig stuk ABCD (fig. 10). We doen dat 
weer in gedachte, omdat we in werkelijk-

Fig. 9. 

A 
10 

B 
Fig. 10. 

heid zelden kunnen beschikken over ma-
teriaal dat alle vervormingen toelaat die 
we wensen. 

1 Bevestig AD aan BC, zodat A aan B en 
D aan C komt (fig. 11). We krijgen een 
cilindrische band met twee randen en 
twee kanten. Een even aantal slagen in 
de band is toegestaan. 
Hetzelfde geldt voor AB bevestigd aan 
DC. 

11 
Fig. 11. 

2. Bevestig AD aan CB na een oneven 
aantal slagen: Möbiusband. Eén rand 
en één kant. 
Hetzelfde geldt voor AB bevestigd aan 
CD. 

3. Bevestig AD aan BC en AB aan DC, 
zonder slagen. De eerste las levert ons 
weer een cilinder en voor het maken 
van de tweede bevestiging denken we 
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de cilinder voldoende uitgerekt om de 
uiteinden elkaar te laten bereiken (fig. 
12 en 13). Er ontstaat een holle ring 
(holle torus) zonder rand maar met 
twee kanten. 

Ö ' 

4. Bevestig AB aan DC (zonder slag) en 
AD aan CB (met slag), (fig. 14). 

D - t C 

A B 
14 
Fig. 14. 

5. Bevestig AB aan CD en AD aan CB 
(beide met een slag), (fig. 15 en 16). 

17 

18 

Fig. 17. 

Fig. 18. 

19 
Fig. 19. 

De laatste twee gevallen kunnen we ons 
moeilijk indenken. Een gedachtenvoor-
stelling van geval 4 is de fles van Klein, 
een van geval 5 het projectieve vlak. Het 
laatste zou ons in dit artikel te ver voeren, 
geval 4 zullen we proberen, hoewel ons 
voorstellingsvermogen wel op de proef 
wordt gesteld. De pijltjes in de figuren 14, 
15 en 16 geven aan hoe de aansluiting 
moet plaatsvinden. Als we denken een to-
rus te kunnen maken, merken we dat de 
pijltjes niet corresponderen. Om dat goed 
te krijgen, verwijden we één uiteinde van 
de cilinder (fig. 17), halen het andere uit-
einde naar binnen, zodat de beide cirkel-

Fig. 20. 
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einden nu gelijkgerichte pijltjes vertonen 
(fig. 18). De uiteinden kunnen nu worden 
gelast. Je zult wel protesteren tegen fig. 
19: de dunne slurf is zowel buiten als bin-
nen het dikke gedeelte. En dat, terwijl we 
geen opening in de wand willen knippen. 
In onze driedimensionale wereld is dat 
niet mogelijk. Als we toch aannemen dat 
oppervlakken elkaar kunnen doorsnijden 
zonder gemeenschappelijke punten te 
hebben, krijgen we fig. 19 die bekend 
staat als de fles van Klein (Felix Klein: 
1849-1925). De fles van Klein heeft één 
kant en geen rand! 

Fig. 20 ten slotte geeft ook een fles van 
Klein, maar nu wat hoekiger uitgevoerd, 
zodat hij van papier gemaakt zou kunnen 
worden. 

°Een eigenschap van gelijkvormige figuren 
/. van der Crants 

Een al heel oud meetkundesommetje luidt: 
gegeven 2 vierkanten AiB^C^Di en A2B2C2D2 met middelpunten M, resp. Af2 , die zo 
zijn gelegen dat A2 samenvalt met Ci. P is het midden van B1B2, en ö is het midden van 
D1D2. 
Te bewijzen is dat M1PM2Q weer een vierkant is! 
Eigenlijk zou je nu niet verder moeten lezen, en zelf eens moeten proberen dit sommetje 
op te lossen; erg moeilijk is het niet! 

Moet je per se middens kiezen? 
Zo, je hebt nu dus het sommetje opgelost, 
of er in elk geval een tijdje over zitten 
puzzelen. Misschien is het je daarbij opge-
vallen dat Af I het midden is van AiA2,en 
M2 het midden van C1C2, en dat je je 
kunt indenken dat AiBiCiDi wordt 
overgevoerd in A2B2C2D2 door langs een 
rechte lijn A^ naar A2 te brengen, Bi 
naar ^2, Cl naar C2, en Dj naar 02-
Denk je nu eens in dat dit gebeurt met 
constante (maar voor elk hoekpunt een 
andere) snelheid, terwijl deze snelheden 
zo gekozen zijn dat de vier hoekpunten 
Al, Bi, Cl en Dl na bijv. precies één uur 
tegelijk op hun bestemming (resp. A2, 
B2, C2 en D2) aankomen. Het is dan 
blijkbaar zo, dat na een halfuur reizen de 
vier punten, die zich dan juist in resp. Mi, 

P, M2 en Q bevinden, weer de hoekpun-
ten van een vierkant vormen. Of moet ik 
zeggen: nog steeds de hoekpunten van 
een vierkant vormen? Want na enig probe-
ren krijg je de indruk dat op elk moment 
van het transformatieproces de vier pun-
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ten een vierkant blijven vormen. Er rijst 
dus het vermoeden dat ook het volgende 
waar is: als de punten A^ opy4i^2 . ^3 
op B1B2, C3 op C1C2, en Ö3 op D1D2 
zo gekozen zijn, dat 

A3A1 ^8381 ^ C3C1 ^DsDi 
A2A1 B2B1 C2C1 D2D1 
geldt, is A3B3C3D3 weer een vierkant. 

Misschien is het bewijs dat je van het oor­
spronkelijke sommetje gaf wel zo, dat je 
het onmiddellijk tot een bewijs voor deze 
opgave kunt generaliseren, maar laten we 
anders de bewijzen nog even uitstellen en 
de situatie wat nader analyseren. Voor je 
geestesoog kun je dan tussen de twee oor­
spronkelijke vierkanten AiBiCiDi en 
A ^B'C­"[i^L een.hele. colLectViü vierKartten 
oproepen, die de tussenstadia voorstellen 
van het transformatieproces van 
AiBiC.Di totA2B2C2D2. 

Moeten het vierkanten zijn? 
Maar nu krijg je misschien wel het ver­
moeden dat het helemaal niet essentieel is 
dat we hier werken met vierkanten, en 
dat de bijzondere ligging van AiBiCxDi 
en A2B2C2D2 (waarbij/I2 samenvalt met 
Cl) ook alleen maar is gekozen om het 
oorspronkelijke sommetje verrassender en 
raadselachtiger te maken. We zijn hier 
blijkbaar een algemene eigenschap van ge­
lijkvormige figuren op het spoor. Laten 
we eerst het eenvoudigste geval, dat van 
gelijkvormige driehoeken bestuderen. Ge­

geven zijn dan twee willekeurig in het 
vlak gelegen gelijkvormige driehoeken 
AiBiCi en/l2i?2C2. Ze moeten wel ^e­
lijk georiënteerd zijn, dat wil zeggen: in­
dien ik de rand van driehoek AiBiCi 
doorloop in de richting Ai ­»• Bi ­>■ Ci , 
en de rand van driehoek A2B2C2 in de 
richting/42 ^ ^2 "^ Q > moet zich in beide 
gevallen het binnengebied van de betref­
fende driehoek aan mijn zelfde kant 
(links of rechts) bevinden. De driehoeken 
mogen dus niet 'spiegel­gelijkvormig' zijn. 
Ook nu kun je je weer een hele collectie 
driehoeken voorstellen, waarvan de hoek­
punten liggen op de verbindingslijnen tus­
sen de corresponderende hoekpunten van 
AiBiCi en A2B2C2, en die deze trajec­
ten in een vaste verhouding verdelen. Pre­
cies geformuleerd: gegeven zijn twee ge­
lijkvormige, gelijk georiënteerde driehoe­
ken ^ i ^ i C i en ^252^2­
Op ^ 1 ^2 ligt ^ 3 , op B1B2 ligt B3 en op 
Cl C2 ligt C3 zo, dat 

^ 3 ^ 1 ­B3B1 _C3Ci 
A2A1 B2B1 C2C1 

Te bewijzen is dat driehoek A3B3C3 ge­
lijkvormig is met de oorspronkelijke drie­
hoeken AiBiCi en A2B2C2 (en ook ge­
lijk georiënteerd). 
'Iiier''zo"u']e"éTgei'iïi'jK"weer moéten of)nou­
den met lezen om zelf een bewijs te be­
denken. 

Als je er niet uit komt.... 
Mijn bewijs gaat als volgt. 
Trek de hulplijnen B1A2 en C1A2, en 
verdeel deze door punten D resp. E weer 
in dezelfde verhouding. 

s, B3 
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Dan geldt A3D//A1B1, DB3//A2B2, 
A3E//A1C1, EC3//A2C2. 

Bovendien 
AiBi 

.4ifii AiC{ A3E AiCi 
en 
hË = CiE , B3D_A2B2 
B2A2 C2A2' C3E A2C2 

(1) 

(2) 

Wegens de gelijkvormigheid van de drie­
hoeken AiBiCi enA2B2C2 zijn de rech­
terleden van (1) en (2) gelijk, dus 

A3D 
A3E C3E 

^ zodat ^ A.E 
B3D C3E' 

De hoeken LA3DB3 en LA3EC3 zijn 
ook gelijk (nl. gelijk aan 180° minus de 
'draaiingshoek' tussen de driehoeken 
AiBiCi en ^202^2 ) . De driehoeken 
A3DB3 en A3EC3 zijn dus gelijkvormig. 
Hieruit volgt 

^ aC j Ait AiCi 

Ten slotte is LDA3E = LBiAiCi en 
LDA3B3 = LEA3C3 dus LB3A3C3 = 
LBiAiCi. De driehoeken A3B3C3 en 
AiBiCi zijn dus gelijkvormig, hetgeen te 
bewijzen was. 

Een algemene eigenschap van twee gelijk­
vormige figuren. 
Wanneer we in plaats van met gelijkvor­
mige driehoeken te maken hebben met 
gelijkvormige vierhoeken, of zelfs vierkan­
ten, zoals in de oorspronkelijke opgave en 
de generalisatie ervan, behoeven we deze 
vierhoeken slechts elk in 2 driehoeken te 
verdelen langs corresponderende diagona­
len, om de opgave op te lossen. Er geldt 
blijkbaar zelfs heel algemeen: 
Zijn twee figuren Fi en F2 gelijkvormig 
en gelijk georiënteerd, verbinden we de 
corresponderende punten van Fi en F2 
door lijnstukken en kiezen we op elk van 
die lijnstukken een punt dat zo 'n lijnstuk 
in een tevoren gekozen vaste verhouding 
verdeelt, dan vormen de zo gekozen pun­
ten een nieuwe figuur F3, die gelijkvor­
mig is met Fi (en F2 )■ 
Deze eigenschap van gelijkvormige figuren 
is des te opmerkelijker wanneer je weet 
dat de corresponderende uitspraak voor 
ruimtelijke figuren niet waar is! Het is bij 
voorbeeld mogelijk twee kubussen zo in 
de ruimte te plaatsen dat de middens van 
lijnstukken die corresponderende punten 
verbinden, geen kubus vormen! Ga dit 
zelf eens na! 

°Van saai tot fraai 

De figuren 1, 2 en 3 zijn overbekend en iedereen weet hoe belangrijk die grafische 
voorstellingen zijn bij de opbouw van de wiskunde. We schuiven nu voor een keer de 
strakke regels uit de leerboeken aan de kant en doen meer met die zo saai lijkende 
functies en getallenlijnen. We gaan experimenteren en nemen de vrijheid om ons te 
houden aan nieuwe voorschriften. 
De twee getallenlijnen uit de figuren 2 en 3 kunnen ook geplaatst worden zo, dat ze 
elkaar snijden onder een scherpe hoek. In fig. 4 is dat gebeurd en is een deel van de 
pijlenvoorstelhng van de functie/: x ­>­x + 2\ getekend. De pijlen ontstaan uit: 

x^x + 2\ 
­ 2 1 ­^ O (pijl op de getallenlijn) 
­ 2 0 ^ 1 
­ 1 9 ^ 2 
­ 1 8 ­ ^ 3 enz. 
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domein bereik 

- 5 - 4 - 3 - 2 - 1 0 1 2 3 
Fig. 1. I 

bereik 
-5 -4 -3 - 2 - 1 0 1 2 3 

/ 
'4 

/ 3 

/ 
^ 

2 

1 

X-

Fig. 3. 

-3 - 2 -1 

b 

0 \ 2 

i 

3 

6=301 

Fig. 7. 



In fig. 5 is de afbeelding nogmaals gemaakt en zijn de pijlpunten weggelaten. Bovendien is 
een blokversiering aangebracht, zodat het geheel een decoratief uiterlijk heeft gekregen. 
De pijlen suggereren een fraai gebogen lijn, een effect dat bereikt wordt als de maateen-
heid op de getallenlijnen klein wordt genomen, bijv. ^ cm. 
Fig. 6 bevat drie getallenlijnen, waarbij vier functies hun pijlen leveren, nl.: 

g:x-

h:x-

i: X-

-2x -40 

-40 

-35 

-30 

domein {-20, -19, -18 , , 0}op a 
bereik op b 
domein .4 = {-40, -38 , -36, , -22} op b 
bereik op c 
domein A o^b 
bereik op c 
domein /l op ft 
bereik op c 

Het is duidelijk, dat met andere eerstegraadsfuncties en anders geplaatste getallenlijnen 
leuk gefantaseerd kan worden. Probeer het eens. 

i«. . . . . ,12 
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Een geheel nieuwe opzet gaat uit van fig. 1, die zo simpel is, dat het lijkt of er niets 
nieuws uit voort kan komen. Toch lukt dat, als we de rechte getallenlijn omsmeden tot 
een vierkant. Zie fig. 7. 

Een van de hoekpunten is een handige plaats voor de oorsprong en het ligt voor de hand 
de positieve getallen in positieve draairichting toe te voegen aan de punten. Al doortellen-
de blijkt, dat het getal 24 aan hetzelfde punt wordt toegevoegd als het getal O en het getal 
25 aan hetzelfde punt als het getal 1. 
We noteren: 
24 s o (lees: 24 congruent 0) 
25 = 1 
26 = 2 enz. 
In de figuren 8, 9, 10 en 11 is telkens het vierkant 24 = 0 getekend en de functies zijn 
geheel willekeurig gekozen. Ditmaal is een grotere maateenheid van 1 cm genomen om 
duidelijk te laten zien, hoe de pijlen lopen. De functie f.x-^x + l in fig. 8 veroorzaakt 
een soort spinneweb met een behooriijk aantal pijlen, maar het resultaat in fig. 9 ziet er 
pover uit. Wie zelf gaat experimenteren, moet zich niet laten ontmoedigen door een 
ietwat scharminkelig resultaat van een uit slechts 1, 2 of 3 draden (pijlen) bestaand web. 
Welnee, want wie weet hoe succesrijk een nieuwe keus is bij een hernieuwde poging. Het 
wordt al beter in fig. 12, waarin een getallenruit 96 = O het frame is, waarop een viertal 
functies een fijn netwerk weven. 
De opbouw is als volgt: 
ƒ: X -+ 96 - X g: 

0 -̂  96 (een pijl met lengte 0) 
1 ->95 
2 ^ 94 enz. 
en let vooral op 
- 1 ^ 4 9 
- 2 -* 50 
- 3 ^ 51 enz. 

• x^ll 
0 ^ 7 2 
1^71 
2 ^ 7 0 enz. 

•48 
■48 
■47 
■46 

X ^ 2 4 -X 
0 ^ 2 4 
1 ->25 
2 ^ 2 6 enz. 

Fig. 12. 



Fig. 13. 
32 = -16 

Fig. 14. 

0536=72 

48sO 
Gewoonlijk kiezen we eerst een functie en tekenen daarna de grafische voorstelling. Het 
kan ook omgekeerd, eerst pijlen trekken, zoals bijv. fig. 13, en vervolgens de bijbehorende 
functie bepalen. Die kan zo gevonden worden: 
Stel de eerstegraadsfunctie y = ax -i-b. Een pijl wijst van 1 naar 46, een andere van 2 naar 
44. Hieruit vormen we een stelsel van twee vergelijkingen met twee onbekenden. 
46= a+ 5 
44 = 2a + Zi 

2 = -fl dus a = -2, waaruit Z? = 48 

De functie is y = -2x + 48 met domein N . Opmerkelijk is, dat deze functie alle pijlen 
levert. Ga dat maar eens na. 

Net als het vierkant, de ruit en de gelijkzijdige driehoek is ook de cirkel geschikt als 
getallenlijn. In fig. 14 is een oorsprong gekozen en de maatverdeling van 36 eenheden is 
aangebracht via middelpuntshoeken van elk 10°, zeer vlot af te passen met behulp van een 
gradenboog met volledige graadaanduiding over de volle 360°. Met een gewone geodrie-
hoek lukt het echter ook wel. 

Figuur 15 ontstaat uit: 
ƒ: jc ̂  X + 5 en jc is een vijfvoud 

0->5 
5 ^ 1 0 

10->15 
en even verder 
30-^35 
35-» 40 = 4 enz. 

0236=72 

Fig. 15. 

17 



j 20 18 

Fig. 17. 

0=72 

Fig. 18. 



Fig. 19. 

In fig. 16 is gebruikt de functie ƒ: x 
tienpuntige ster. 

■X + 30 enx is een dertigvoud, met als uitkomst een 

Wie wil experimenteren kan uren bezig zijn met zelfgekozen getallenlijnen (vierhoeken, 
cirkels) en eerstegraadsfuncties. Soms is het resultaat simpel, maar ook verrassingen blij­
ven niet uit. Fig. 17 had als basis een dungetekende, later uitgeveegde getallenvierhoek 
100 = 0. En de functie ƒ: x ->x + 49, domein N, én een goed tekenpotlood, én een goede 
kwaliteit tekenpapier, én een beheerst bestuurde hand hebben samengewerkt met als 
resultaat een juweeltje van een spinneweb, eventueel een sieraad voor de kamerwand. 
Wie nog verder wil gaan, kan zich wagen aan combinaties zoals getekend in fig. 18, een 
gelijkzijdige getallendriehoek 72 s o en een getallencirkel 72 = 0. De elementen van het 
domein op de driehoek en die van het bereik op de cirkel. H is hoogtepunt van de 
driehoek en middelpunt van de cirkel. 

functies 
ƒ: x->-x 
^: X -> 66 - X 
Zz: x ^ 4 2 - x 
/: x ^ 9 0 X 

domein 

{ 0 , 1 , 2 , 3 , . . 
{24,25,26,. 
{48,49,50,. 

. ., 24} 

. ., 48} 

. ., 72} 

Fig. 19 is de voltooiing, een spel van rechte lijnen in een wervelende compositie. 
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De toren van Snelson 

In het park van het KröUer-Müller museum op de Hoge Veluwe (zie routebeschrijving 
fig. 1) staat een opzienbarende toren van de Amerikaan Snelson, een 'onmogelijk' bouw-
sel, opgetrokken uit staaldraden en aluminium buizen, 5,5 m breed, 28 m hoog (fig. 2). 
De buizen worden op druk belast, de draden op trek. 
Als je aan de voet van de toren staat, overvalt je een gevoel van verbazing dat de zaak 
overeind blijft. Je weet niet of je het kunst of vernuftige techniek moet noemen. Maar dat 
is ook geen interessante vraag. Wat in ieder geval duidelijk spreekt is, dat de zaak zeker 
met wiskunde te maken heeft. In het park zijn trouwens nog meer wiskundige stunts te 
bezichtigen: bollen en cilinders, blokken gestapeld tot verrassende structuren. 

rietveld paviljoen 

Fig. 1. Zo kom je bij de toren van Snelson. 

We willen nu proberen inzicht te krijgen 
in de samenhang. Waarom is de toren sta-
biel? Welke is de regelmaat? Is er een 
grondpatroon aan te geven? 
Als we op dergelijke vragen kunnen ant-
woorden, is het ook mogelijk de toren na 
te bouwen met Hmonaderietjes en draad-
jes garen. Na het nodige speurwerk is het 
ons gelukt de eerste etage overeind te krij-
gen (fig. 3). 

De grondvorm: een afgeknotte piramide 
Als we de benedenste etage doorzien, is 
het te verwachten dat de rest van de toren 
door herhaling van dat bouwpatroon ge-
realiseerd kan worden. We gaan nu deze 
grondetage onderzoeken. 

Fig. 2. De toren van Snelson. 
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Fig. 3. Realisatie van de eerste etage. AF, BD en 
CE zijn elastieken. 

In fig. 4 is een regelmatige driezij dige pi-
ramide Tl ABC getekend. Hierbij is ABC 
gelijkzijdig en Hgt de top T recht boven 
het zwaartepunt of middelpunt van de 
gronddriehoek. We gaan deze piramide nu 
afknotten door middel van een vlak DEF 
evenwijdig met het grondvlak. D/TF wordt 

Fig. 4. Grondvorm van de toren: een afgeknotte 
piramide. 

dan ook een gelijkzijdige driehoek. De op-
staande ribben AD, BE en CF zijn bij de 
toren van Snelson aluminium buizen. A, 
B en C zijn vaste punten op de grond. De 
punten D, E en F zijn door even lange 
staaldraden verbonden. Verder lopen er 
nog drie langere staaldraden van A naar F, 
van B naar D en van C naar E. 

Een variatie 
We gaan nu het bovenvlak van de afge-
knotte piramide ABC/DEF draaien over 
een zekere hoek tegen de wijzers van de 
klok in, rond as ZZ'. 
Omdat de staande buizen vaste lengten 
hebben en steeds schuiner komen, zal het 
bovenvlak tijdens dat draaien enigermate 
gaan zakken. Het lijkt gemakkelijk in te 
zien dat daarbij tegelijkertijd de verbin-
dingen AF, BD en CE korter gaan wor-
den. 
Wie het zich beter wil voorstellen, zou er 
goed aan doen dit stuk in werkelijkheid te 
maken. Neem dan voor DE, EF en FD 
draden en voor AF, BD en CE elastiekjes. 
Er is dan iets heel merkwaardigs waar te 
nemen. 
Er blijkt een bepaalde stand te zijn waar-
bij de elastiekjes het kortst zijn. AF, BD 
en CE hebben dan een minimale waarde. 
De elastiekjes trekken de constructie van-
zelf naar die stand. Dat betekent dus, dat 
als we nog verder zouden doordraaien die 
verbindingen weer langer zouden moeten 
worden. Een hoogst merkwaardige zaak! 
Probeer het zelf maar eens uit. Het is zui-
ver experimenteel te ervaren. 
Maar dat betekent, dat de constructie 
daar een stabiele stand heeft, namelijk die 
waarbij de staalkabels AF, BD en CE zo 
veel mogelijk zijn ingekort. Dit is het ge-
heim van de toren van Snelson! 
Het blijkt te gebeuren als de bovendrie-
hoek vanuit de oorspronkelijke positie 
van fig. 4 precies 150° gedraaid is. In 
fig. 5 staat deze situatie nog eens in bo-
venaanzicht getekend. En hier begint ei-
genlijk voor ons de wiskundige arbeid. 

21 



Fig. 5. De bovendriehoek 150° gedraaid. 

Waarom bij 150°? 
Kees Schouten, leerling van de eerste klas 
weg- en waterbouw van de HTS in Alk-
maar heeft het bewijs hiervoor ingezon-
den. 

Fig. 6. De afgeknotte piramide met bovenvlak 
over 30° teruggedraaid. 
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150° draaien 
Kees Schouten kiest als uitgangspositie 
van het bovenvlak niet de situatie van 
fig. 4, maar draait het bovenvlak eerst 30° 
met de wijzers van de klok mee (fig. 6) en 
gaat vervolgens bewijzen dat de draadver-
bindingen BD, AF en CE een minimum 
bereiken als je nu weer 180° de andere 
kant opdraait. Dat komt dan op hetzelfde 
neer als vanuit positie fig. 4 150° tegen de 
klokrichting in. In die 30° teruggedraaide 
positie komt de zwaartelijn DZ' even-
wijdig aan ABie lopen. Hij vindt dat gun-
stig om het bewijs te kunnen leveren. 

Het bewijs 
Projecteer nu D op het grondvlak (fig. 6). 
Draai vervolgens de bovendriehoek over 
een zekere hoek a, tegen de wijzers van 
de klok. Het vlak DEF blijft daarbij dus 
loodrecht op de as van de toren. 
We stellen nu de lengten a, b en c con-
stant. Het vlak DEF zal nu dalen en de 
lengten p, q en s zullen veranderen (zie 
fig. 6). Let nu speciaal op wat er met de 
lengte van de kabel BD gaat gebeuren. 
Stel BD = X. Door de draaiing wordt het 
stuk p verkort tot 

p = \a - b cos a (fig. 7) 
Vanwege de rechte hoeken in fig. 6 geldt: 

x''={a-pf + (^ '+ s^ ) 
of x^ = a^ - 2ap 4- p^ -f- ^^ -h x̂  

c 

[ ö cos a; V 

nl \ / b •Z \ 

rv 

•Z \ 

2 ^ -

/ 

Fig. 7. Projectie op het grondvlak. 



Nu kunnen we voorp^ + q^ + s^ 
de waarde ĉ  invullen. 
dus x^ = a^ -2ap + c^ 

Vervang p door \a - b cos a dan volgt: 
x^ = a^ + c^ —2a {\a — b cos 

ofx^ = ĉ  — 2ab cos a 
ofx =-\/(c^ — 2aZ7 cosa) 

Op deze wijze is x duidelijk een functie 
van a. x bereikt een minimumwaarde als 
cos a= —1, dus bij a= 180°. 
Hieruit volgt dus dat de kabellengte BD 
minimaal wordt als we de bovendriehoek 
vanuit de stand van fig. 6 over 180° tegen 
de klokrichting in draaien of 150° vanuit 
de oorspronkelijke stand van fig. 4. 
In dat geval wordt de lengte van de ver-
binding BD: 

BD = s/ (c^ - 2ab) 
Om een bestaanbare constructie te krijgen 
moet dan o.a. voldaan worden aan de 
voorwaarde: 
c^ > 2ab 
In ons model op de foto van fig. 3 zijn die 
waarden: c = 30 cm, a = 18 cm en 
0 = 8 cm, zodat daaraan is voldaan. Als c 
al te klein wordt, komt de hele construc-
tie ten slotte plat op de grond te liggen. 

De opbouw van de toren 
Men moet zich de verdere opbouw van de 
toren als volgt denken. We beginnen dan 

"Raadsel 

Rondom ieder van de getallen 1 t.e.m. 11 
zijn twee concentrische cirkels getekend 
en binnen de ring steeds een verzameling 
van zes kleine cirkeltjes. Schrijf in nega-
tieve richting in elke ring een woord van 

nog even van voor af aan. Neem drie even 
lange buizen, verbind die aan de boven-
kant met drie even lange kabels en zet ze 
in de grond in gaten die de hoekpunten 

i) van een gelijkzijdige driehoek vormen. 
Breng vervolgens de kabels AF, BD en CE 
aan en span ze zo strak mogelijk. Hier-
door gaat de constructie vanzelf 150° 
draaien, de bovenkabels komen ook op 
spanning en de eerste etage is klaar. 
De tweede etage heeft dezelfde vorm als 
de eerste en wordt gebouwd op de mid-
dens van de kabels DE, EF en FD. Door 
dat te doen dreigt de spanning op de bo-
venkabels te groot te worden, omdat ze 
strak gespannen zijn. Men lost dat als 
volgt op. Men maakt nieuwe extra verbin-
dingen van D naar E, van E naar F en van 
F naar D, die aanzienlijk langer zijn dan 
de zojuist genoemde rechte verbindingen. 
Op deze even lange slappe kabels (zie 
fig. 5) wordt de volgende etage gebouwd, 
waarbij de punten van de gronddriehoek 
de middens van die langere kabels zijn. 
Als eenmaal de nieuwe etage staat, wor-
den de rechte verbindingen verwijderd. 
Zo wordt etage op etage gezet tot de 
28 m hoogte bereikt is. Het zal wel duide-
lijk zijn dat, als één verbindingskabel 
breekt het hele evenwicht verbroken is en 
de toren instort. Maar nu staat alles nog 
overeind. Als je in de buurt komt, moet je 
beslist eens gaan kijken. 

zes letters volgens onderstaande omschrij-
ving. In elk cirkeltje één letter. Vind zelf 
uit in welk cirkeltje de beginletter van een 
woord behoort. Wanneer alle elf woorden 
goed worden ingevuld is in de cirkeltjes 
op dezelfde rij als de getallen 1 t.e.m. 11 
een wiskundig begrip te lezen, dat een be-
langrijke rol speelt bij veel vergelijkingen. 
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1. Inverse van de vermenigvuldiging. 
2. Een wiskundige die een logaritmen-

tafel samenstelde. 
3. Hoek die bij een cosinuswaarde be-

hoort. 
4. Vermenigvuldigingsgetal. 
5. Straal. 
6. Verzameling extreme waarden. 
7. Nog een verzameling extreme waar-

den. 
8. Deelverzameling van de verzameUng 

parallellogrammen. 
9. Begrip uit de logica. 

10. Eigenschap van een functie. 
11. Hoekmaat. 

De oplossing staat in een volgend num-
mer. 



Inhoud 

1. Wiskunde en appelflappen 1 
2. Logaritmische schalen en wat je ermee kunt doen 4 
3. De band van Möbius 7 
4. Een eigenschap van gelijkvormige figuren 11 
5. Van saai tot fraai 13 
6. De toren van Snelson 20 
7. Raadsel 24 
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