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Plaat uit een boek met afbeeldingen van regelmatige veelvlakken van de Neurenbergse graveur Wenzel 
Jamnitzer (1508-1585). 

BIJ Di; FOTO OP Dli OMSLAG; 

M. C. Kscher in zijn atelier in het Rosa Spierhuis in Laren, tscher werd vele malen geïnspireerd door 
de schoonheid van regelmatige veelvlakken; enige van zijn mooiste prenten getuigen daarvan. 



"Veelvlakken 

1. Inleiding 

Dit nummer van Pythagoras wijkt af van andere nummers van deze jaargang. Het is 
helemaal gewijd aan één onderwerp: veelvlakken. Ook in de meeste vorige jaargangen 
hebben we zo'n speciaal nummer ingelast. Zo'n aflevering heeft het voordeel dat we wat 
uitvoeriger op een onderwerp kunnen ingaan. We hebben 'veelvlakken' gekozen omdat 
hierbij totaal verschillende benaderingen en activiteiten naar voren komen, zodat er zeker 
dingen bij zijn die je interessant vindt. 

Bekijk fig. 1 eens. Je kunt je misschien 
het lichaam voorstellen dat door deze fi-
guur wordt aangegeven. Of misschien ook 
niet, want we kunnen maar al te gemak-
kelijk iets op papier tekenen wat toch 
niet in werkelijkheid gebouwd kan wor-
den. De volgende constructie (naar een 
idee van Marion Walter), in gedachte of in 
werkelijkheid uitgevoerd, maakt het be-
staan aannemelijk. 
Leg van lucifers een regelmatige vijfhoek. 
Kit de uiteinden aaneen, bijvoorbeeld met 
bolletjes klei. Steek in de vijf hoekpunten 
lucifers recht omhoog (fig. 2). Vorm op 
de toppen weer een regelmatige vijfhoek. 
Draai nu de bovenste vijflioek ten opzich-
te van de onderste zo, dat volgens de stip-
pellijnen in fig. 3 precies passend lucifers 
gestoken kunnen worden. Plaats op de al-
dus ontstane korf vijf lucifers als een pira-
mide op de bovenkant (fig. 4). Draai het 
voorwerp ondersteboven en maak zo'n pi-
ramide nog een keer en klaar ben je. Kun 
je nu nog zien met welke lucifer je begon-
nen bent? 
Je zult merken dat je dertig lucifers nodig 
hebt gehad. We zeggen dat het lichaam 
dertig ribben heeft. En twaalf bolletjes 
klei, d.w.z. twaalf hoekpunten. Hoeveel 

zijvlakken zijn er ontstaan? Natellen is na-
tuurlijk mogelijk, maar door redeneren 
kunnen we het ook vinden. 
Elke ribbe treedt op als zijde van twee 
driehoeken; dertig ribben worden zestig 
maal als zijden van driehoeken gebruikt. 
Van deze zestig zijden kunnen we twintig 
driehoeken vormen. Dus twintig zijvlak-
ken. 
Het lichaam heet daarom een twintigvlak 
en wel een regelmatig twintigvlak. Die re-
gelmatigheid bestaat hieruit, dat we in het 
model niet meer kunnen zien met welke 
lucifer we begonnen zijn. Alle ribben spe-
len precies dezelfde rol. Hetzelfde geldt 
voor zijvlakken onderling, of hoekpunten. 
Zo ontdekken we bijv.: 

a. alle zijvlakken zijn congruent; 
b. alle zijvlakken zijn gelijkzijdige drie-

hoeken; 
c. in eUc hoekpunt komt dezelfde schik-

king van vlakke hoeken voor; 
cl. er past een bol om het veelvlak, anders 

gezegd: alle hoekpunten liggen op één 
bol. 

In regel c staat op een wat ingewikkelde 
manier dat er in elk hoekpunt vijf vlakke 
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hoeken van 60° samen komen. Regel d 
spreekt niet zo vanzelf, maar is ook weer 
niet erg ongeloofwaardig dank zij het re-
gelmatige 'ronde' model van het veelvlak. 

We gaan in dit nummer onderzoeken of er 
meer veelvlakken zijn die aan de regels a 
t.e.m. d gehoorzamen. En ook of al deze 
voorwaarden wel nodig zijn om een regel-
matig veelvlak te krijgen. Kunnen we re-
gel d niet weglaten? We onderzoeken dit 
in het eerstvolgende hoofdstukje. In de 
bewijzen over veelvlakken gebruiken we 
vaak een beroemde stelling van Euler. 
Daarover gaat dan het daarop volgende 
hoofdstukje. We komen zo tot de volgen-
de inhoudsopgave: 
1. Inleiding. We vinden de regels a t.e.m. 

d voor een regelmatig veelvlak. 
2. Convex en concaaf. We bekijken een 

geval waarin regel d niet geldt. 
3. Stelling van Euler. Wat we weten alsd 

geldt. 
4. Regelmatige veelvlakken. We vervan-

gen in regel b 'gelijkzijdige driehoeken' 
door 'regelmatige veelhoeken'. 

5. Delta-veelvlakken. Regel c vervalt, re-
gel J verzwakt wat. 

6. Archimedische lichamen. Regele is zo-
als in hoofdstuk 4, maar regel a ver-
valt. 

7. Regelmatige sterren. Regel b vervalt, c 
en d worden sterk gewijzigd. 

8. Ruimtevullend stapelen. Een toepas-
sing van hoofdstuk 6. 

2. Convex en concaaf 

Op het eerste gezicht lijkt het dat een 
veelvlak dat aan de regels a, b tn c vol-
doet wel zó mooi zal zijn dat het ook wel 
aan d voldoet. Dat is echter niet het geval. 
Je kunt je immers voorstellen dat bij het 
luciferbouwwerk er een piramide onder-
steboven wordt ingezet. Zo krijgen we 
fig. 5, waarvan één hoekpunt niet op de 
bol ligt die door de andere hoekpunten 
gaat. In plaats van de bolle vorm van 
fig. 1 hebben we hier een lichaam met een 
deuk erin. We zouden ons zelfs nog een 
tweede deuk aan de onderkant kunnen 
voorstellen. Toch blijft voldaan aan de re-
gels a, b en c! 

Door zo'n deuk is het mogelijk om een 
zijvlak te vinden, waarvoor geldt dat het 
vlak waarin dit zijvlak ligt, het lichaam 
doorsnijdt (fig. 6). Dit laatste houdt in, 
dat aan weerskanten van het vlak delen 
van het veelvlak voorkomen. Een derge-
lijk veelvlak heet concaaf. 
Een veelvlak heet daarentegen convex, 
wanneer voor elk zijvlak geldt, dat het ge-
hele lichaam zich aan één kant van dat 
zijvlak bevindt (fig. 7). 

Een stelling die wij niet zullen bewijzen, 
maar die wel erg aannemelijk is: een veel-
vlak waarvan de hoekpunten op één bol 
liggen is convex. 

Denkertje 
1 In fig. 8 is een concave veelhoek in het platte vlak getekend. 

Formuleer een definitie van zo'n concave veelhoek. 
Ook een voor een convexe veelhoek. 

^ 
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3. De stelling van Euler 
(Euler, Zwitsers wiskundige, 1707—1783) 

In de inleiding kwam het veelvlak ter sprake met twaalf hoekpunten, dertig ribben en 
twintig zijvlakken. Is er iets te zeggen over een mogelijke relatie tussen het aantal hoek-
punten h, het aantal ribben r en het aantal zijvlakken z van een veelvlak? 

Wij hebben al gebruikt dat 2r = 3z maar 
de daarin voorkomende 3 houdt verband 
met de driehoeken die wij als zijvlakken 
gebruikten. Bij andere zijvlakken gaat de-
ze formule niet op. Verder zouden wij 
nog kunnen beredeneren: 2r = Sh. Want r 
ribben hebben Ir eindpunten en 5 van die 
eindpunten komen samen in één hoek-

2r 
punt, dus 'T = h, maar ook dit geldt al-
leen als in ieder hoekpunt nu juist 5 rib-
ben samenkomen. 
Een formule die veel algemener voor veel-
vlakken bruikbaar is, luidt: 
h ~ r + z = 2 (stelling van Euler) 

De formule geldt niet voor alle veelvlak-
ken maar in ieder geval wel voor alle con-
vexe veelvlakken. 
Voor het bewijs van deze formule komt 
nogal wat kijken. Als je dat te veel lijkt 
mag je de formule wel voor waar aanne-
men na controle op een aantal bekende 
veelvlakken (kubus, piramide, enz.) en 

dan verder gaan met het volgende hoofd-
stukje. 

Bij de stelling van Euler gaat het ons uit-
sluitend om aantallen en niet om de 
vorm. Ook al tekenen wij de ribben krom 
of de zijvlakken erg vervormd, zolang hun 
aantallen maar ongewijzigd blijven is de 
tekening voor ons te gebruiken. Omdat 
bij de normale manier van tekenen de 
achterkant moeilijk in beeld gebracht kan 
worden is het te overwegen om een ande-
re manier van tekenen te gebruiken, waar-
bij alle aantallen goed te zien zijn. Stel je 
dat als volgt voor. Neem het veelvlak van 
fig. 7 en knip in gedachten het bovenste 
vlak eruit. Rek nu de bovenste driehoek 
uit tot fig. 9 en nog verder, totdat alle 
hoekpunten in het vlak gelegd kunnen 
worden. Beschouw nu dat vlak van teke-
ning en je ziet fig. 10. 

Deze figuur wordt een graph (spreek uit 
'graaf) genoemd.'* Hierin zijn duidelijk 

* De graph is ontstaan door vervorming van het lichaam waarbij bepaalde eigenschappen (aantallen 
ribben, enz.) niet veranderen. Ook eerder in deze jaargang hebben wij ons met dit soort vervormingen 
bezig gehouden, nl. 'band van Möbius' en 'wiskunde in de knoop'. Het gebied van de wiskunde dat zich 
hiermee bezig houdt heet topologie. 
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de twaalf hoekpunten als knooppunten te 
onderscheiden. De dertig ribben zijn goed 
te zien, maar zijn nu lijnstukken van on-
gelijke lengte. De zijvlakken zijn als drie-
hoekige figuurtjes te zien, maar als je ze 
teh, blijken het er maar 19. Dat klopt 
natuurlijk, want wij hadden één zijvlak 
weggeknipt en niet meer teruggelegd. Als 
wij in de graph voortaan het buitengebied 
als zijvlak meetellen is het weer in orde: 
wat geldt voor de aantallen hoekpunten, 
ribben en zijvlakken van de graph, geldt 
ook voor die van het convexe veelvlak. 

Wij bewijzen nu, dat voor elke vlakke 
graph de formule h - r + z = 2 geldt. 

Wij voegen een lijnstuk met nieuwe eind-
punt toe (fig. 11) waardoor h en r beide 
met één verhogen, zodat dus h - r niet 
verandert. 
Dus// - r-Hz blijft 2. 

Bij een tweede lijnstuk gebeurt hetzelfde. 
Bij het derde en de meeste volgende lijn-
stukken hebben wij een keuze uit twee 
mogelijkheden. Wij trekken een lijnstuk 
naar een nieuw of naar een oud hoek-
punt. Naar een nieuw hoekpunt blijven z 
en /; - r ongewijzigd (zie het voorgaan-
de); naar een oud hoekpunt blijft h onge-
wijzigd, maar komt er één ribbe maar ook 
één zijvlak bij: ~-r + z blijft ongewijzigd. 

Een graph kan lijnstuk voor lijnstuk wor-
den opgebouwd, te beginnen bij een enkel 
punt. Hiervoor geldt dat h= \, r= O en 
z = 1 (het buitengebied). 
Dus h - r + z = 2. 

Kortom: de waarde van h - r + z is in de 
aanvang 2 en blijft dit tijdens de opbouw 
van de totale graph. 

<%> 
Denkertjes 

2 Teken een graph van een kubus. 
3 Ga na dat voor het lichaam van fig. 13, een lichaam met een 'gat' erin, de 

stelling van Euler niet geldt. 

4. Regelmatige veelvlakken 

Regelmatige veelvlakken voldoen aan de volgende vier voorwaarden: 
a. alle zijvlakken zijn congruent; 
b. alle zijvlakken zijn regelmatige veelhoeken; 
c. in elk hoekpunt komt dezelfde schikking van vlakke hoeken voor; 
d. er past een bol door alle hoekpunten. 

Vergeleken bij de regels in de inleiding hebben wij b verruimd. Nu voldoet ook bijv. de 
kubus aan de vereisten. 
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Zijn er echter naast de ons nu bekende kubus en het regelmatig twintigvlak nog meer? Wij 
gaan door berekenen systematisch zoeken, gebruik makend van de stelling van Euler. Met 
wat handig manipuleren ontdekken we dat er niet meer dan vijf verschillende regelmatige 
veelvlakken kunnen zijn. Lees maar eens mee. 

Stel dat er in elk hoekpunt p ribben samenkomen (pvoudig hoekpunt) en dat de zijvlak
ken regelmatige ^hoeken zijn, dan is bekend p ^ 3, (7 ^ 3. De betrekkingen 2r = 3z en 
Ir = 5/7 uit het begin van het vorige hoofdstuk wijzigen nu in 2r = qz en 2r = ph. 

Kortom: h, r, z, p, q Gl'^. 

h-r+z = 2 (Euler) 

2r=ph,p^3=>h 2r 
P 
2r 

■z = — 
2r ^2r 

r +—■■ 
p q 

2r = qz,q^3 

(maa l ^ ri=Q)^2q-pq+2p=}El 

Het rechter lid is positief, dus ook het linker 

^ 2q ~ pq + 2p > Q -^pq - 2q - 2p< Q 
^pq - 2q - 2p + 4< 4 <=■ (p - 2) (q - 2)< 4. 
Nu is 

{(p, q) e I ^ )i I ^ \ (p - 2) (q - 2)<4 A p > 3 A q^3} 
{(3, 3), (3, 4), (4, 3), (3, 5), (5, 3)}. 

Met behulp van r = 2pq , -2r 2r 
=j " \ ^ ,h=—enz= — 
2q ^pq + 2p p q 

kui nen wij de overige, voor ons interessante, waarden berekenen. 

r 'l r // ; 

3 3 6 4 4 

4  ^^  3 
12 
12 

8 ^ ^ ^ 6 kubus 

3^~^5 
5  > ^ 3 

30 
30 

2 0 ^ ^ 2 
1 2 ^ ^ 2 0 regelmatig twintigvlak 

Let wel, hiermee hebben wij bewezen dat er geen andere regelmatige veelvlakken bestaan 
dan de hier genoemde vijf, dus dat wij bijv. niet naar een regelmatig tienvlak hoeven te 
gaan zoeken. Hiermee is echter niet bewezen dat het regelmatig viervlak, achtvlak of 
twaalfvlak ook werkelijk bestaat. 
Pas de constructie van deze veelvlakken, bijv. met behulp van de volgende bouwplaten, 
kan ons overtuigen. 
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regelmatig 
viervlak 

regelmatig 
zesvlak 
of kubus 

regelmatig 
twintigvlak 

bouwplaat 
viervlak 

bouwplaat 
twaalfvlak 

De vijf regelmatige veelvlakken worden 
ook wel Platonische lichamen genoemd, 
omdat de wijsgeer Plato (427-347 v.C.) 
ervan melding maakt. Het regelmatig 
vier-, zes- en twaalfvlak waren echter al 
rond 500 v.C. bij leerlingen van Pythago-
ras bekend, de overige twee veelvlakken 
bij de tijdgenoot Theaitetos van Plato. 

Als je beschikt over stevig etalagekarton 
kun je met de bouwplaat (fig. 17) van het 
twaalfvlak de volgende aardigheid uitha-
len. Snij de bouwplaat volgens de dikkere 
lijn door en zorg dat de gestippelde aange-
geven vouwen soepel zijn door iets insnij-

den of rillen. Leg nu de beide 'sterren' 
iets gedraaid op elkaar met een strak elas-
tiek erom, zoals in fig. 18. Laat het zaakje 
los en plop . . . daar staat het twaalfvlak. 
Voor de constructie van zo'n ster helpen 
je de fig. 19 en 20. 

Als wij de tabel nog eens bekijken, zien 
wij dat de verwisseling van de waarden 
van p en q ook een verwisseling van de 
aantallen ribben en zijvlakken ten gevolge 
heeft. Dat kunnen wij ook demonstreren 
met de veelvlakken zelf. 
Neem de middelpunten van de zijvlakken 
van een regelmatig twaalfvlak als hoek-
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punten van een veelvlak (fig. 21). Bij elk ribbe van het twintigvlak, die de middel-
vijflioekig zijvlak ontstaat een vijfvoudig punten van die zijvlakken verbindt. Van-
hoekpunt. Bij elk drievoudig hoekpunt daar dat het aantal ribben gelijk blijft (zie 
een driehoekig zijvlak. tabel). De twee lichamen heten duaal. 
Bij elke ribbe van het twaalfvlak gemeen- Ook de fig. 22, 23, 24 en 25 zijn hiervan 
schappelijk aan twee zijvlakken hoort één voorbeelden. 
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<%> 

i 

26 

Denkertje 
In fig. 26 zien we twee bouwplaten van een kubus. Hoeveel verschillende 
bouwplaten van een kubus kun je bedenken? (Spiegelbeelden worden hierbij 
niet als verschillend opgevat.) 
En hoeveel van een viervlak? 

5. Deltaveelvlakken 

Wij bekijken nu convexe veelvlakken waarvan de zijvlakken gelijkzijdige driehoeken zijn, 
maar waarvan het aantal in een hoekpunt samenkomende zijvlakken niet noodzakelijk bij 
alle hoekpunten gelijk is. 
Dus de volgende regels (vergelijk de inleiding): 
a. alle zijvlakken zijn congruent; 
/;. alle zijvlakken zijn gelijkzijdige driehoeken; 
c. vervalt, d.w.z. mag wel maar hoeft niet te gelden; 
(/. het veelvlak is convex. 

Een eenvoudig voorbeeld 
is het veelvlak dat ontstaat 
door twee regelmatige vier-
vlakken op elkaar te plak-
ken (fig. 27). 

Merk op, dat er drievoudige en viervou-
dige hoekpunten zijn en dat de bol door 
de hoekpunten van het bovenste viervlak 
niet door het onderste hoekpunt gaat. 
Wel is dit zesvlak convex. 

De Griekse hoofdletter delta is een gelijk-
zijdige driehoek. Vandaar dat deze veel-
vlakken. die opgebouwd zijn uit gelijk-
zijdige driehoeken, wel deltaveelvlakken 
worden genoemd. Ook het regelmatig 
viervlak, regelmatig achtvlak en regelma-
tig twintigvlak zijn deltaveelvlakken. Wij 
hebben er dus al vier. 
Zijn er nog meer? 

Wij merken eerst op, dat er geen zesvou-
dige hoekpunten bestaan omdat 
6 X 60° = 360° en dus de zes driehoeken 
één zijvlak vormen, ofwel geen convex 
hoekpunt vormen. Evenmin zijn meer dan 
zesvoudige hoekpunten mogelijk. Zoals 

zal blijken in hoofdstuk 7 kan dat bij con-
cave lichamen wel. 

Over het aantal mogelijke zijvlakken z is 
wel iets te zeggen. Minder dan vier is niet 
mogelijk, meer dan twintig ook niet. Meer 
dan twintig zou betekenen, dat wij ons in 
een regelmatig twintigvlak tenminste één 
hoekpunt meer dan vijfvoudig zouden 
moeten denken. Dus 4 ^ z ^ 20. 
Verder weten wij (zie begin hoofdstuk 3) 

3z dat het aantal ribbenr = — . Omdatr geen 

gebroken waarde kan hebben moet z even 
zijn => z heeft een waarde 
G {4 ,6 ,8 , 10, 12, 14, 16, 18,20}. 

Wij kunnen echter meer te weten koinen. 
Noem het aantal drievoudige hoekpunten 
/(s, viervoudige h^ en vijfvoudige hc,. An-
dere zijn er immers niet. 
De formule 2r = ph gaat nu over in 

2r = 3h3 +4/Ï4 +5hs =» 
6r = 9hi +\2h^ + IS/zj. 
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Verder geldt: 

/i3 + h^ +hs =h^6h = 6/23 I 6/24 + 6/Ï5 

2r = 3z ^ 6z = 4/ =' 6z = 6/Ï3 1 8/24 + iOh^ 

Door deze resultaten te substitueren in de 
regel van Euler, na vermenigvuldiging met 
zes, 

6/2 - 6 / - + 6Z = 12 

verkrijgen wij 

3/23 12/24 +hs=\2] 
/23, /24, /25 G M J 

Hieruit blijkt dat O i h^ è 4 , 0 ^ / 2 4 ^ 6 

en O = hs = 12. Men kan nu systematisch 
alle oplossingen nagaan en komt dan tot 
de volgende lijst. 

h,^ h, + 1'. = h ;■ z 

0 0 12 12 30 20 regelmatig twintigvlak 
0 1 10 11 27 18 -
0 2 8 10 24 16 + 
0 3 6 9 21 14 + 
0 4 4 8 18 12 + 
0 5 2 7 15 10 + 
0 6 0 6 12 8 regelmatig achtvlak 

0 9 10 24 16 -
1 7 9 21 14 _ 
2 5 8 18 12 _ 
3 3 7 15 10 _ 
4 1 6 12 8 _ 

2 0 6 8 18 12 _ 
2 1 4 7 15 10 _ 
2 2 2 6 12 8 -
2 3 0 5 9 6 delta zesvlak, fig. 27 
3 0 3 6 12 8 _ 
3 1 1 5 9 6 ~ 
4 0 0 4 6 4 regelmatig viervlak 

Net zoals bij de regelmatige veelvlakken, 
moeten we nu opmerken dat deze lijst 
niets anders bewijst, dan dat er niet meer 
dan negentien soorten deltaveelvlakken 
zijn. Misschien echter wel veel minder! 

In werkelijkheid blijken het er maar acht 
te zijn. De met een min teken aangegeven 

gevallen kunnen niet, althans niet als een 
convex veelvlak, geconstrueerd worden. 
Het is niet makkelijk om te bewijzen dat 
bepaalde oplossingen uit de lijst niet ge
construeerd kunnen worden. Zo is pas in 
1947 (door Freudenthal en Van der Waer
den) bewezen, dat het deltaachttienvlak 
niet bestaat. 

28 
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< # Denkertje 
5 Maak een bouwplaat van een dehatwaalfvlak. 

6. Archimedische lichamen 

Een andere variant op de regels uit de inleiding is de volgende: 
a. vervalt; 
b. alle zijvlakken zijn regelmatige veelhoeken; 
c. in elk hoekpunt komt dezelfde schikking van vlakke hoeken voor; 
d. er gaat een bol door alle hoekpunten. 

We staan nu dus toe dat verschillende re-
gelmatige veelhoeken als zijvlakken van 
één lichaam voorkomen. We noemen der-
gelijke lichamen halfregclmatigc licha-
men. Regel c heeft nu wel enige nadere 
verklaring nodig. We eisen hiermee, dat 
we rond een hoekpunt gaande, de moge-
lijk verschillende veelhoeken bij elk hoek-
punt in dezelfde aantallen en in dezelfde 
volgorde tegenkomen. Deze halfregel-
matige lichamen zijn al van oudsher be-
kend. Pappus (rond 300 n.C.) vermeldt in 
zijn geschriften dat Archimedes 
(287-212 v.C.) ze al kende. Daarom wor-
den deze veelvlakken wel naar Archime-
des genoemd. 

Eigenlijk voldoen onze vijf verschillende 
Platonische veelvlakken aan de hier gege-
ven regels. We zoeken echter andere. We 
gaan eerst eens uit van regel J. Stel je een 
kubus voor met een bol door de hoekpun-
ten. Nu laten we de bol wat krimpen zon-

der de plaats van het middelpunt te wijzi-
gen. De punten van de kubus steken dan 
buiten de bol. We snijden de buitensteken-
de delen volgens driehoekige vlakken af en 
krijgen het lichaam van fig. 32, dat vol-
doet aan c en d, maar niet aan b. We krij-
gen wél gelijkzijdige driehoekjes (gear-
ceerd), maar de achthoeken zijn niet regel-
matig omdat er ongelijke zijden in voorko-
men. Dat laatste is goed te krijgen door de 
bol verder te laten krimpen totdat de acht-
hoeken precies regelmatig zijn (fig. 33). 

We hebben de smaak te pakken en krim-
pen de bol verder tot fig. 34 wordt ver-
kregen. En verder tot fig. 35. En nog ver-
der tot fig. 36, maar die kenden we al als 
het regelmatig achtvlak, die we niet tot de 
Archimedische lichamen zouden rekenen. 
Wordt de bol nog kleiner, dan kan fig. 37 
ontstaan, maar dat lichaam kennen we al 
van fig. 35. Doorgaan op deze wijze levert 
geen nieuwe types op. 
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36 37 

De hele procedure heeft ons in ieder geval 
drie Archimedische veelvlakken opgele-

verd; fig. 33, 34 en 35. We kunnen ze als 
volgt karakteriseren. 

In elk hoekpunt komen samen Aantal hoekpunten 

1 driehoek, 2 achthoeken 
2 driehoeken, 2 vierkanten 
1 vierkant, 2 zeshoeken 

24 
12 
24 

We stellen ons weer de vraag: zijn er 
meer? En ook nu weer kan de stelling van 
Euler het aantal te onderzoeken gevallen 
beperken tot een redelijk aantal. Deze af-
leiding is niet kort of gemakkelijk. Je mag 
hem gerust overslaan. We nemen hem hier 
toch grotendeels op, omdat hij ook onder 
wiskundigen vrij onbekend is. 

Stelling: In een hoekpunt van een Archi-
medesch lichaam kunnen niet meer dan 
drie verschillende soorten zijvlakken sa-
menkomen. 

Bewijs: Drie verschillende soorten kan na-
tuurlijk wel. De zuinigste manier om drie 
verschillende soorten samen te laten ko-
men wordt gevormd door een driehoek, 
een vierkant en een regelmatige vijfhoek 
(fig. 38). Maar een vierde regelmatige 
veelhoek die hieraan zou moeten worden 
toegevoegd, inoet hoeken hebben kleiner 
dan 102°, vanwege het convex zijn van 
het lichaam. Zo'n veelhoek bestaat niet 
buiten de al aanwezige soorten. 
Let wel: Er kunnen wel vier of vijf vlak-
ken in een hoekpunt samenkomen, maar 
daar zijn er dan bij van eenzelfde type 
(zoals fig. 34). 

38 39 

We kunnen een Archimedisch lichaam dus karakteriseren door: 

40 

In elk hoekpunt komen samen Aantal hoekpunten 

p^ c-hoeken, 
Pj, i-hoeken, 
p^ c-hoeken. 

h 
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Zijn er precies twee van de drie coëfficiënten p^, p^, p^ gelijk aan nul, dan hebben we te 
maken met een platonisch veelvlak, dat we buiten beschouwing zouden laten. Er geldt 
dus: 

van p^, Pfj, p^ is er niet meer dan één gelijk nul, verder 

en 

ai-b-hc 
De formule 2r = ph = qz ofwel 2r = ph en~h = z uit hoofdstuk 4 gaan nu over in 

'^ = (Pa+Pb ^Pc)^^ 
en 

{P^+P^^EjL)h=Z. 

Subsütutie in de verdubbelde regel van Euler (2/2 - 2/- -i- 2z = 4) geeft: 

^J^-(Pa^Pb^Pc)h^2{P±+Eb+P^)h=4 (1) 

Ook al hoeven we voor (p^, p^, p^) maar een beperkt aantal mogelijkheden te bekijken, 
nl (1, 1, 1), (2, 1, 0), (2, 1, 1), (2, 2, 0), (3, 1,0), (2, 2, 1), (3, 1, 1), (3, 2, 0) en (4, 1,0), 
dan nog is het aantal oplossingen voora, b, c enh erg groot. Oneindig groot zelfs. 

(p^,a,pf,, b. p^, c, h) = {2,4, \,n, Q,y, 2n) blijkt een oplossing voor elke n G1N,« i=4 

en ook (3, 3, 1,«, O, v, 2n), n SN, « ?^3. In Nederlands: 

In elk hoekpunt Aantal hoekpunten 

2 vierkanten, 1 «-hoek 2n 

In elk hoekpunt Aantal hoekpunten 

2 driehoeken, 1 n-hoek 2n 

Wat zijn dit voor merkwaardige geval-
len? Even tekenen en we zien het onmid-
dellijk. Het eerste geval zien we in bijv. 
het prisma van fig. 39. Grond- en boven-
vlak zijn regelmatige «-hoeken (naar keu-
ze), de hoogte gelijk aan de zijden van 
deze /2-hoeken. 
Het tweede geval wordt een zogenaamd 
antiprisma, zoals in fig. 40. Deze typen 
hebben meer een 'schijf-' dan een 'bol-
'karakter, reden waarom Archimedes zelf 
ze liever niet meetelde. 
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Foto 1. Van vierkant tot achtvlak via drie half-
regelmatige lichamen. 

Sluiten we deze gevallen uit, dan blijkt 
het aantal oplossingen van vergelijking 1 
terug te vallen tot eenenveertig. Vele 
daarvan kunnen echter worden verworpen 
op grond van de volgende stelling. 

Stelling: Als in (p^, a, p^,, b, p^, c, h) 
geldt A?i\. Pa='^^a is oneven, 

danpft ^2y p^^2 

Bewijs: We nemen in fig. 41 a =5, maar 
het verhaal geldt voor elke oneven A . Aan 
AB grenst een /j-hoek of een c-hoek (arce-
ring in fig. 41). Hoekpunt C moet eenzelf-
de schikking van veelhoeken vertonen als 
A eventueel in spiegelbeeld. Dat betekent 
dat ook een gearceerde b- (of c-)hoek aan-
sluit aan BC of CD. Is dit aan BC, dan 
komen in B, en dus in alle hoekpunten, 
twee gearceerde b- (of c-)hoeken samen. 
Is dit aan CD, dan kunnen we doorrede-
neren dat ook aan AE een gearceerde b-
(of c-)hoek komt. Dan blijken erin.^, en 

dus in alle hoekpunten, twee gearceerde 
veelhoeken te komen. 
Opmerking: De stelling kan nog worden 
verscherpt tot: 
a oneven ^ p „ ^ 3 V p^ ^ 2V p^ è 2. 
Dat bewijs laten we hier maar weg. 

Met behulp van deze stelling blijkt het 
aantal oplossingen van 1 terug te lopen 
tot vierentwintig (afgezien van prisma's 
en antiprisma's), met de verscherpte stel-
Ung zelfs tot dertien. Deze dertien veel-
vlakken zijn aangegeven in de volgende 
tabel en blijken alle construeerbaar. 
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Foto 2. Twaalfvlak en twintigvlak en daarbij behorende variaties. 
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Pa" Pbb Pc<: h r z fig. nummer 

1 x4 1 x6 1 X 8 48 72 26 42 
1 x4 1 x6 1 X 10 120 180 62 43 
1 x 3 2 x 6 0 12 18 8 44 
1 X 3 2 x 8 0 24 36 14 33 
1 X 3 2x 10 0 60 90 32 45 
1 x4 2 x 6 0 24 36 14 35 
1 x5 2 x 6 0 60 90 32 46 (voetbal) 
1 x3 2 x 4 1 x 5 60 120 62 47 
2x 3 2 x 4 0 12 24 14 34 
2 x 3 2 x 5 0 30 60 32 48 
1 X 3 3 x 4 0 24 48 26 49 
4 x 3 1 x4 0 24 60 38 50 
4 x 3 1 x 5 0 60 150 92 51 

Denkertjes 
6 Bewijs, zonder gebruik te maken van de in dit hoofdstuk gevonden resultaten, 

dat een veelvlak dat is opgebouwd uit uitsluitend vijfhoeken en zeshoeken 
waarvan er in elk hoekpunt drie samenkomen, precies twaalf vijflioeken be-
vat. 

7 Formuleer de stelling die duaal is met denkertje zes. 

7. Regelmatige sterren 

In fig. 52 is een regelmatige vijfhoek ABCDE getekend. Alle zijden zijn even lang, alle 
hoeken even groot. Als we elk van de zijden aan weerszijden verlengen ontstaat een fraaie 
vijfpuntige ster die schittert zowel in de vlag van de Amerikanen als van de Russen. 
De vijfiioek ABCDE is convex, de ster concaaf. De punten A, B, C, D en E en de punten 
P, S, Q, T en R liggen op twee cirkels met gemeenschappelijk middelpunt {concentrisch). 

Het is ook mogelijk op soortgelijke wijze, 
uitgaande van regelmatige veelvlakken, 
ruimtelijke sterren te ontwerpen. 
We zouden het kunnen proberen op een 
soortgelijke manier als we dit in het platte 
vlak deden: zijvlakken verlengen totdat 
concave lichamen ontstaan. 
Bij het regelmatige viervlak zien we daar 
geen kans voor, evenmin als dat lukt bij 
de driehoek in het platte vlak. 
De kubus laat ons op dezelfde wijze in de 
steek als het vierkant. 
Het regelmatig achtvlak biedt ons wel de 
mogelijkheid om tot een ster uit te brei-
den. We zien dat in fig. 53. 
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Het regelmatig achtvlak PQRSMN is uit-
gegroeid tot een achtpuntige ster. We zien 
als het ware twee regelmatige viervlakken 
(ACEH en DBEG) door elkaar heen. Dat 
maakt de conclusie aannemelijk dat elke 
punt van de ster, zoals bijvoorbeeld 
QRMF, een regelmatig viervlak is. 
Misschien krijg je wel zin om zoiets in 
elkaar te plakken. Als materiaal kun je 
het beste etalagekarton nemen van half 
mm dikte. Je kunt uitgaan van het regel-
matige achtvlak (uitslag in fig. 54), dit in 
elkaar zetten en daar acht regelmatige 
viervlakken tegen aanplakken. 

van boven inritsen 

Fig. 53. Achtpuntige ruimtelijke ster. 

Fig. 54. Uitslag van het regelmatige achtvlak en 
van een aanbouwpiramide. 

Fig. 55 geeft een bouwplaat (uitslag) van 
de achtpunten uit één stuk. Hij bestaat 
uit vierentwintig gelijkzijdige driehoeken. 
Bij a, b, c en d moet je inknippen. Bij de 
getrokken lijnstukken zoals p, moet je 
met een hobbymes het karton wat inrit-
sen, dan kun je het scherper ombuigen. 
Bij de gestippelde lijnstukken zoals q, 
dien je juist aan de achterzijde in te rit-
sen. Smeer nu langs alle buitenranden wat 
bisonkit, laat de zaak tien minuten dro-
gen, buig de driehoeken om in de juiste 
richting en druk de betreffende lijnstuk-
ken tegen elkaar. Door pijlen zijn in de 
figuur een aantal van die verbindingen 
aangegeven. 

inknippen 

Fig. 55. Uitslag van de 
achtpuntige ster (bij inknippen). 



De ster bij het twaalfvlak. 
In fig. 56 is op elk van de vijfhoekige zij-
vlakken van het regelmatige twaalfvlak 
een regelmatige vijfzijdige piramide gezet, 
er weer voor zorgend dat de betreffende 

Üjnstukken weer twee aan twee in eikaars 
verlengde komen. Het is niet moeilijk hier 
de ster uit het platte vlak, die in fig. 52 
getekend stond, terug te vinden. 

12 stuks 

Fig. 56. Twaalfpuntige ster met de uitslag van een vijfzijdige aanbouwpiramide. 

Dat betekent, volgend uit enig speurwerk, 
dat de uitslag van zo'n vijfzijdige piramide 
bestaat uit vijf gelijkbenige driehoeken 
aan elkaar met tophoeken van 36°. De 
benen van deze driehoeken zijn 1,618 
maal zo lang als de bases of als de lengte 
van de ribbe van het binnenliggende 
twaalfvlak. 

7' 
A 

/?' 

pU ---(A 

Sterren bij het twintigvlak. 
In fig. 57 zien we dat een regelmatige ze-
venhoek tot verschillende sterren kan 
worden uitgebreid. Iets dergelijks geldt 
voor het regelmatig twintigvlak. 

Door verlengen van de zijvlakken ontstaat 
fig. 58. 

.^rV 

«/ ir\u,^''' / 

----Q' 

U' S' 
57 58 
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I'üto 3. Zecsterrenveelvlak, Keplcrster en twaalfpunter. 

Een meer puntige ster krijgen we door de 
ribben te verlengen, zoals in fig. 59. 

Twintigvlak met Keplcrster. 

Eén van de foto's toont deze twintigpun-
tige ster van Kepler gefotigrafeerd. We 
hebben deze ster gemaakt door eerst een 
regelmatig twintigvlak te plakken en dan 
op elk van de twintig zijvlakken een regel-
matige driezijdige piramide te plakken. 
Om aan de eerder genoemde eis te vol-
doen moeten de opstaande ribben daar-
van een lengte hebben weer 1,618 maal 
zo groot als de gekozen waarde van het 
ingebouwde twintigvlak. Probeer nu zelf 
eerst maar de uitslag van het twintigvlak 
te construeren, zoals we dat in fig. 54 de-
den voor het achtvlak. 

Nog een mogelijkheid. 
We hebben nu sterren laten ontstaan door 
het verlengen van zijvlakken of van rib-
ben. Bij de twaalfpunter van fig. 56 
kwam dat overigens op hetzelfde neer. 
Ook al beperken we ons echter tot het 
verlengen van zijvlakken, dan nog hebben 
we niet alle gevallen bekeken. In fig. 56 
werden de ribben van de ster gevormd 
door het snijden van verlengde zijvlakken 
die in het twaalfvlak 'buren' waren. Kie-
zen we nu juist voor 'niet-buren', dan ont-
staat de ster van fig. 60. De uitslag bestaat 
uit dertig ruiten met hoeken van 74° en 
106°. De getrokken lijnen moeten weer 
aan de bovenkant worden ingeritst en de 
gestippelde aan de onderzijde. Het meest 
praktisch lijkt een mal voor de ruit te ma-
ken (keurig op maat!) en die dan dertig 
keer over te trekken tot de uitslag er is. 
Ook deze ster is bijzonder fraai en loont 
alleszins de moeite van het maken. Op 
een wonderlijke wijze gaat de ene 'zee-
ster' in de andere over. 

Verband met de inleiding. 
Voor de hier behandelde sterren kunnen 
we soortgelijke regels ontdekken als voor 
de overige veelvlakken. 
a. alle zijvlakken zijn congruent; 
b. alle zijvlakken zijn gelijkbenige drie-

hoeken; 
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vanboven 

Fig. 60. Zecsterrenveelvlak met uitslag bestaande uit dertig ruiten. 

c. er komen bij de hoekpunten twee 
soorten schikkingen voor; 

d. de hoekpunten liggen op twee concen-
trische bollen, hoekpunten met de ene 
schikking op de ene, die met de andere 
schikking op de andere. 

Deze regels laten echter een aantal veel-
vlakken toe die niet kunnen ontstaan 
door het verlengen van zijvlakken of rib-

ben van een regelmatig veelvlak. Dus als 
definitie van de door ons bedoelde sterren 
zijn ze niet geschikt, tenzij met nog een 
regel uitgebreid. Ook aan de aantallen re-
gelmatige sterren kan een onderzoek wor-
den gewijd, lijkend op die van de vorige 
drie hoofdstukken. We laten dat graag aan 
de lezer over. 

# 
Denkertje 

8 Bedenk een veelvlak dat aan de vier bovenstaande regels voldoet, maar dat 
niet kan ontstaan door verlenging van ribben of zijvlakken van een regelmatig 
veelvlak. 

8. Ruimtevullend stapelen 
Moleculen van vaste stoffen zijn gerangschikt volgens vaste schema's, waarbij meetkundige 
vormen een belangrijke rol spelen. We noemen dat de kristalstructuur. 
Minder bekend is het dat ook cellen, als opslagdoosjes van organisch materiaal, vaak 
meetkundig interessante vormen hebben. 
Wat kristallen zijn bij mineralen, zijn in zekere mate cellen bij levende organismen. 

In dergelijke gevallen doet zich het pro-
bleem van opberging voor, waarbij kleine 
hoeveelheden stof in elementaire een-
heden gestapeld moeten worden, zodat de 

beschikbare ruimte zo goed mogelijk 
wordt benut. 
Als je een vloer met tegels wilt beleggen, 
zou je dat kunnen doen met tegels in de 
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vorm van regelmatige veelhoeken. Dat 
lukt dan alleen maar met regelmatige drie-
hoeken, vierhoeken en zeshoeken. Met 
andere gaat het niet; of er zouden niet 
gewenste open stukken ontstaan. 

Ruimtelijke stapeling 

Welke ruimtelijke eenheden zijn te stape-
len tot series, zonder dat er tussenruimten 
ontstaan? 
In fig. 61 staan enkele mogelijkheden. 
Blokvormen laten zich gemakkelijk orde-
nen in een blokkendoos. Driezijdige pris-
ma's laten zich in een doosverpakking 
aaneenvoegen, zoals de Zwitserse chocola-
defabriek 'Toblerone' er in de handel 
brengt. Basaltblokken en honingraten zijn 
voorbeelden van schakelingen met zeszij-
dige prisma's. En hiermee lijken de meer 
regelmatige gevallen ver bekeken. 
Bij de meeste andere ontstaat loze ruimte. 
Als je een cilindrisch kokertje met ping-
pongballetjes neemt (fig. 62) tref je lege 
ruimte tussen de elkaar rakende balletjes. 
We houden ons nu alleen bezig met mas-

sieve verpakkingen, waarbij de elementai-
re eenheden de doos geheel vullen. 

Een merkwaardig veertienvlak 

Zijn er nog andere ruimtelijke vormen, 
die geschikt zijn voor verpakkingsdoel-
einden, vormen die economisch zijn te 
stapelen? 
Behalve de kubus blijken alle regelmatige 
veelvlakken ongeschikt. Ga dat zelf maar 
na. 
Behalve de regelmatige veelvlakken kun-
nen we ook half-regelmatige veelvlakken 
in beschouwing nemen. Als we de ge-
noemde prisma's van de juiste hoogte ne-
men, zijn dat al voorbeelden hiervan. 
Als we in de natuur zouden speuren, kun-
nen we er een vinden. We komen die te-
gen bij de cellen van aardappels en kool-
raap. In fig. 63 is de bedoelde vorm te 
herkennen in een microscopische door-
snede van een wortelknoUetje. Het veel-
vlak bestaat uit acht zeshoeken en zes 
vierkanten. 

ZZZZ7 
/ Blokken in een blokkendoos 

Tabletten toblerone-chocolade. 

Fig. 6 1 . Vormen van stapeling. 

Basaltblokken in een di jk. 

Fig. 62. Stapeling van pingpongballetjes. 

Dit doet ons denken aan het halfregelma-
tig veertienvlak, zie fig. 35. Het blijkt in-
derdaad mogelijk dergelijke veertienvlak-

ken te stapelen tot groepen waarbij geen 
loze ruimten ontstaan. In fig. 64 zijn drie 
van dergelijke lichamen tot zo'n groep ver-
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Fig. 63. Microscopische doorsnede van een wortelknoUetje. 

Fig. 64. Stapeling met behulp 
van veertienvlakken. 
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enigd. Ga zelf maar na dat je zo onbeperkt 
kunt doorgaan. Welke voorwaarde moeten 
we stellen voor een goede aansluiting? 
Kijk eens in fig. 64. Bij ribbe AB komen 
drie vlakken (twee zeshoeken en een vier-
kant) bij elkaar. De driehoeken die deze 
vlakken daar twee aan twee met elkaar 
maken moeten, om een exacte aansluiting 
te garanderen, samen 360° zijn! Is dat 
zo? 
Uit de overeenkomstige hoeken in fig. 65 
zien we dat deze uit de hoeken van een 
driehoek plus twee rechte hoeken kunnen 
worden samengesteld, dus samen 360°. 

Waarom geen kubussen? 
Er zijn. zoals je weet, nog vele halfregel-
matige lichamen. 
Bij nader onderzoek lenen ze zich echter 
geen van alle voor ruimtevullende stape-
üng. Dit veertienvlak is dus wel heel bij-
zonder. 
Ga zelf maar na dat elk van deze cellen 
begrensd wordt door veertien andere, en 
dat past allemaal precies. 
Ook een kubus zouden we kunnen laten 
begrenzen door veertien andere. In fig. 66 
is een deel van deze stapeling getekend. 

Probeer je de posities van de negen niet 
getekende voor te stellen. Al met al is het 
beslist ook opmerkelijk dat lichamen be-
grensd kunnen worden door veertien an-
dere. Zie je kans in andere gevallen, bij 

massieve stapeling van identieke elemen-
ten tot hogere aantallen te komen? 

Rest ons nog de vraag: Waarom zijn de 
plantecellen niet kubisch, dat lijkt toch 
simpeler. Waarom kiest de natuur voor 
ons veertienvlak. 
Het blijkt dat de natuur kubussen niet 
economisch genoeg vindt. Het lialfregel-
matig veertienvlak heeft minder celwand 
nodig om een zekere hoeveelheid organi-
sche stofte verpakken! 
Om daar inzicht in te krijgen, zouden we 
van ons veertienvlak de oppervlakte en de 
inhoud moeten berekenen en daarna van 
een kubus met gelijke inhoud de opper-
vlakte moeten bepalen. 

We zouden dan ontdekken dat we in het 
geval van de kubus ruim tien % hoger uit 
zouden komen. De natuur kiest voor het 
veertienvlak omdat die vooreerst stapel-
baar is en vervolgens minder celstof ver-
eist om hoeveelheden organisch materiaal 
te verpakken. Natuurlijk zijn de cellen 
niet zo exact als de tekening van fig. 64 
aangeeft. 

Fig. 66. ten kubus kan hoogstens door veertien 
andere worden begrensd. 

Er zijn nog vele lichainen mogelijk die een 
ruimtevullende stapeling mogelijk maken, 
maar die zijn in het algemeen minder re-
gelmatig van vorm. 
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Ten slotte volgt hier het rekenschema dat het 
bewijs moet leveren voor de meer economische 
vorm van het veertienvlak. 
Stel de zijde van het regelmatig veertienvlak ge-
lijk aan a. Dan is de oppervlakte van een kleine 
gelijkzijdige driehoek, zoals KLM in fig. 67 ge-
lijk aan \ a^ \lTs. De zeshoeken hebben een zes-
maal groter oppervlakte, dus \ a^sjl. De vier-
kanten hebben een oppervlakte a^. 
De totale oppervlakte wordt dus: 

8 x f a V 3 + 6 x a ' =6(1 + ls]^^a^' = 26,8 fl^ 

We gaan nu het volume van het veertienvlak 
berekenen. Daartoe bepalen we eerst de inhoud 
van het achtvlak en trekken daar achtkeer de 
inhoud van een kleine vierzijdige piramide van 
af. 
De ribben van het achtvlak zijn 3a. De totale 
inhoud vinden we door het achtvlak op te vat-
ten als twee vierzijdige piramiden op elkaar met 

hoogte I a\/2 en grondoppervlakte 9a^. Zo-
doende wordt de inhoud van zo'n piramide 
f a^sjl en van het hele achtvlak dus 9a^\j2. Nu 
volgt uit de gelijkvormigheid dat de kleine pira-
miden, die nu nog afgetrokken moeten worden 
om de inhoud van het veertienvlak te vinden, 
j^ste deel zijn van de grote. 
Zo'n piramide T/VWXY heeft dan een inhoud 

De inhoud van de kubo-oktaeder wordt dan: 

9fl V 2 - 6 X i a V 2 = 8a V 2 = 11,3 a \ 

We nemen nu een kubus met dezelfde inhoud. 
Die moet dan een ribbe 2,24 a hebben. De tota-
le oppervlakte wordt daar dan: 6x (2 ,24a)^ 
= 3 0 a ^ 
Hn dat is dan ruim 10% meer oppervlakte dan 
onze kubo-oktiieder heeft. 

# 
Denkertjes 

9 Toon aan dat de pingpongballetjes verpakt in een cilindrisch kokertje (fig. 62) 
tweederde van de nuttige ruiinte innemen. 

10 Toon aan dat met het concave lichaam van fig. 68, dat opgebouwd is uit vier 
kubusjes, een ruimtevullende stapeling mogelijk is. 

Fig. 68. 

67 

Fig. 67. 
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Oplossingen denkertjes 

1. Een veelhoek heet concaaf, als er een zijde te vinden is waarvoor geldt dat delen van de veelhoek 
zich bevinden aan weerszijde van de rechte waarop die zijde ligt. 
Een veelhoek heet convex, als voor elke zijde geldt dat de veelhoek zich aan één kant van dat zijvlak 
bevindt waarop die zijde ligt. 

K=^ 
1/—\ 

3. /! = 12,/■ = 24, z = 12  / ; /■!■ z = 0. 

4. Voor de kubus 11 stuks. 

Voor het viervlak slechts twee, fig. vijftien en 

6. Gegeven dat in elk hoekpunt p = 3, dus 2r = ph wordt 2r = 3h. Stel dat we a^ vijfhoeken en a^ 
zeshoeken hebben, dan geldt z = a^ H â  en 2r = qz gaat over in 2r = Sa^ + 6a^. 
Na vermenigvuldiging met twee, drie respectievelijk zes, krijgen we: 
6h = 4r= 10 aj -H2a^ 

6 r = 1 5 a 5  H 8 a . ( ^ a . = 12 
6z = ö c j + 6 Oj 

Euler: 6h - 6r + 6z = 12 

7. Een veelvlak dat is opgebouwd uit uitsluitend driehoeken, waarvan er in elk hoekpunt vijf of zes 
samenkomen, bevat precies twaalf vijfvoudige hoekpunten. 

8. Bijvoorbeeld een kubus met op elk zijvlak een regelmatige vierzijdige piramide. 

9. De inhoud van een bol is j ;r r ' . 

10. Roteer het lichaam volgens de aangegeven 
as over 180°. Het lichaam en het rotatie
beeld vullen samen een kubus. Met deze 
kubussen is een ruimtevullende stapeling 
mogelijk. 
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In de houtgravure Sterren uit 1948 heeft Escher een groot aantal regelmatige en half-regelmatige 
veelvlakken afgebeeld. 
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