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Om bij het gieten van ijzer te zorgen dat de vormen zo gelijkmatig mogelijk gevuld worden, moet de 
stroom van vloeibaar ijzer constant zijn. Misschien zie je direct al in. dat 'gelijkmatig kantelen' er dan 
niet bij is! In het artikel; DK KANTKLFNDl-: CiII-.TPAN gaan we daar nader op in. 

BIJ DF, P R I : N T O P D F OMSLAC; : 
In 1952 maakte M. C. Fscher deze litho (steendruk) om DF ruimte uit te beelden. De bedoeling was 
dat de beschouwer van de zeer nauwkeurig perspectivisch geconstrueerde prent zicli zou voorstellen, 
dat deze vlakvuUing van kubussen zich in alle riclitingen eindeloos voortzet. Zo kun je in de beperkte 
ruimte van een vierkant (het tekenvel) de eindeloosheid van de ruimte suggereren, 
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r van de microfoondoos van ons telefoon-
toestel. Dat start met een vierkant van 
gaatjes omringd door 2 cirkels met 12 en 
20 gaatjes. 

Fig. 3. Microfoondoos. 

De verhouding van de middellij nen van 
beide cirkels is hier 19 mm : 33 mm en 
dat is ongeveer de verhouding 12 : 20, zo-
dat de gaatjes op de cirkels ongeveer even 
ver van elkaar liggen. Wiskundig blijft het 
eindresultaat wat rommelig. Het zou be-
ter kunnen. 
In fig. 4 staat de verdeling zoals we die 
thuis zagen in de keuken bij het zeefje 
van de gootsteen. 

Fig. 5. Schuimspaan. 

Het bevredigt ons meer. Speciaal de start 
in het midden met een zeshoek lijkt bij 
een cirkelvormige plaat de meest ge-
schikte. 
In fig. 5 is de verdeling aangegeven zoals 
we die hebben aangetroffen bij de 
schuimspaan. Het lijkt een goede start 
met behulp van een zeshoek, maar, bij 
nader inzien is de afwerking bepaald 
slecht te noemen. Als aantallen gaatjes 
tellen we 1, 6, 11, 15 en 17. 

Beginnen met een zeshoek 
Kunnen we niet, uitgaande van de zes-

~o. 

F'ig. 4. Gootsteenzeefje. 
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hoek, tot een beter verdeelvoorschrift 
komen? 
De oplossing staat in fig. 6. Als de straal 
van de eerste cirkel r is, dan is de straal 
van de tweede 2t, van de derde 3r enz. 
Als aantallen gaatjes kiezen we dan: 1, 6, 
12, 18 enz. We vonden deze 'perfecte' 
verdeling bij de afdekkop van het tele-
foongedeelte van de telefoonhoorn 
(fig. 7). 
Na enig rekenen blijkt de afstand van de 
gaatjes op een cirkel op de duur eniger-
mate toe te nemen, al is het niet veel. 
De omtrek van de «-de cirkel is 2-nnr. 
Hierop hggen 6« gaatjes, zodat de afstand 
van 2 van die gaatjes bij benadering 
wordt: {Imr) : (6«) = 2-nr : 6= 1,04 r. 
De afstand tussen de middelpunten van 
de gaatjes neemt op de duur dus maxi-
maal . . . 4 % toe. Immers de gaatjes op de 
eerste cirkel hebben een onderlinge af-
stand r. 

Fig, 7, Telefoonkop. 

Verdeling bij een bol 
Datzelfde probleem, van de regelmatige 
verdeling, komen we ook tegen bij bolvor-
mige oppervlakken. 
Hoe moeten gaatjes geboord worden in 

Fig. 8. Regelmatig net bij een bol. 
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een vergiet, een theezeefje, de bolvormige 
kop van een gieter? 
Als het een klein deel van het bolopper-
vlak betreft, kunnen we zo'n deel als vlak 
beschouwen en de eerder aangegeven me-
thode benutten. 
Bij de verdeling van een volledige bol, 
komen we uit bij regelmatige veelvlakken. 

De deelnemers aan de Olympiade zijn 
leerlingen van het vwo. Elk land kan ma-
ximaal 8 scholieren afvaardigen. De 
Olympiade bestaat uit twee zittingen van 
elk 4 uren waarin de deelnemers in totaal 
6 wiskundige problemen moeten oplos-
sen. Elk ploeglid kan maximaal 40 punten 
behalen. Dit jaar gaf een puntentotaal van 
34-40 punten een eerste prijs, 24-33 pun-
ten een tweede prijs, en 17-23 punten een 
derde prijs. Van de acht Nederlandse deel-
nemers vielen er zes in de prijzen: Hans 
Mulder (39 punten) kreeg een eerste prijs, 
Mare van Leeuwen (33 punten) en Rinus 
Spit (26 punten) een tweede, en Sipke-
Jan Hiemstra (22 punten), René Zand-
bergen (22 punten) en Frank van Over-
beeke (19 punten) een derde prijs. 
Hierbij vind je de 6 opgaven afgedrukt, 
zodat je zelf je krachten er eens op kunt 
beproeven. De oplossingen van de 
nrs. 1 t.e.m. 4 zullen in het volgende 
nummer verschijnen; aan het einde van 
dit stukje staan de uitwerkingen van 
5 en 6 (eerst zelf proberen!!!). 

In fig. 8 staat bijvoorbeeld getekend hoe 
we, regelmatig verdeeld over het aard-
oppervlak, een net van relaisstations kun-
nen plaatsen. De gezochte punten zouden 
geschikt kunnen liggen op de hoekpunten 
van een regelmatig viervlak of, indien een 
groter aantal gewenst wordt, op de hoek-
punten van een regelmatig twintigvlak. 

Het vinden van oplossingen van 
wiskundige vraagstukken is niet een kwes-
tie van geluk, zoals sommigen denken, of 
van 'je ziet het of je ziet het niet (en ik 
zie het meestal niet)', zoals anderen zeg-
gen, maar van systematisch en verstandig 
zoeken. Hierbij speelt naast aanleg vooral 
ook oefening een belangrijke rol. Bij de 
voorbereiding van onze deelnemers op de 
IWO door middel van lesbrieven, hebben 
we daarom veel opgaven als oefenmate-
riaal gebruikt. Daarnaast zijn er ook stuk-
jes wiskundige theorie die buiten het nor-
male schoolprogramma vallen, behandeld. 
De brede wiskundige achtergrond en de 

Nederlandse successen bij de Internationale 
Wiskunde Olympiade 

J. van de Craats 

Bij de 19e Internationale Wiskunde Olympiade die van 1 tot 13 juH 1977 in Belgrado is 
gehouden, is de Nederlandse ploeg met 185 punten op de vijfde plaats geëindigd. Aan de 
Olympiade namen 21 landen deel. De Verenigde Staten behaalden de eerste plaats met 
202 punten, gevolgd door de Soyjet-Unie (192 punten), Hongarije en Groot-Brittannië 
(elk met 190 punten). Na Nederland kwam Bulgarije met 172 punten. Nog nooit is een 
Nederlandse ploeg zo hoog op de ranglijst geëindigd. 
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grote vaardigheid die onze deelnemers zo 
verkregen, maakten dat ze met succes aan 
de IWO konden meedoen. Het merkwaar-
dige is namehjk dat de opgaven van de 
IWO in zoverre 'elementair' zijn, dat elke 
goede vwo-leeriing in principe voldoende 
voorkennis heeft om ze op te lossen (zo-
als ook uit de uitwerkingen zal blijken), 
maar dat het zelf vinden van de oplos-
singen binnen een beperkte tijdsduur niet 
alleen grote aanleg, maar ook veel oefe-
ning vereist. We zullen proberen in de uit-
werkingen iets van het 'systematisch en 
verstandig zoeken' naar voren te laten 
komen. 

Eerste dag, 6 juH 1977 

1. Men construeert gelijkzijdige drie-
' hoeken ABK, BCL, CDM en DAN bin-

nen het vierkant ABCD. 
Bewijs dat de middens van de vier lijn-
stukken KL, LM, MN en NK samen 
met de mi'ddens van de acht lijnstuk-
ken AK, BK, BL, CL, CM, DM, DN en 
AN de hoekpunten zijn van een regel-
matige twaalfhoek. 

2. In een eindige rij reële getallen is de 
som van elke zeven op elkaar volgende 
termen negatief en de som van elke elf 
op elkaar volgende termen positief. 
Bepaal het maximale aantal termen 
van een dergelijke rij. 

3. Gegeven is een geheel getal « > 2. 
F„ is de verzameling van alle getallen 
van de vorm 1 + kn, waarbij 
^=1 ,2 , 
Een getal m e V„ heet onontbindbaar 
in V„ als er geen getallen p, q e V„ be-
staan zo, dat pq = m. 

Bewijs dat er minstens één getal 
r e V„ bestaat dat op meer dan één 
manier geschreven kan worden als pro-
duct van in F„ onontbindbare elemen-
ten. 
(Schrijfwijzen die slechts verschillen in 
de volgorde van de elementen van V„ 
worden als gelijk beschouwd.) 

beschikbare tijd: 4 uren. 

Tweededag, 7juli 1977 

4. Gegeven zijn de reële constanten a, b, 
^, ,0 en de functie 
t{x) = \ — a co&x - b siiuc - A cos2.v 
— B sin2x. 
Bewijs dat, indien f(^x) > O voor alle 
reële waarden van x, geldt 

a'^ +b^ <:2enA^ + B^ < 1. 

5. Stel c, en b zijn positieve gehele getal-
len. 
Indien men a^ +b^ deelt door a+b, 
krijgt men q als quotiënt en r als rest. 

XIX Internationale Wiskunde Olympiade Belgrado 1977 
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Bepaal alle paren (a, b) als 
q^ +r= 1977. 

6. De functie ƒ is gedefinieerd op de ver-
zameling van alle positieve gehele ge-
tallen. De functiewaarden van ƒ zijn 
ook positieve gehele getallen. 
Voor alle n geldt 
An+ !)>ƒ(ƒ(«)). 
Bewijs dat f{n) = n voor alle n. 

beschikbare tijd: 4 uren. 

Uitwerking van opgave nr. 5 
Uit de probleemstelling volgt 
â  +ö^ =q{a+b)-\-r, (1) 
met 0<r<a+Z7 
^2 +,.= 1977 (2) 
Uit (2) halen we q < 44, want 
44^ < 1977 < 4 5 ^ 
Omdat uit (1) volgt a'^ + b'^ < {q + 1) 
(fl-Hè) betekent dit 
a^ + b"" < 45(a + b). (3) 
Veel meer kunnen we niet direct uit de 
gegevens halen. Uit (2) volgt nog 
r < 1977; als q = 44 zou zijn, zou r = 4\ 
zijn. Als q kleiner is, is r groter, bijv. 
^ = 43 geeft r = 128, enz. We moeten nu 
door overleg een idee zien te krijgen om 
verder te komen. Zo'n idee is dat �b FA=K 9D 
K= ?IGGK C9F QABF� !=F ?IGK= N99I<= M9F 8 
:=K=C=FK F9E=DABC GGC ==F ?IGK= N99I<= 
M9F '�(� E99I <99IE== CGE=F N= AF K=

?=FJHI99C E=K ���� 
'& &��'�(& 	��(��
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�' 	 ��., �?(& ��A� � � � X ���7��� 3= 
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��>D 
 ���7 
$ ?�( 	 ��, ��
�
� 

&= QA=K @A=ILAK <LA<=DABC <9K 9 =F T FA=K 9D 
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�
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 AJ 
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 = I=JK AJ ==FMGL<A?� 3= JL:JKAKL=I=F <AK 
AF�D�� 
'�� � (& � ��?'�(� � �% 
=F H9JJ=F <=Q=D><= KIL; KG= 9DJ :GM=F� 
?' 	 ��= ��(	 ���7 � � X ��� � �� � �

�� 
�

� AJ <LJ <= JGE M9F KN== CN9<I9K=F 
M9F ?=@=D= ?=K9DD=F� &= CLFK 9DD=ID=A JDAE

E= KIL;J :=<=FC=F GE JF=D 9;@K=I <A= 
KN== ?=K9DD=F K= CGE=F	 E99I @=K ==FMGL

<A?JK= AJ EAJJ;@A=F N=D 9DD= CN9<I9K=F 
GF<=I <= �

� =M=F GH K= J;@IABM=F �@=K 
QABF =I E99I ���� &= QA=K <9F <AI=;K <9K 
�

� � ��7 
%
 ��7 <= =FA?= EG?=DABC@=A< 
AJ�  AK ?==>K <= GHDGJJAF?=F 
9 �� � ] ��	 @A=ILAK MGD?K 9 � �
 �F=?9

KA=M= N99I<=F QABF LAK?=JDGK=F�	 
4�
�� � ]��	 =F @A=ILAK MGD?K 
( � � 5,( � ��� 
G> F9KLLIDABC F=K 9F<=IJGE� ( � �
	 
9 � �G>��� 
2GGI @=K MAF<=F M9F <= GHDGJJAF? AJ <LJ 
9DD==F <= :=C=F<= KIL; M9F @=K CN9<I99K

9>JHDAKJ=F 9DJ MGGIC=FFAJ M=I=AJK� 

1AKN=ICAF? M9F GH?9M= FI� � 
�AB <=Q= GH?9M= @=::=F N= @==D N=AFA? 
@GLM9JK 99F <= ?=?=M=FJ� 
ƒ : ^ . - ^ , (1) 
/ (n+l) >ƒ(/(«)) voor iedere H e|N^ (2) 
We kunnen proberen (2) voort te zetten: 
/(«+1) >/(/(«)) >/ir(/('0-i))>  
maar dit biedt weinig perspectieven. 
Wat kunnen we uit (1) halen? De verza-
meling van functiewaarden f(n) is een 
deelverzameling van de positieve gehele 
getallen. Zitten er bijzondere elementen 
in deze verzameling? Er is één voor de 
hand liggend bijzonder element, namelijk 
het minimum. Stel dat dit wordt aangeno-
men in «o, dus 
/(«)>/(«o) voor alle «eN+- (3) 
Nu brengen we (2) in het spel. (2) zegt 
dat elke functiewaarde ƒ(«+!) groter is 
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dan een andere functiewaarde (name-
lijk iU(n))). Maar dit is in tegenspraak 
met (3) als we zouden kunnen nemen 
n+\ =«0- Dit is dus onmogelijk, en dat 
wil zeggen dat KQ - 1 moet zijn. We we-
ten nu dus dat 
/ ( l )</(H)vooral le«> 1 (4) 
We hebben hiermee de sleutel tot de op-
lossing in handen. De rest is een kwestie 
van consequent in deze richting door-
denken. /'is blijkbaar een afbeelding die 
{2,3,. ..} overvoert in {f(\)+ 1, 

/ ( l ) + 2 , . . . . } e n aangezien deze laatste 
verzameling deel uitmaakt van {2,3,. . .}] 
kunnen we hetgeen we hierboven gedaan 
hebben nog eens herhalen. 
Als resultaat vinden we dat de op één na 
kleinste waarde wordt aangenomen in 2, 
dus 
/ ( l )< / (2 )< / (« )voora l l e«>2 . (5) 
Zo voortgaande bewijzen we dat in het 
algemeen 
A l ) < / ( 2 ) < / ( 3 ) < (6) 
De rij functiewaarden is dus een strikt 
stijgende rij. 

0 

Denkertjel: Plan 

A L S 
A L S 
A L S 
A L S 

P L A N 

In deze optelsom zijn 5 letters gebruikt, A, L, N, P en S. Vervang deze letters 
door 5 verschillende cijfers (eenzelfde letter steeds door eenzelfde cijfer), en 
wel op zodanige wijze, dat er een kloppende optelling gevormd wordt. 
Kan dit op meer dan één manier geschieden? 
Het vinden van een (de) oplossing is niet moeilijk, maar zal je toch wel enige 
tijd wiskundig, vooral rekenkundig, bezighouden. Een activiteit die je ver-
stand ongetwijfeld zal scherpen. 

(Ir. H. Nyon, Paramaribo) 
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Nu gebruiken we (2) weer om te bewijzen 
dat ƒ(«) = n voor iedere n. 
Dit kan op vele manieren. De kortste is de 
volgende: omdat de rij van de functie-
waarden strikt stijgt, kan (2) alleen waar 
zijn als ook 
n+\ > ƒ(«) voor iedere n. (7) 
Maar dit geeft samen met (6) ƒ(«) = n 
voor iedere n. 
Je ziet dat er voor deze oplossing één 
goed idee nodig was: het werken met het 
minimum van ƒ. Bijzondere voorkennis 
was er verder niet nodig. 
Zo is het eigenlijk ook met de opgaven 
1 t.e.m. 4. Bij opgave 1 moet je een héél 
klein beetje weten van meetkunde, en bij 
opgave 4 moet je verstand hebben van si-
nussen, cosinussen, en misschien ook nog 
wat gonioformules. Echter beslist niet 
meer dan je op school geleerd hebt. 
Voor opgave 2 en 3 is, zoals ook uit de 
vraagstelling wel blijkt, in het geheel geen 
voorkennis nodig. 
Veel succes bij je oplossingspogingen! 



Pythagoras in de vouwgreep 

We bewijzen de stelling van Pythagoras door een vouwtechniek. 
Knip uit stevig papier een rechthoek PQRS en merk de middens M en A' van de zijden PQ 
en «SCfig. la). 
Vouw de hoeken bij Q en S tegelijk om, zodat de vouwlijnen door M en Â  gaan en de 
omgevouwen driehoeken precies tegen elkaar komen (fig. lb). 
De niet gevouwen gearceerde delen worden nu vliegers. Vouw ten slotte de hoeken P en R 
om, waardoor de rechthoek van fig. Ic ontstaat. 
Als de zijden van de beide rechthoekige driehoeken in fig. lb de lengten a, h en c hebben, 
dan is het niet moeilijk om te bewijzen dat de beide kleine driehoeken van fig. Ic daannee 
gelijkvormig zijn. 
De vergrotingsfactor is daarbij a/b. Deze factor is kleiner dan 1. 
De zijden van die kleine driehoeken hebben dan maten: 

a 
h 

a-.j^-ben j^ ofwel a en ac 

De rechthoek van fig. Ic heeft een oppervlakte e 
of gezien als de som van 4 driehoeken: 

2C2-f-a + hab)off + ab 

ac 
h 

(ïelijkstelling geeft: 

+ ab ofc ' =a ' +ö^!! 

Fig. la. l-ig. Ib. 
Vouwen en meten. 
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Viermaal rond een riks 

Een meetkundige bijzonderheid waarmee je je vrienden kunt verbazen (als je tenminste 
vrienden hebt die Pythagoras nog niet lezen) kan tot stand gebracht worden met een 
rijksdaalder, potlood en papier. 
Trek de rijksdaalder om en doe dat nog een keer zó, dat de ontstane cirkels elkaar snijden. 
Teken nu een derde cirkel met behulp van de rijksdaalder die door een van de aanwezige 
snijpunten (//) gaat. Kortom: drie congruente cirkels door één punt. Buiten dit punt zijn 
er in het algemeen nog drie snijpunten {P, Q en R). Deze snijpunten liggen op een cirkel 
en wel precies de omtrek van een rijksdaalder! (Gestippelde cirkel in fig. 1.) 

Fig. 1. 

Er zijn verschillende bewijzen voor deze 
merkwaardigheid. Het teleurstellende is 
dat deze bewijzen veel moeilijker zijn dan 
de eenvoud van de steUing doet vermoe-
den. Het bewijs hangt natuurlijk ook 
sterk af van de stellingen waarover je kunt 
beschikken betreffende cirkels. 

Een stelling 
Het eenvoudigste bewijs berust op een 
moeilijke stelling die nu niet meer tot 
onze leerstof wiskunde op school behoort 
(fig. 2): Fig. 2. 
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(1) gegeven de vaste punten F en fV en de 
hoek a; de verzameling van alle puntend 
waarvoor geldt dat L VSW = a bestaat uit 
twee cirkelbogen, symmetrisch ten op-
zichte van de lijn door V en W. 

Kijk nu even uitsluitend naar de cirkels A 
en C die symmetrisch zijn ten opzichte 
van de as HR. Volgens stelling (1) geldt 
dat L RPH = L RSH. Punt S hebben we 
laten ontstaan door het verlengde van PH 
te snijden met cirkel C. 

Bekijk nu cirkels B en C, symmetrisch ten 
opzichte van as HQ. Dus volgens (I) 
^/ / / 'ö = /l//5'ö( figuur 4) 
kRmzL3mi + i^eho.en) 
L RPQ = L RSQ 
Waaruit volgt dat P en S moeten liggen op 
dezelfde cirkelboog door R en Q o^ op 
twee cirkelbogen symmetrisch ten op-
zichte van RQ. 

S lag al op de rijksdaalderomtrek door R 
en Q, dus ligt ook P op een rijksdaalder-
omtrek door,/? en Q (fig. 5). 

Zoals je ziet, geen moeilijk bewijs als je 
tenminste stelling (I) kent. Maar als je die 
steUing niet kent, of sterker nog die stel-
ling in twijfel trekt, dan zijn we nog ner-
gens. 

Voor de doorzetters dan toch maar een 
bewijs voor stelling (I). 

Een bewijs 
We moeten twee kanten van de stelling 
aantonen, aangenomen dat Af het middel-
punt is van een van de cirkels en dat 
L VMW = 2 a (fig. 6). 
a. Nemen we een punt S op de cirkel-

bogen dan is L VWS = a. (we nemen 
Si-VenS^W); 

I'ig, 6, 
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Voor de vierdemachtswortel, hoewel we 
daarbij geen meetkundige voorstelling 
kunnen maken, kom je op dezelfde ma-
nier redenerend op: 

</g = br bj'-g 
4hf' 

Zou je nu de regel voor bijvoorbeeld de 
zevendemachtswortel durven opschrij-

°Afgeleide functie 
Als je het begrip differentiëren al kent, 
geeft het volgende stukje van dit artikel 
voor jou een andere verklaring van de ver-
kregen formules. Je hebt aan de voor-
komende breuken misschien al gezien dat 
de noemer te maken heeft met de afge-
leide van iets wat in de teller staat. 
Netter geformuleerd: 

fti+i =bi 

De functie ƒ is voor het benaderen van \/g 
gedefinieerd als 
f:x^x^-g 
Je kent de grafiek van deze functie 
(fig. 3): 

Fig. 3. 

We komen hierin \/g weer tegen als ordi-
naat van een punt waar de grafiek de A'-as 
snijdt. Het benaderen van \/g komt dus 
overeen met het benaderen van de posi-
tieve nulwaarde van/. 

,flbi)l 

De wiskundige Euler bedacht voor het be-
naderen van een nulwaarde de volgende 
methode. Neem een benadering bj. 
Vervang nu de grafiek door de raaklijn in 
het punt (bj.Jlbj)) en bereken het snij-
punt van deze rechte met de A'-as (fig. 4). 
Dat laatste gaat altijd gemakkelijk als we 
de vergelijking van de rechte maar heb-
ben. Welnu, we weten de richtingscoëffi-
ciënt: /(bj). We krijgen 

y-Abd=fibd^(x~bd 
Je controleert gemakkelijk dat (ö,-, f(bj)) 
op deze rechte ligt. We willen nu ook dat 
(bi+u 0) hierop ligt dus 
-Abj)=f(bdx(bi,i-bd 
Als f(bi) =/= O kan dit worden herleid tot 

fibd bui =bi 
fibd 

Een bekende regel. Door de procedure te 
herhalen krijgen we achtereenvolgende 
benaderingen (fig. 5). 

Fig. 5. 
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i,2 
U/\T 

6<y=Y cos^ a 1 

rad/s \ ^ yuJ=~sin^a\ 

1 
T ^ 1 N 1 

' ' 1 \ J 

o 45° 90" 
—^a 

Fig. 3. De hoeksnelheid in relatie tot de tijd. 

Berekening van de hoeksnelheid 
Voor wie kan differentieren is het niet moeilijk 
om de hoeksneUieid ui van de pan als functie 
van de draaiingshoek a te bepalen. 
Immers er geldt: cj = da/dt. 
In fig. 3 staan de uitkomsten voor de beide 
intervallen. Tevens blijkt hieruit dat de hoek-
snelheid halverwege precies de helft is van die 
bij de eindstanden, 
Als we UI aangeven in rad/s vinden we voor co 
halverwege een uitkomst die het omgekeerde is 
van de leeglooptijd T. 
Tevens blijkt nu dat de t, a-grafiek bij t = ^T 
geen knik vertoont, de hoeksnelheid daaren-
tegen wel, 

Denkertje 4 

0 N S 
0 N s 
0 N s 
0 N s 
0 N s 

P 0 N D 

K I O 

Deze optelsom zegt dat 5 ONS + 1 POND gelijk is aan 1 KILO. 
De bedoeling is iedere letter door een cijfer te vervangen, dezelfde letter 
overal door hetzelfde cijfer, en wel op zodanige wijze, dat er natuurlijk een 
kloppende optelling ontstaat. 
Er zijn 8 verschillende letters gebruikt. 
Ter beschikking staan alleen de cijfers 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 en 8. 
De cijfers nul en 9 mogen dus niet gebruikt worden. 
De opgave kan slechts op één enkele manier vervuld worden! 

(Ir. H. Nyon, Paramaribo) 
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Maar is niet te vereenvoudigen, 

want als— onvereenvoudigbaar is, dan 
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ookil+ 1 =i^±^. 

Hetzelfde geldt voor ——-. Dus moet 
c 

———- een natuurlijk getal, zeg d, zijn. Dus 
c = {p + q)d. We vullen dit in in (I) en 
concluderen nu: 
Een harmonisch drietal is te schrijven als 
pqd,p{p + q)d,q{p+q)d. 
Bekijken we uitsluitend onvereenvoudig-
bare drietallen, dan is zo'n drietal weer te 
geven door pq, p{p + q), q{p + q) met 
GGD {p, q) = /, 

Het omgekeerde: als p, q e Z* dan is 
pq, p{p + q), q{p +q) een harmonisch 
drietal, is gemakkelijk te controleren, Doe 
dit zelf. 
Voor het maken van een lijst harmonische 
drietallen kunnen we ons beperken tot de 
gevallen v < b , dusp <,q. 
Nauwkeuriger gezegd: p<q, want p=q 
mag wegens de onderlinge ondeelbaarheid 
niet voorkomen. 

Een lijst van alle onvereenvoudigbare 
'kleine' harmonische drietallen: 

p q p+q pq 
f 

{p+q)q 
V 

{p+q)p 
b =̂f 

1 1 2 1 2 2 1 
2 1 3 2 3 6 2 
3 1 4 3 4 12 3 
3 2 5 6 10 15 lè 
4 1 5 4 5 20 4 
4 3 7 12 21 28 U 
5 1 6 5 6 30 5 
5 2 7 10 14 35 2^ 
5 3 8 15 24 40 1̂3 
5 4 9 20 36 45 l-i 
6 1 7 6 7 42 6 
6 5 11 30 55 66 u 
7 1 8 7 8 56 7 
7 2 9 14 18 63 3è 
enz. 
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Een ander aspect van harmonische, niet 
noodzakelijk gehele, getallen is dat ze ge 
makkelijk als lengtes in eenvoudige figu-
ren weer te geven zijn. 

Fig, 1. 

Het eerste voorbeeld is de grafiek van 
fig. 1. Een rechthoekig assenstelsel waarin 
b en V op de beide assen is afgezet. Een 
rechte door deze punten wordt gesneden 
met de rechte y = x. De projectie van het 
snijpunt op de A'-as geeft/. Bewijs dit. 

Eenzelfde resultaat krijgt men als men 
een scheefhoekig assenstelsel neemt 
(fig. 2). In het bijzonder als de hoek tus-
sen de positieve assen 120° wordt geno-
men. Er ontstaat dan een gelijkzijdige 
driehoek (gearceerd), zodat ƒ niet alleen 
op de Af-as, maar ook op de bissectrice is 
af te lezen. Zo ontstaat een handzaam 
nomogram voor harmonische drietallen 
(fig. 3). 



'Niet precies, maar wel ongeveer 

In de natuurkundeles wordt de uitzet-
tingscoëfficiënt van bijvoorbeeld ijzer ge-
meten. Men vindt dan hiervoor 
0,000 012. Vervolgens wil men de ku-
bieke uitzettingscoëfficiënt weten. Deze 
wordt dan niet gemeten maar berekend. 
Als uitkomst voor (1,000 012)^ wordt 
dan gesteld 1,000 036. Dit is dan de afge-
ronde waarde voor de werkelijke uit-
komst 1,000 036 000 432 001 728. 
In plaats van zoiets normaal uit te verme-
nigvuldigen kun je dit afleiden uit: 
(1 +a)^ = 1 +3ö + 3a^ +a^ 
Als nu a veel kleiner is dan 1, kun je de 
laatste twee termen wel weglaten. 
Bij benadering geldt dan: 
(1 +ay '^l+3a 
Zo kun je ook stellen (steeds onder de 
voorwaarde dat a <̂  1) 
(1 +a)^ = H-2a+ â  * 1 +2a 
Toegepast op (1,003)^ geeft dit ongeveer 
1,006 
Een uitgebreidere toepassing: 
(2,0006)^ =4(1,0003)2 =^4(1,0006)* 
4,0024 

Evenzo geldt: 
V(l + a ) * 1 +èa 
(immers (1 + ̂ a)^ ^ 1 -H a) 
voorbeeld: V( 1,004) =* 1,002 

Zo kun je ook stellen: 
1 

1+a 
(immers (1 +a)( l - a) ^ 1) 

1 

voorbeeld: 1 
1,004 

Evenzo natuurlijk . 
1 

=« 1 - 0,004 ^ 0,996 

voorbeeld: 0,996 

1 
— a ~ 
1,004 

1 +a 
1 

0,08" 1,02 

Probeer zelf nog maar soortgelijke bena-
deringen te vinden. Geef een formule, 
bewijs deze en bedenk een numerieke toe-
passing. 
Speciaal in de natuurwetenschappen 
maakt men van dergelijke benaderings-
methoden vaak gebruik. 
Hier nog enkele toepassingen. 

4 4 
1,087 ~ 1 + 0,087^ '̂  *̂ ' ' 0,087) =« 
4(0,913)^3,652 
De exacte uitkomst is 3,679 . . . 
(10,008)^ = 100(1,0008)2 ^ 100(1,0016) 
^ 100,16 
De exacte uitkomst is 100,160064 
V4,008 = 2Vl,002 ^ 2(1,001) =* 2,002 
met grafieken 
Met een rekenmachientje is gemakkelijk 
na te gaan in hoeverre de aangegeven be-
naderingen redelijk aanvaardbaar zijn. 
Het vinden van benaderingsuitkomsten 
kan op een grafische manier gebeuren. 
Als we bijvoorbeeld stellen 

dat Q-Qg-'̂ '1,02 of in het algemeen: 

1 "^ l + X voor kleine waarden van x 
is dit grafisch te illustreren. 
In fig. 1 is een deel van de grafiek van de 
vergelijking y = ^ _ getekend. Bekijk 

/ Y=T+x i 
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speciaal het verloop in de buurt van x = 0. 
De vergelijking van de raaklijn daar blijkt 
y= \+x te zijn. De raaklijn maakt dan 
een hoek van 45° met de Af-as. Het is 

blijkbaar dus zo dat de functie . voor 
X klein te vervangen is door \ + x. 
De kromme wordt in de buurt van dat 
punt vervangen door een recht raaklijn-
stuk. 
Als we dus in een bepaald geval de raak-
lijnrichting in een zeker punt kunnen be-
palen hebben we tevens de benaderings-
formule te pakken. 
In fig. 2 wordt op een soortgelijke manier 
verklaard, dat in de omgeving van x = 0 
de vorm \/(l +^) te vervangen is door 

(-1,0) Fig. 2, 

1 + jx. De raaklijn in het punt (0,1) heeft 
als vergelijking.!' = \ + ^x. 
Omgekeerd kunnen we uit benaderings-
formules raaklijnrichtingen opsporen. 
Probeer zelf nu maar eens nieuwe benade-
ringsformules te ontwerpen. Stuur ze aan 
de redactie. Wij zorgen voor publikatie. 

Denkertje 5 
Zoek eens met je rekenmachientje op: cO'016 
Vind je ook: 1,01613? 
Welke benaderingsformule steekt daarachter? 
Schrijf die algemeen op en bewijs de uitkomst met behulp van een grafiek. 

Het ei is gelegd! 
Wij ontvingen bijzonder veel interessante 
en intelligente bijdragen van lezers uit het 
hele land inzake de ei-kromme. Op veler-
lei manieren is er wiskundig geboetseerd 
om een ei in een x-v-schaal te stoppen. 
Hans Kraayenvanger uit Voorhout wacht 
altijd in spanning op het nieuwe nummer 
van Pythagoras. Zijn ei ziet er aldus uit: 
24011'2 + Ix'^ + 70A:^ -H \01&X^ -
^ 3430A-= 57624!! 
Jan Bijvelds en Ben Heideveld uit Tilburg 
en Zwolle gaan uit van de gegeven con-
structie van Pythagoras 1. 
Bob van het Baarnsch Lyceum hoopt dat 
we met dit ei tevreden zijn: 
2.v2 -I- {v + kx^y = 8. Nou, wij wel. 
Ad Schenk uit Nispen gaat een cirkel aan 
één kant induwen: 
lOOv 216A: 

Meindert Kuipers uit Leeuwarden gaat 
zo'n cirkel juist aan één kant uitrekken: 
j ' = ( i + V ( i " . ^ ' ) ) ' ' ' 
Voor het tekenen heeft hij gebruik ge-
maakt van een HP-25 calculator. 
Het programma voegde hij bij. Erg in-
drukwekkend! 
Warden Schijve uit Pijnacker rekt een 
ellips eenzijdig uit. 
En zo kwamen er ook oplossingen van het 
Alkuin college in Uithoorn, het gymna-
sium Erasmianum te Rotterdam, het 
Rliedens Lyceum in Velp, bijdragen uit 
Nijmegen en Veldhoven, teveel om op te 
noemen. 
We hopen spoedig andere problemen te 
stellen aan ijverige rekenaars, tekenkun-
dige zwoegers en intelligente schoon-
schrijvers. Jullie horen nog van ons! 

De redaktie. 
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Oplossing Denkertjes 

1. Het merkwaardige is dat er slechts één en niet meer dan één oplossing bestaat: 
4 X 821 = 3284 

2. In fig. 5 (zie het artikel: Viermaal rond een riks) kun je PS trekken en je ziet dan twee gelijkbenige 
driehoeken ontstaan. Dus is RSQP een vlieger. 
Daarvan staan de diagonalen loodrecht op elkaar: PS i / ? g . 
H ligt op PS^PH i. RQ ofwel PH is een hoogtelijn in A PQR. 
Net zo bewijs je dat RH of QH hoogtelijnen zijn in A PQR. 
Dus/ / is het hoogtepunt, 

3. De eerste oplossing is eenvoudig: knip door volgens CD en roteer A CDE om Cover 90°, 
De tweede oplossing is gebaseerd op de vorige, maar nu de rotatie uitgevoerd over 45° om C De 
beeldfiguur CD'E' komt dan op 'bezet gebied'. Door dit bezette gebied los te knippen en mee te 
roteren vult het de opening aan de rechter kant, 

4, ONS = 875 POND =1873 KILO = 6248 

5, Voor kleine waarden van x geldt: eX ~ l + x 
In de figuur staat hoe de raaklijn aan eX in het punt (0,1) als vergelijking heeft y = l + x 

A ^ y = l + x 

/ 

y (0.1) 

/ 
/ 
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