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Hoeveel weegt de watermeloen? Hier is een vergelijking in beeld gebracht. Misschien kun je met zulke
tekeningetjes je jongere broertjes of zusjes aan het puzzelen zetten.

BlJ DE FIGUUR OP DE OMSLAG:

Op een cirkelomtrek zijn de hoekpunten van een regelmatige 24-hoek geconstrueerd. Daarna zijn lijnen
getrokken, die elk hoekpunt met alle andere verbinden.

Deze lijnen zijn ook buiten de cirkel doorgetrokken.

Binnen de cirkel ontstaat iets dat lijkt op een edelsteen, waaraan vele facetten geslepen zijn.

Buiten de cirkel is nog een verdichting van de lijnen te zien, die als een waas rond de cirkel hangt.

Uit hoeveel lijnen is deze figuur opgebouwd?

Hoeveel concentrische cirkels zijn binnen de cirkel te zien?

Is de afstand van deze cirkels tot elkaar gelijk?

Hoeveel lijnen gaan door het middelpunt van de cirkel?

Probeer ook het antwoord op deze vragen te vinden voor een 48-hoek en voor een 17-hoek zonder
deze te tekenen.




*Papierformaten

Een kwestie van verhoudingen

Als je een reisbureau binnenstapt en de verzameling folders bekijkt, tref je daar allerlei
vormen en afmetingen aan. Toch heeft men sinds 50 jaar internationale afspraken over

modellen en maten van papier.

Reisbureaus willen klanten trekken en daarvoor moet je opvallen. Voor het gewone
gebruik van alle dag hebben we liever gestandaardiseerde maten. Daar willen we het eens
over hebben. Wat heeft men gekozen en waarom?

Een merkwaardige verhouding

We nemen een rechthoekig stuk papier en
vouwen het dubbel (fig. 1). De korte zijde
van de grote rechthoek (») wordt nu
lange zijde van de kleine rechthoek.

In het algemeen zal de kleine rechthoek
niet gelijkvormig zijn met de grote. Toch
zou het wel leuk zijn als dat kon.

Is het mogelijk een vorm te bedenken
waarbij dat lukt? Daartoe zou moeten gel-

den: 2a:b=b :aof b? =24% of b=a\/2
ofb:a=+/2:1.

Het lukt dus als we de lange zijde van de
rechthoek /2 keer de korte zijde kiezen.
En zo is het afgesproken!

Als men uit papier kleinere formaten
snijdt, gaat er zo ook geen papier verlo-
ren.

100 vel schrijfpapier

een van Stolk & Reese produkt

100 vel schifpapier

100vei schrijfpapier
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Controle

Meet de hoogte van deze bladzijde. Vind
je ook 210 mm? De breedte is 145 mm en
dat is ongeveer v/2 keer zo klein. Vouw
het boekje eens tot het midden open. Nu
zijn de maten 210 x 288 mm. Het eigen-
lijke formaat op de uitgeverij is 210 x 297
en dat is heel correct in verhouding
1 :4/2. Maar het boekje wordt, alvorens
naar de lezer verzonden te worden, nog
keurig gelijk bijgesneden.

Normaal briefpapier heeft ook deze afme-
tingen. Als briefpapier overal deze afme-
ting heeft, kunnen we onze correpon-
dentie gemakkelijker opbergen.

Meet eens de maten van je proefwerk-
papier op school, van je schriftpapier, het
examenpapier.

De A-formaten

Het formaat papier waarop ons tijdschrift
gedrukt wordt, heet A-4. Men gaat daarbij
uit van formaat A-0.

Dit laatste is een groot vel met een opper-

vlakte van 1 m? en verhouding van de
zijden+/2 : 1 (fig. 2).

Als we de korte zijde x noemen en de
lange zijde x+/2, moet dus gelden:
x-xy/2=1m? =1 000 000 mm?

of x? = 10° : /2= 707107

en dus x =841 mm en x/2= 1189 mm.
En hiermee hebben we dan de maten van
het grootste vel in de serie berekend.
Formaat A-1 ontstaat nu door het eerste
formaat te halveren. De korte zijde van
A-O wordt daarbij lange zijde van A-1. Zo
wordt het formaat A-1 nu:
841 x 594 mm.

Reken de verdere formaten zelf maar na.
Wat is de betekenis van de gestippelde
lijn in fig. 2?

In fig. 3 is nog eens aangegeven hoe de
formaten uit elkaar ontstaan door voort-
durend halveren.

Overige vormen

We zouden de rij A-formaten kunnen
voortzetten, maar we moeten wel beden-
ken dat we dan met A-10 al op
26 x 37 mm uitkomen en dat is onder-
hand postzegelformaat.

Het zou wel erg vreemd zijn als ook de
papierindustrie geen afwijkende vormen
had.

—O

b -

Fig. 1. De halve oppervlakte heeft dezelfde vorm.
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De bekendste zijn folio en kwarto (fig. 4).
Het eerste heeft afmetingen 220 mm
breed en 330 mm hoog. Dit is het for-
maat - papier waarop je het schriftelijk
eindexamenwerk zult maken. De verhou-
ding is 2 : 3. Als je dat dubbel zou vou-
wen zou de verhouding 3 : 4 worden.

Bij weer dubbel vouwen opnieuw 2 : 3 en
zo verder.

Een ander bekend formaat is kwarto.
Hierop zit uw redacteur nu te typen. Het
heeft maten 210 x 280 mm en de verhou-
ding is dus 3 : 4, hetgeen bij dubbel vou-
wen weer 2 : 3 wordt. Dit formaat is in
gebruik als stencilpapier.

Kwarto is iets korter dan A-4; folio in het
geheel iets groter dan A-4 (zie stippel-
lijnen in fig. 4).

Beide formaten zijn ontworpen in ver-
band met ons schoonheidsgevoel, dat erg
staat op eenvoudige verhoudingen.

De verhoudingen 2:3 en 3:4 komen
dan wel het eerst in aanmerking.

: o9
B

Fig. 3. De maten ontstaan door
voortdurend halveren.
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Fig. 4. Afwijkende vormen.
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De ei-kromme gevonden

In nummer 1 van deze jaargang stelden we als probleem: wie bedenkt de ei-kromme. We
gaven daarin al inzage in enkele verwoede pogingen tot een oplossing.

Ondanks alle creativiteit die daaruit sprak waren we niet tevreden.

We willen allereerst geen ellips (dat is toch geen ei). Een ei heeft immers maar één
symmetrie-as. Tevens wilden we geen absoluutstrepen en ook geen parametervoorstelling.
Maar, schreven we daar, wie het zelf niet weet, kan makkelijk eisen stellen.

Naar aanleiding van dit artikel kwam een lawine van oplossingen binnen, waaronder vele
interessante.

De meest bevredigende volgde uit de constructie op de laatste pagina van nummer 1.

In fig. 1 staat die nog eens getekend. Het zal direct blijken, dat daar de formule uit is af te
leiden!

De constructie

Neem 2 excentrische cirkels met middel- ling van deze punten S is de ei-kromme.
punten M en V. De cirkels moeten binnen Wij hebben als voorbeeld de oorsprong in
elkaar liggen. Vanuit M wordt telkens een het middelpunt van de kleine cirkel geko-
halve rechte getrokken die de eerste cirkel zen en de afstand der middelpunten
in A snijdt en de tweede in B. Trek nu MN = 1. Verder de stralen van de cirkels
vanuit 4 een lijn evenwijdig met MN en 4 en 6. Beide cirkels komen dan binnen
vanuit B een lijn loodrecht daarop. Het elkaar op minimale afstand 1 en maxi-
snijpunt van beide lijnen is S. De verzame- male 3.
vt
] \\ ‘y/=n‘}x
/ B/,
(//éf"'*%\
/ I N
/ \ A; \
™ \ A S
ATARNNEVZER \
|

| / "
\ \ x%y%16 /
/
\\\i\ // // f/
Q: a // /
\\ ] Fig. 1. Op zoek
\\ e 'm.*'yz'?s l(:llz::a::-i-kromme.
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De formule

De vergelijking van de halve rechte luidt:
Y =mx.

We zoeken het snijpunt van deze rechte
met de binnenste cirkel.

Voor de coodrdinaten van A geldt:
e

¥V, is dus te bepalen uit:

3
}_A+y34 =16 maary, =y
o

2
dus geldt ook: Z%— +)’§~ =16
m

Voor de codrdinaten van B geldt evenzo:
(xz; — 1)? +y% =36
X, is te bepalen uit:

g 3.2 -
1) * i x, =36 maar x, =X,

dus geldt ook: (xg — 1)* + m?x = 36
Als we nu m elimineren en tegelijk de
S-index weglaten, hebben we de ei-
kromme.

y22+ szz =16 m? 3?2

m*(y 16) = —y* dusm B
Ingevuld in de tweede, geeft dit:

2
G 1)2+E};¢ . x% = 36 of
(16 =y (x — 1)? +x2y2 =36(16 —p?)

Controle

Voor y =0 wordt x =7 of x = —5. Ga dat
zelf maar na.

Voor x =0 wordt y =4 of y=—-4. Con-
troleer dat ook.

Voor elke waarde van x, gelegen in het
interval [—7; +5], zijn er steeds 2 tegenge-
stelde waarden voor y beschikbaar. Omge-
keerd geldt zoiets niet. De kromme heeft
dus maar één symmetrie-as. En dat wordt
VOOr een ei vereist.

In het algemeen

Als we de halve lengteas van het ei a stel-
len en de halve breedte van het ei b en de
afstand der middelpunten e dan wordt de
algemene vergelijking:

(y2 L b2) (x ~3 6)2 _x2y2 = 02(},2 i 3 b2)

Hierbij moet als voorwaarde gesteld wor-
den: a >b +e anders liggen de cirkels
niet binnen elkaar.

Als e klein wordt gekozen krijgt het ei
meer een ellipsvorm.

Immers voor e = 0 gaat de ei-kromme over
in:

0)2 N b2) (x2) 4x2y2 =020}2
a*y? +b2x? =a*b?

en dit is een ellips. De kromme heeft dan
2 symmetrie-assen.

Door b klein te kiezen ten opzichte vana,
wordt het ei langwerpiger.

De waarden voor a, b en e zijn de hoofd-
maten van een ei (fig. 2). De vorm van
een ei wordt bepaald door de verhou-
dingsgetallen: a/b en a/e.

Hoe groter de waarde a/b des te langge-
rekter het ei.

Hoe groter de waarde a/e des te ellip-
tischer het ei.

En hiermee zijn eieren, ook voor commer-
ciéle doeleinden, redelijk goed te onder-
scheiden.

—~ b*) of

De inhoud van het ei

Piet Aakster uit Emmen zoekt naar een
goede benaderingsformule voor de inhoud
van een ei. De inhoud van een bol is
47 R® waarin R de straal van de bol is. Voor
een ei schijnt te gelden 7 ab? en hierin is
a de halve lange as en b de straal van de
buik. Controle met een maatglas gaf een
bevredigende overeenstemming met de

werkelijkheid.

Fig. 2. De hoofdmaten van een ei: lengte 2a,
breedte 2b en excentriciteit e.
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°*Getalpatronen

In nummer twee van de vorige jaargang hebben we een aantal getalpatronen bestudeerd.

We zullen ze hier nog eens herhalen met de bijbehorende formules, waarmee de gegeven
rijen berekend kunnen worden,

— Driehoeksgetallen: 1-3—-6-10. . .. in(n+1)
® ® L ]
[ J L] L &
&® e o ®
® [ ] L J L ® ® ® ® L ] L] L ®
— Vierkantgetallen: 1 -4-9-16— . ... n?
®e o o o
[ ] L J [ ] [ ] [ ] ®
® ® ] [ ] L ]
[ ] L ] [ ] ® L ] ® L ] e o
— Vijfhoeksgetallen: 1-5-12-22—. ... 1(3n? - n)
L ]
[ ] L ]
® [ ]
® ®
[ J [ J
— Zeshoeksgetallen: 1—-7—-19— . . .. 3n* —3n+1
e o o
[ ] L] L ] [ ] L ] [ ]
[ [ ] L J ® L ] ® L ] [ ] L ]
e o e & & o
¢ o o
— Stergetallen: 1-8-21— .. 3n% —2n
®
i ® e
” . ¥ & e o o
° L ] [ ]
® ® & o L ]
Py ® [ ]
L J e o
] L ]
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In deze formules stelt n de n-de term van
de gegeven rij voor.

Naar aanleiding van reacties van een aan-
tal lezers van ons tijdschrift volgen hier

enkele nieuwe patronen: °
L] ® @ [ ]

1 4

®
. e o o

L ]

1 5
“ .

& ®
[ ] [ ]

1 5

Ook handelde een enkele reactie over
3-dimensionale patronen. We geven enkele
voorbeelden:

kubusgetallen:
o]

//._ e
1 8

n? »
® [ ] ® [ ]
[ ] [ ] [ [ e o e o
* L ] [ ] [ ] L] @ [ ] L [ ] L ] [ ]
9 16
@®
m* —2n+1
[ ] [ ] [ ] [
& [ ] L ] [ ] [ ] [ ] e o
® * [ ] ® e e [ ] [ ] o o L ]
L ] ® L ] [ ] [ ] L ] ® o
® ® e [ ]
[ ]
1 n?+n—1 25
[ ] ®
[ ] [ ]
®
o ®
[ ] [ ]
11

Ook de andere regelmatige lichamen kun-
nen gebruikt worden om zekere getallen-
rijen door middel van regelmatig gerang-
schikte punten in de ruimte voor te stel-
len.

Opvallend hierbij is, dat de algemene for-
mules een typisch kenmerk vertonen. De
formules behorend bij vlakke patronen
zijn kwadratisch, behorend bij ruimtelijke
patronen zijn van de derde graad. Dit
houdt kennelijk verband met het aantal
dimensies van de ruimte, waarin de pa-
tronen ingebed zijn, nl. 2- en 3-dimensio-
naal. En patronen behorend bij veel-
termen van hogere graad dan 3? Bijv.
n*? (dus de rij 1, 16, 81,...) Laten we
eens kijken naar de vorige situaties:

2-dimensionaal: n?,

vierkant (‘2-dim. kubus’)
3-dimensionaal: n>,
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kubus  (‘3-dim. kubus’)

4-dimensionaal: n*,

...... (‘4-dim. kubus???’)

Wat moeten we onder dit laatste ver-
staan?

Laten we volgens analogie te werk gaan in

Aldus hebben we een 4-dimensionale
‘kubus’ opgebouwd.

Op deze wijze hebben we een middel ge-
kregen om, redenerend volgens analogie,
‘figuren’ te construeren in hoger-dimen-
sionale ruimten.

het geval n = 2. Waar getalpatronen al niet toe kunnen

leiden.

1

1

|

|

I

i il i

- Y
aantal punten in het 2 2 23
"grondvlak”
X2 X2 X2

totaal aantal punten 9 ’ 22 2%

°Cryptarithmie

H. Nijon - Paramaribo - Suriname

Een interessant gebied van wiskundige recreatie is het oplossen van arithmetrische crypto-
grammen. Dit zijn getal-raadsels, waarbij de oorspronkelijke cijfers zijn vervangen door
letters. In de vorige nummers heb je er al mee kennis gemaakt. Deze letters of symbolen
worden aan de puzzelaar voorgezet en hem wordt dan verzocht de oorspronkelijke opgave
terug te vinden. Dit idee is zeer oud en komt reeds een duizendtal jaren geleden voor in
Indiase en Chinese puzzels.

Het woord ‘cryptarithmie’ stamt van M. Vatriquant, die dit woord bezigde in zijn opga-
ven, die verschenen in het Franse tijdschrift Sphinx.

J. A. H. Hunter, een Canadees getallenjager, heeft dergelijke cryptogrammen ‘alphametics’
genoemd, een samensmelting van de woorden ‘alphabet’ en ‘arithmetics’. Hunter hechtte
veel waarde aan de zinvolle betekenis der woorden in zo’n alphametic.

De allerfraaiste vorm van alphametics zijn optelsommen, die telwoorden gebruiken, waar-
bij de uiteindelijke som niet alleen in woorden, doch ook in cijfers juist is.

Het zal niet zoveel moeite kosten een dergelijke opgave samen te stellen. Meestal stuit
men op moeilijkheden, wanneer er meer dan twee woorden opgeteld moeten worden.
Moeilijker wordt het wanneer men alle tien cijfers wenst te gebruiken. Dan moeten ook
tien verschillende letters genomen worden.

Talrijke van deze opgaven heeft Steven Kahan gemaakt. Deze kan men vinden onder
andere in het Amerikaanse kwartaalblad Journal of Recreational Mathematics (uitgever
Baywood Publishing Co, Ltd).
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1. Het zes10-probleem
Een van mijn mooiste originele scheppin-
gen is de volgende Alphametic:

<gg=-
~ DT EEmm
B == e e
reBeollecliesfvalfr flrs

N
33
w
o

In deze opgave zijn 10 verschillende let-
ters gebruikt.

De som der getallen boven de streep is 16.
Dit getal 16 is genoteerd als

ZES10

De opgave luidt nu:

Vervang de 10 letters door 10 verschil-

lende cijfers.

ledere letter natuurlijk steeds door een-

zelfde cijfer en andere letters ook door

andere cijfers.

Na enig zoeken, en wel op systematische

wijze, waarvoor men het gegeven schema

eerst grondig moet bestuderen, zal het
wel lukken een kloppende optelsom te
formeren.

De opsteller, Ir. H. NIJON, wenst nu die

optelsom te zien, waarbij niet alleen aan

de eis voldaan is dat de optelling juist is in
getalwaarden, doch tevens dat

TWEE deelbaar is door 2, en de som der
cijffers eveneens deelbaar is
door 2;

DRIE deelbaar is door 3, en de som der
ciifers eveneens deelbaar is
door 3;

VIER deelbaar is door 4, en de som der
ciifers eveneens deelbaar is
door 4.

Het is natuurlijk niet mogelijk dat .. .10

deelbaar wordt door 16, gezien de beide

eindcijfers.

Bij correcte oplossing zal ook EEN een
merkwaardig kenmerk vertonen!

Het oplossen van deze in de ware zin des
woords ‘all round alphametic’ zal wel
enige tijd vergen.

De oplossing staat achter in dit nummer.

Succes! !

2.a+B+Y=9

In de namen der eerste vier letters van het
Griekse alphabet, komen 10 verschillende
letters voor.

Met deze vier woorden is een optelsom
samengesteld.

De bedoeling is de 10 verschillende letters
te vervangen door de 10 verschillende
cijffers. Tedere letter steeds door hetzelfde
cijffer, en verschillende letters natuurlijk
ook door verschillende cijfers. Deze ver-
vanging dient op zodanige wijze te ge-
schieden, dat er een kloppende optelsom
ontstaat, passend op het gegeven schema.

A L P H A

B E T A
G A M M A
D E L T A

Het zal niet zoveel moeite kosten een der
vele oplossingen te vinden. Het schema
ziet er niet angstaanjagend uit.

Gevraagd wordt nu, die enige oplossing te
geven, waarbij de som der cijfers van het
getal voorgesteld door DELTA deelbaar is
door vier.

Merkwaardigerwijze blijken dan BETA en
GAMMA typische eigenschappen te ver-
tonen. Welke?

3. Een optelsom, die dubbel-waar is
In deze optelsom komen 10 verschillende
letters voor.
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Naje: AY LN

i LY o

V. MW E E
.. . L IJ N

Substitueer voor ieder dezer 10 letters
een ander cijfer, zodat er een optelsom

ontstaat, waarin de 10 cijfers nul t.e.m. 9
voorkomen.

Er moet natuurlijk een kloppende optel-
ling ontstaan.

Voorts moeten alle 4 getallen deelbaar
zijn door 3. Met enig doodgewoon reke-
nen is dit gemakkelijk te vinden.

De Internationale Wiskunde Olympiade

Zoals we in het vorige nummer beloofd hebben, geven we nu de uitwerkingen van de
eerste 4 opgaven van de Internationale Wiskunde Olympiade 1977. De opgaven 1 en 2
zullen we vrij uitgebreid behandelen; van 3 en 4 geven we slechts een korte oplossing.

Symmetrieén in een vierkant

Opgave: Men construeert gelijkzijdige
driechoeken ABK, BCL, CDM en DAN
binnen het vierkant ABCD. Bewijs dat de
middens van de vier lijnstukken KL, LM,
MN en NK, samen met de middens van de
acht lijnstukken AK, BK, BL, CL, CM,
DM, DN en AN de hoekpunten zijn van
een regelmatige twaalfhoek.

Oplossing: Deze opgave kan op vele ma-
nieren worden aangepakt. De meeste deel-
nemers losten de som op door bereke-
ningen in een rechthoekig coordinaten-
stelsel. Op deze wijze is er niet zoveel
plezier aan te beleven.

Aardiger is het om de symmetrieén, die
de figuur in zo’n rijke mate bezit, zo vol-
ledig mogelijk te gebruiken. De twaalf-
hoek heeft, net als de gehele figuur, na-
tuurlijk alle symmetrieén van het vier-
kant. Hij heeft ook hetzelfde centrum O
als het vierkant (fig. 1). Door een aantal
deelnemers is opgemerkt dat het op grond
hiervan voldoende is als we bewijzen dat
een driehoek als bijv. P, Ps Py gelijkzijdig
is met O als centrum. De andere hoek-
punten van de twaalthoek ontstaan
immers hieruit door rotaties over 90°,
180° en 270°, en als je een gelijkzijdige
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driehoek om zijn centrum over deze hoe-
ken roteert, Krijg je een regelmatige
twaalfhoek. Het bewijs dat driehoek
P, Ps Py gelijkzijdig is met centrum O kun
je met behulp van coordinaten geven,
maar het kan natuurlijk ook helemaal
meetkundig:

Omdat OPs de middens van KM en CM
verbindt, is OPs = $KCen OPs | KC.

We weten van OPs; dus zijn richting en
grootte. Van OP; kunnen we ook richting
en grootte bepalen: OP, verbindt de mid-




zen waar is, zal dus KC = KN moeten zijn,
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dens van LK en LN, dus OP; =3KN en
OP, KN. Als hetgeen we moeten bewij- Fig. 2.

B Fig 1.

terwijl de hoek tussen KN en KC gelijk
moet zijn aan 60°, m.a.w. we zijn klaar
als we kunnen bewijzen dat driehoek
KCN gelijkzijdig is! Dit is niet zo moei-
lijk. In elk geval is KC = NC op grond van
symmetrie. De tophoek % KCN is ook
eenvoudig te berekenen: driehoek KCB is
gelijkbenig, en de hoek bij B is 30°, dus
X KCB=15".

Bijgevolg is ¥ KCD = 15°, en evenzo
X NCB=15°, dus % KCN = 60°.

Hiermee is het bewijs geleverd.

De figuur bevat nog een tweede regelma-
tige twaalfhoek. Je krijgt deze door de
middens te nemen van de vier zijden van
het vierkant, en de middens van de acht
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liinstukken KC, KD, LD, LA, MA, MB,
NB en NC (fig. 2).

Laten we de hoekpunten hiervan Q; t/m
01, noemen, met , in het midden van
DC (en we nummeren met de klok mee).
Er zitten ook nog vele andere vierkanten
in de figuur, bijv. Q,0,P4P,, en
Q,03P,P,;. Ga dit zelf maar eens na!

Merkwaardige getallenrijen

Opgave: In een eindige rij reéle getallen is
de som van elke zeven op elkaar volgende
termeén negatief, en de som van elke elf
op elkaar volgende termen positief. Be-
paal het maximale aantal termen van een
dergelijke rij.

Oplossing: We noemen de rij a,,
a,,.... Het is duidelijk dat de rij niet
onbeperkt lang kan zijn: hij kan zeker
geen 77 termen bevatten, want dan zou
de som zowel positief (7 groepen van
11 termen) als negatief (11 groepen van
7 termen) zijn. Na enig proberen vinden
we al snel een rij van 13 termen die vol-
doet:

| (R N S O S A R S S i B

Het maximale aantal termen ligt dus
ergens tussen 13 en 76.

Beschouw nu eerst ¢; t/may;.

Bl ouctillyy > 0808 F.inis a, <0
dusag +ag tayg +a,, > 0.

Net zo: @y +a, +as +a, > 0, en omdat
ap t...+a; <O0volgt hieruit

as tagq +a, Lol

We kunnen de eerste 11 termen dus inde-
len in een groep van 4 met positieve som,
dan een groep van 3 met negatieve som,
en dan een groep van 4 met positieve
som. Ditzelfde kunnen we natuurlijk
doen voora, t/may,, a; t/ma,;, enz.

Zie het schema.

We zien hieruit dat als er minstens
14 termen zijn, dan is

as =(as tas tagt+a;) —

—(as tag+a;)>0,en

ay =(ag tag tatay)—

—(ag +aq +a;0) > 0.

Bij 15 termen vinden we net zo dat
bovendienas > 0ena,;, > 0.

Bij 16 termen: ag > 0 en a3 > 0, en bij
17 termena, > 0ena;q > 0.

Maar nu komen we in tegenspraak met
as tag +a; <0. De rij kan dus geen
17 termen bevatten. Met alles wat we nu
weten is het niet zo moeilijk meer om een
rij van 16 termen te vinden die wel de
gewenste eigenschappen bezit. Het maxi-
male aantal termen is dus 16.

We zullen echter nu nog een andere oplos-
singsmethode schetsen, die misschien niet
zo erg voor de hand ligt, maar die op een
buitengewoon fraaie en elegante wijze tot
het antwoord voert. Bovendien geeft deze
methode in een keer alle mogelijke rijen
met de gewenste eigenschappen. Voor
deze oplossing kreeg een deelnemer uit
Tsjechoslowakije een speciale prijs.
Noems, =a; +....+a,. Alsde getallen
a, a,,... bekend zijn, zijn de getallen
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Sy, 82, . . . het ook, en omgekeerd, want
Ay =81; 3 =83 — 8y, U3 =83 — 83, CNZ.
We kunnen het hele probleem dus in ter-
men van de s, vertalen. De twee voor-
waarden zijn nu

St — 8, <0, enspayy — 85, >0

voor iedere k. We bouwen op grond
hiervan de volgende keten van ongelijk-
heden op:

0<511 <S4 <SlS <Sg 8y <S|2 <Ss ot
L e <8 S8y TPy <8 <8y Sy S
<S3 <S|4 <57 <0.

Dit geeft dus een tegenspraak. De rij kan
daarom geen 17 termen bevatten.

Als de rij 16 termen bevat, gaat de keten
tot en met s¢, terwijl ook het stuk vanaf
s10 zijn geldigheid behoudt. Elke rij getal-
len die aan deze twee ketens ongelijk-
heden voldoet, geeft dus een oplossing, en
omgekeerd moet ook elke oplossing aan
deze ongelijkheden voldoen. We kunnen
de twee ketens tot één keten aaneen-

koppelen:
S10 <S3 <Sl4 <S7 <0<S1 <S4 <S[5 o
G P S <Sﬁ.

Er zijn zeker getallenrijen sy, .. ., 516 die
hieraan voldoen, bijv.

—4 -3 -2-101234.....5.- 12,
corresponderende met de @-rij

5 5 +13.5.9.8,~18,5,5,-13,5,3,3
—=13: 5.9,

De opgaven 3 en 4

Opgave 3: Gegeven is een geheel getal
B, Vn is de verzameling van alle getal-
len van de vorm 1 +kn, waarbij k =1,
o 4

Een getal m € V, heet onontbindbaar in
V, als er geen getallen p, ¢ € V,, bestaan
met pg = m.

Bewijs dat er minstens één getal in V,
bestaat dat op meer dan één manier ge-
schreven kan worden als produkt van in
V,, onontbindbare elementen (schrijf-
wijzen die slechts verschillen in de volg-
orde van de elementen van V,, worden als
gelijk beschouwd).

Oplossing: Door uitwerken verifiéren we
dat de getallen (n—1)?, (2n— 1),
n—1)@2n-1) en [(n—-1)(2n - 1]
elementen van V,, zijn.
(n — 1)* is onontbindbaar in V,, want
het kleinste produkt van 2 elementen van
Yo e ¥ il 2la—1y . =1V 8
geen factor van (n—1)(2n — 1), want
dan zou voor zeker element k uit V,
moeten gelden
Kn—-1)?2=(n-1)2n-1),
dusk(n —1)=2n—1.
Maark =2n + 1,
dus2n — 1=k(n—-1)=2(n+1)(n—-1),
in tegenspraak met n > 2.
Het getal (n — 1) - (2n— 1)* =
= [(1—1)(2n — D] - [(n = 1) (2n — D)]
is hier dus op twee verschillende manieren
geschreven als produkt van elementen van
V.

Opgave 4: Gegeven zijn de reéle constan-
ten a, b, A en B, en de functie
fix)=1—acosx —bsinx — A cos 2x —
— B sin 2x.

Bewijs dat, indien voor alle reéle waarden
van x geldt f{x) =0, dan

? +bh?<2enA’ +B* <1

Oplossing: Bij deze opgave kun je gebruik
maken van de bekende formules
cos(x — ¥) = cos x cos y + sin x sin y, en
het gevolg hiervan

a cos x + b sin x =/(a*+ b*) cos(x — 1),

waarbij £ een hoek is zo, dat
a

o po B g
cost =\/—a—?—“—‘“ en sinf = \/ g L
Er geldt dus fix)=1 — Val +b?
cos(x — 1) — /A% + B2 cos(2x — T)
voor zekere t en T. f{x) = 0 voor alle x,
dus ook voorx =4Tenx=4T+m.
Hieruit volgt door optellen en uitwerken
met behulp van de eerste formule
OSfADN+fAT+m)=2—-2/4" + B’
endusis4?+B* < 1.
Evenzo:
0<f(t— DHfit+PH=2- V2/a® + b2
dusa® +b% < 2.

¢
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“’De Nederlandse
Wiskunde Olympiade

Op donderdag 16 maart wordt de eerste ronde van de Nederlandse Wiskunde
Olympiade 1978 gehouden. Deze ronde wordt op de scholen georganiseerd, en deelname
staat open voor alle leerlingen van de klassen 4 en 5 VWO met belangstelling voor wis-
kunde. Tussen 14.00 uur en 17.00 uur kunnen zij proberen de oplossing te vinden van een
flink aantal opgaven, variérend van vrij gemakkelijk tot tamelijk moeilijk. Op elke opgave
is slechts één kort antwoord mogelijk. Aan de hand van een correctiemodel bepaalt de
leraar na afloop de behaalde puntenaantallen. Hij stuurt een lijstje hiervan op naar de
organisatoren. Deze selecteren de leerlingen met de hoogste puntenaantallen, vragen hun
werk ter controle op, en nodigen hen uit voor deelname aan de fweede ronde, tevens
finale van de Nederlandse Wiskunde Olympiade, te houden op 1 september in Utrecht.
Hiervoor zullen waarschijnlijk ongeveer 100 leerlingen uitgenodigd worden. De opgaven
van de tweede ronde zullen moeilijker zijn dan die van de eerste ronde. Bovendien wordt
dan niet alleen het antwoord, maar ook een correcte afleiding van het resultaat verlangd.

De tweede ronde van 1977

Hieronder vind je de vier opgaven waaraan de 90 deelnemers aan de tweede ronde van
1977 gedurende 3 uren konden werken. Bij de prijsuitreiking op 14 oktober 1977 kregen
de beste 10 deelnemers een boekenbon. De prijswinnaars waren:

1. Hans Mulder (Chr. Lyceum, Veenendaal) 100 punten
2. Marc van Leeuwen (Erasmus College, Zoetermeer) 98 punten
3. Jan Herman Veldkamp (Willem Lodewijk Gymnasium, Groningen) 62 punten
4. Peter Wagemans (St. Montfort, Rotterdam) 58 punten
5. Frank Hoogeveen (Herv. Lyceum West, Amsterdam) 52 punten
6. Marijn Franx (Lorentz Lyceum, Eindhoven) 49 punten
7. Rob Potting (Augustinianum, Eindhoven) 48 punten
8. Wim Kernkamp (Gymnasium Erasmianum, Rotterdam) 48 punten
9. Gerrit Boersma (Bogeman College, Sneek) 47 punten
10. Robert Jan Kooman (Sted. Lyceum, Maastricht) 46 punten

Slechts twee deelnemers hadden alle opgaven foutloos of vrijwel foutloos opgelost, de
twee volgende konden 3 opgaven grotendeels oplossen, en de overigen hoogstens twee. De
beste 13 krijgen de gelegenheid zich verder in de wiskunde te bekwamen door middel van
lesbrieven, die ze vanuit het Mathematisch Instituut van de Rijksuniversiteit te Leiden
krijgen toegestuurd. Uit deze groep van 13 worden de 8 Nederlandse scholieren geselec-

teerd die in juli zullen meedoen aan de 20ste Internationale Wiskunde Olympiade in
Roemenié.
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Opgaven van de 16e Nederlandse Wiskunde Olympiade,
tweede ronde vrijdag 2 september 1977 te Utrecht

1. Op een plein staat een monument dat is opgebouwd uit meer dan duizend gelijke
kubussen. Het monument is een massief rechthoekig blok met een vierkant grondvlak.
De buitenste laag kubussen is verweerd en wordt daarom vervangen. Het aantal kubus-
sen dat vervangen moet worden is precies de helft van het totale aantal. Uit hoeveel
kubussen bestaat het monument?

Vier masten staan op een vlak horizontaal stuk land op de hoekpunten van een

vierkant ABCD. De hoogte van de mast op A is 7 m, de mast op B 13 m, en de mast op

C 15 m. Binnen het vierkant bevindt zich op de grond een punt P dat even ver afligt

van elk van de toppen van deze drie masten.

a. Welke lengte moeten de zijden van het vierkant minstens hebben opdat dit mogelijk
is?

b. De afstand van P tot de top van de mast op D is gelijk aan de afstand van P tot elk
van de toppen van de drie andere masten.

Bereken de hoogte van de mast op D.

3. Uit elk zevental positieve gehele getallen kan men een aantal kiezen waarvan de som
een zevenvoud is. Bewijs dit.

4, In een vlak ligt een even aantal punten. Geen drietal ervan ligt op één rechte lijn. De
helft van de punten is rood, de andere helft is blauw. Bewijs dat er een verbindings-
rechte van een rood en een blauw punt bestaat zo, dat in elk van de door die rechte
begrensde halfvlakken het aantal rode punten gelijk is aan het aantal blauwe punten.
Oplossingen vind je in het volgende nummer.

[

“Biljarten met één bal . ..

In een vorige jaargang stond een artikel met dezelfde titel. Het ging daarbij om een
wiskundig biljartspel, waarbij de vraag gesteld werd: hoe moet je zo tegen een biljartbal
aanstoten, dat deze, na treffen van alle 4 de banden, op zijn uitgangspositie terugkeert.

In fig. 1 staat een voorbeeld van een der- - Hoe moet je mikken om succes te heb-
gelijke 10-bandenstoot. ben?

In dit artikel stellen we een variatie voor: - Bestaat er altijd een oplossing?

doe iets soortgelijks op een rond biljart. - Kan het ook bij een willekeurig aantal
In fig. 2 staat een voorbeeld van een botsingen?

4-bandenstoot bij zo’n rond biljart.
De vragen die zich hierbij aan ons op-
dringen, zijn:
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Eenmaal botsen

Hoe kunnen we de bal op punt P eenmaal
tegen de ronde band laten stuiten, zodat
deze daarna weer in P terugkomt?

Trek daarvoor de middelliin EF (zie
fig. 5), gaande door P. Stoot dan de bal in
de richting £ of F en ze zal zeker in P
terugkomen. Immers, als we de bal schie-
ten in de richting van de straal van het
biljart, zullen we de band loodrecht tref-
fen ofwel met een invalshoek 0° en ze zal
dan ook langs dezelfde weg teruggaan. Zo
zijn er dan bij elke positie van P twee mo-
gelijke wegen.

Behalve ... als we P in M plaatsen, dan
geeft elke willekeurige stoot succes!

Dubbele bandstoot

Moeilijker wordt het als we verlangen de
ronde band 2 keer te treffen. Bij beide
treffers zal telkens weer de invalshoek
gelijk zijn aan de terugkaatsingshoek. Het
gaat daarbij om de hoeken die beide rich-
tingen maken met de straalrichting naar
het betreffende trefpunt (fig. 3). Dit is de
dwingende wet, die bij spelen zonder
effect, steeds geldt.

We willen nu vanuit P vertrekken, 2x de
band raken en dan weer in P terugkeren.
Hoe moet daarbij gemikt worden?

Als P tegen de band ligt (fig. 4) is het
probleem snel opgelost. De bal volgt dan
eenvoudigweg de ingeschreven regel-
matige driehoek PNKP.

Hoe gaat het als de bal zich op een wille-
keurige plaats op het biljart bevindt? Van-
wege de symmetrie zal de doorlopen
figuur in ieder geval een gelijkbenige drie-
hoek worden.

In fig. 5 staat zo’n stoot getekend; het is
de weg PNQKP. Eveneens vanwege de
symmetrie zal NOK loodrecht staan op de
middellijn door P en vanwege de terug-
kaatsingsregel wordt NM bissectrice in
driehoek QPN.

Bij gegeven positie van P zouden we de
positie van ¢ moeten zien te bepalen om
de baan te kunnen tekenen. Dit zou kun-
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Fig. 2. 4-voudige treffer bij een rond biljart.

Fig. 3. Invalshoek gelijk aan terugkaatsings-
hoek.




Fig. 4. De bal loopt rond in de vorm van een
gelijkzijdige drichoek.

%

Fig. 6. Diverse dubbele stoten bij een willekeu-
rige positie van P.

Fig. 7. Voorbeelden van 3-voudige treffers.

nen gelukken door MP = a te stellen en de
afstand OM = x daarin uit te drukken.
Daartoe moeten vergelijkingen worden
opgesteld, en variabelen geélimineerd
worden.

In de vergelijking die dan de afhankelijk-
heid van x van a aangeeft moet x dan
worden opgelost.

Het is gemakkelijk in te zien dat, terwijl
het domein van a het gesloten interval
0<a <r is, het bereik van de functie het
gesloten interval 0 < x < §r wordt.
Meetkundig blijkt dat er bij de bedoelde
waarden van a steeds een oplossing voor x
is.
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In fig. 6 zijn er een vijftal getekend.

Het is natuurlijk veel gemakkelijker omge-
keerd te werk te gaan. Zet eerst de lood-
liin op de middellijn en bepaal dan de
positie van P. De betreffende hoeken zijn
eenvoudig even groot te maken door (zie
fig. 5) boog KA even groot te maken als
boog AB en dat gaat weer door koorde
KA even groot te maken als koorde AB.
Tenslotte, als @ tot nul nadert dan nadert
ook x tot nul.

°° Drievoudige bandstoot
Hoe wordt de situatie als de band 3x ge-
troffen moet worden? Vanwege de sym-
metrie zal het duidelijk zijn dat het
tweede trefpunt Q altijd het eind zal zijn
van de middellijn door P en wel het verste
eindpunt.
De doorlopen figuur wordt nu zeker een
vlieger (fig. 7). Hoe kunnen we banen
construeren?
Als P op de rand ligt, is de zaak natuurlijk
weer niet moeilijk. De bal volgt dan het
ingeschreven vierkant met P als een hoek-
punt.
Maar hoe, als P elders binnen de cirkel
ligt? Ook hier kan men soortgelijke bere-
keningen opzetten.

000 In fig. 8 stellen we de straal van de cirkel 1. Dat
is een stuk gemakkelijker werken. MP =4 en
MR = x (de onbekende). Als we x in a uitdruk-
ken kunnen we de positie van N bepalen en de
3-bandenstoot construeren. We berekenen eerst
NR, dan QN en tenslotte NP. Dan passen we de
bissectricestelling toe, die luidt:

JO+29 _1
Via? —2ax+1) a

Kwadrateren en kruiselings vermenigvuldigen,
geeft:

1l -a

Omdat <lvolgt]l ~a< 2adusa>"L.
Het betekent dat, als punt P dichter bij het mid-
delpunt ligt, er geen 3-bandenstoot mogelijk is.
Het in fig. 9 gearceerde deel van het biljart is
dan voor P taboe.
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Fig. 8. Berekening van x bij gegeven a.

Fig. 9. Het gearceerde gebied is taboe voor punt
P om een 3-bandenstoot te realiseren.

Je kunt het jezelf natuurlijk een stuk
gemakkelijker maken, door weer omge-
keerd te werk te gaan, aldus:
Teken een middellijn OMS. Trek ON
willekeurig (maar wel voldoende
lang). Trek NM. Maak QA en AB
even lang, dan worden de beide hoe-
ken bij N ook even groot. Trek dan
NB en bepaal door snijding met QS
de uitgangspositie van P.
Het is natuurliik wel de omgekeerde
wereld, maar je kunt althans zonder al te
bont rekenwerk biljartwegen construeren.
Ga tenslotte nog eens na dat het alleen
maar lukt, als QN = NP.




“Als er één schaap overdedam is...

Er zijn veel manieren om iets aan te tonen.

Je kunt bewijzen dat de som van de hoeken in elke driehoek 180° is; dat lukt door ergens

een hulplijn te trekken.

Je kunt bewijzen dat een bepaalde vierkantsvergelijking reéle wortels heeft; dat lukt door

het teken van de discriminant te bekijken.

Telkens proberen we een of andere sluitende redenering op te zetten.

Een bruikbare methode daarbij is ook de
manier van volledige inductie. Hierbij
worden, uitgaande van bepaalde zeker-

heden, meer algemene conclusies getrokken.

Toch is de werkwijze hier geheel anders
dan de experimentele aanpak van de
natuurwetenschappen.

lemand onderzoekt bij een bepaalde
spiraalveer of daar de uitrekking en de
trekkracht wel evenredig zijn. Hij besluit
te concluderen dat de meting het ver-
moeden bevestigt. Maar ... vervolgens
maakt hij de gevolgtrekking dat de regel
nu wel voor alle veren zal gelden.

Als iemand daaraan twijfelt, besluit hij
het nog eens aan een andere veer te be-
kijken. Weer wordt zijn vermoeden beves-
tigd. Nu is het algemene bewijs toch wel
geleverd!

Voor een wiskundige is de som van de
drie hoeken van een willekeurige driehoek
nog geen 180°, ook al is dat voor 500
driehoeken gecontroleerd.

Maar in de wiskunde heeft men een me-
thode ontwikkeld, waarbij het wel moge-
liik is uit één enkele zekerheid tot een
algemene geldigheid te geraken.

We bedoelen de methode van de volledige
inductie.

Hoe werkt dat?

Kijk eens naar de volgende optellingen.
1=1

1+3=4

1+3+5=9

Fae3tT=10
R3PS T T¥FI=d8.5

Een natuurkundige zou nu het stellige ge-
voel hebben, dat hiermee feilloos zou zijn
aangetoond dat de som van een aantal
elkaar opvolgende oneven getallen, begin-
nend met 1, steeds een kwadraat oplevert.
En voor een rij van 3 getallen wordt het
dan 3% of 9, voor een rij van 5 getallen 5°
of 25 enz.

Voor een wiskundige is hooguit argwaan
of verwondering gewekt, bewezen acht hij
nog niets.

Hij zou zich absolute zekerheid willen
verschaffen over de vraag of de som van
een dergelijke rij tot ‘in lengte van dagen’
een kwadraat zal opleveren.

Hij gebruikt daarvoor de methode van de
volledige inductie. Dat komt hierop neer.
Hij toont aan dat, als het bij een of
andere rij uitkomt, het voor de volgende
ook zeker waar is.

Stel eens dat ergens de optelling van een
serie van n oneven getallen inderdaad de
uitkomst 7% zou hebben.

De daarop volgende som zou dan worden:
n+@n+1D)=n*+2n+1 of (n+1)>.
En dat is het volgende kwadraat! Maar
dan levert de volgende som ook weer een
kwadraat enz. En omdat het voor de
eerste som uitkwam (1 = 1) klopt het ook
voor alle volgende. Als er één schaap over
de dam is, volgen de andere vanzelf.

Een ander voorbeeld

Door deze werkwijze worden geen for-
mules gevonden, maar slechts vermoedens
bevestigd.
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Zo bestaat er een formule voor de som
van de kwadraten van een rij natuurlijke
getallen.
12+22+3%24+...n%=tn(n+1)(2n+1)
De fysische werkwijze zou nu zijn: test de
formule voor enkele waarden van 7. Wij
gaan het probleem te lijf met de methode
van de volledige inductie.

We bewijzen dat de formule klopt voor
n= 1. Het klopt, want § (2) (3) = 1. Ver-
der moeten we aantonen dat als de for-
mule ‘zou” kloppen voor een zekere
waarde n, deze vanzelf ook zou kloppen
voor de waarde n + 1.

Volgt uit: 12 +22+ 3%+ ... n*=
Ian+1)(2n+ 1)

ook: {12+2%+...+n*}+(n+1)* =
i+ 1) (n+2)(2n+3)?

of (kn(n+ 1) 2n + N} +(n+1)* =
lm+1)(n+2)(2n +3)?

oftn(2n+ D+ (n+1)=
n+2)(2n+3)?

en dit laatste blijkt inderdaad juist te zijn.
Door even uit te vermenigvuldigen en op
te tellen blijkt dit direct.

Zelf proberen

We geven nu nog twee uitkomsten voor
een som van een rij tweevouden en een rij
derde machten.

Probeer de formules te bewijzen met de
aangegeven methode.

Vooreerst:
2+4+8+16+...2"=212" - 1)
vervolgens:

13+23+3%3+ 4%, . . +n=3n*(n+ 1)

**Kruiswoord-dubbelraadsel

Het raadsel heet dubbel, niet omdat het
zo moeilijk is, maar omdat het raden, het
zoeken naar woorden, in twee etappes ge-
beurt.

Voorbeeld: Gegeven: 2° =8

Zoek eerst welke begrippen in verband
staan met dit gegeven.

Dat zijn: macht twee
grondtal drie
exponent acht
gelijk
gelijkheid

Zoek nu uit deze verzameling het woord,
dat in de puzzel past. Ogenschijnlijk
komen veel woorden in aanmerking, maar
dat valt al gauw mee, want je weet hoe-
veel letters het te vinden woord mag
bevatten.
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10. alshor. 5
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De oplossing staat in een volgend nummer.

Verticaal:
13. alshor. 2
14. als hor. 7
15, 10log 30=1,47712
16. x=2n A x=3n-12
I 5 P
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\
\
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1
’ &L ip
18. /3'
B
19. 3%
20.

2 6
( 4 12)
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"Spelen met de passer

Er zijn heel wat wiskundigen (en niet wiskundigen) die in hun kinderjaren de bloem uit
fig. 1 of de ster uit fig. 2 gemaakt hebben. Iemand deed voor hoe je met de passer moest
manipuleren en daarna werd het kunstje eindeloos herhaald. Hoeveel van deze kinderen
hebben zich verwonderd over het feit dat bij de constructie punt 7 met punt 1 (fig. 3)
samenvalt?

Na enige maanden wiskunde op school rond het middelpunt 6 x 60 graden tellen,
kan het probleem eenvoudig opgelost en omdat er in het middelpunt precies
worden: we trekken stralen naar de pun- plaats is voor 360 graden, moet punt 1
ten 1t.e.m. 6. Er ontstaan dan 6 gelijk- met punt 7 samenvallen (fig. 4).

zijdige driehoeken. Omdat de 6 hoeken Op dit bewijs is niets aan te merken. Het

Fig. 1. Fig. 2.

I R -~

Fig. 4. BB
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is goed, het is afdoende. Maar is het niet
te omslachtig? Is het wel nodig om dit
spel met de passer met zo grof geschut te
liif te gaan? Er wordt gesproken over
graden.

Om het middelpunt van een cirkel passen
360 graden. Verder is bij dit bewijs nodig
dat men weet dat de som van de hoeken
van een driehoek 180 graden is. Hoewel
dit heel eenvoudige wiskunde is, vragen
we ons toch af of dat nu allemaal nodig
is.

Probeer eens een bewijs te geven waarin
niet gesproken wordt over graden; waarin
niet gebruikt wordt dat de som van de
hoeken van een driechoek 180 graden is.
Een bewijs dat ook begrepen kan worden
voor iemand die nog niet op de hoogte is
van deze wiskundige begrippen.

De volgende fraaie oplossing vonden we
in een artikel van prof. Martin Wagen-
schein, een Duitse wiskundedidacticus.

Met parallelverschuiving

Eigenlijk gaat het probleem niet over een
cirkel. Als we goed opletten wat we met
de passer doen, dan maken we niets
anders dan 6 drichoeken met gelijke
zijden en een gemeenschappelijk hoek-
punt (fig. 5) en het is de vraag of punt
1 en7 samenvallen. Om deze vraag te
beantwoorden kunnen we met de helft

Fig. 5. 6 5

van de figuur volstaan (fig. 6). Als de
zijden a en b langs een rechte lijn vallen,
zullen in fig. 5 punt 1 en 7 samenvallen.

a b

Fig. 6.

Nu is het altijd mogelijk twee gelijkzijdige
driehoeken zo te tekenen, dat hun zijden
a en b tegen elkaar aansluiten en op een
rechte lijn m liggen (fig. 7). Dan blijft de
vraag of de driehoek PQOR tussen beide
driehoeken ook gelijke zijden heeft.

Fig. 7.

Stellen we ons nu eens voor, dat we maar
één gelijkzijdige driehoek hebben die in
de stand I ligt (fig. 8). Nu verschuiven we
deze gelijkzijdige driechoek tot hij de
stand IT heeft bereikt. Elk punt van de
driehoek wordt dan verschoven.

mina,

iy

y
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Het punt Q komt in R. En hoever is alles
verschoven? Wel, over een afstand die
gelijk is aan de zijde van de driehoek.
Daaruit volgt dat QR ook gelijk is aan de
zijde van de driehoek. En dus heeft de
tussenliggende driehoek (uit fig.8 en
fig. 7) ook gelijke zijden.

Misschien prefereer je toch het bewijs dat
in het begin van dit artikel geschetst is,

omdat het korter is. Bedenk dan wel dat
het slechts korter /ifkf want je zou eerst
de stelling die je gebruikt moeten bewij-
zen. En bij dit laatste bewijs valt niets
meer te bewijzen. En het is zeer inzich-
telijk: het feit dat je zo'n prachtige zes-
puntige ster of bloem kunt construeren
met een passer is direct gekoppeld aan het
eenvoudige begrip parallelverschuiving.

Oplossingen van de alphametics

1. Het ZES10-probleem

Begin met het vereenvoudigde schema

) E 5 E -+ B
2 D 2 W 2 I 2 N
2 L 2 R R
\Y |
Z E S 1 0

Hieruit blijkt:

4LE+2N+R~ nul

SE+21+rest— 1. Let op de pariteit!!
Z2=1,213,4

In het gezochte geval moet E even zijn; R ook even.
Zoek al deze gevallen op. Bepaal achtereenvolgens
E,N,R, L W, S, Z, V, D en T (onderling omwisselbaar)
De enige oplossing is hier:

EEN = 887; TWEE = 5988; DRIE = 6438; VIER = 1384
ZES10 = 28010

Typisch is dat EEN = 887 een priem-getal is!!

2. a+B+Y=d

Gemakkelijk ziet men dat voor A alleen maar de waarden 0 en 5 in aanmerking komen. Daar een ge-
tal hier niet met een nul kan beginnen, kan A niet gelijk zijn aan nul.
Dus A = § Uit de kolom der tientallen volgt H+ M = 9

{ H 0 1 2 3 6 7 8 9
M 9 8 7 6 3 2 1 0

o

-

\OPO-J
\C o0

-

G
1
2
3
4

\DP\JO\
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Probeer diverse waarden voor L, Pen E
Daarna B, G, D en als laatste cijfer bestemd voor T

Gevonden wordt dan: A L. P H A 57965 (32)
B E T A 1405 (10)

G A M M A 25335 (18)

D E L T A 84705 (24)

De som der cijfers van BETA blijkt dan deelbaar te zijn door 2.
De som der cijfers van GAMMA blijkt dan deelbaar te zijn door 3.

Bij geen der andere oplossingen vertoont zich deze merkwaardigheid.

3. Een optelsom die dubbel-waar is

Gemakkelijk ziejedat D=1;0=0en T= 8 of 9

Zoek de mogelijke stellen voor 2 F + E—~ N

Slechts in enkele gevallen bestaat voor Y een ander nog niet gebruikt cijfer.
Er resteren nu 4 cijfers, die geplaatst moeten wordenop 2V+W+1— Z

Van de 2 oplossingen, blijkt één alleen maar drievouden te hebben, namelijk
246 + 246 + 9855 = 10347.
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