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Met deze foto willen we alvast een artikel uit de volgende jaargang aankondigen. Vergelijk het aantal
blokjes links en rechts; kun je een verklaring vinden?
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BIJ DE FIGUUR OP DE OMSLAG

De figuur op de omslag toont twee stellen concentrische cirkels. Je kunt er echter ook ellipsen en
hyperbolen in ontdekken, allemaal met dezelfde twee brandpunten: de centra van de twee stellen
cirkels. Om dit te kunnen begrijpen moet je weten dat bij de punten van een ellips de som van de af-
standen tot de brandpunten constant is en bij de punten van een hyperbool het verschil. Voor nog een
andere eigenschap van deze figuur zie het artikel ‘Cirkels van Apollonius’.




**Cirkels van Apollonius
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In de figuur op de omslag van dit nummer zitten behalve ellipsen en hyperbolen ook nog
andere cirkels verscholen. We zullen je helpen ze te vinden en op twee manieren aantonen
dat het echt cirkels zijn. In fig. 1 zijn nogmaals de twee stellen concentrische cirkels ge-
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Zelf zoeken
Vraag 1 (een flauwe). Waar liggen in fig. 1
de punten waarvoor de verhouding van de

Fig. 1.

afstanden tot P en tot Q gelijk is aan 1?
(gewoon gezegd: de punten die even ver
van P als van Q af liggen).

Zoek de snijpunten van even grote cirkels
en je vindt de bekende (nemen we aan)
middelloodlijn. Maar nu:

Vraag 2. Waar liggen de punten met een
afstandsverhouding tot P en Q gelijk aan
2? Dus punten X met XP =2XQ?

Neem een cirkel met m.p. 0. Zoek daarbij
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de cirkel om P met een dubbel zo grote
straal en markeer de snijpunten. Doe dit
voor zoveel mogelijk cirkels, teken er zo
nodig zelf nog wat bij, of schat waar de
rest van de gevraagde punten zal liggen.
Je vindt zo de veel minder bekende zoge-
heten ‘cirkel van Apollonius’ voor P en Q
bij de factor 2 (Apollonius van Perga, ca.
262 — ca. 190).

Vraag 3. Doe hetzelfde nog eens met fac-
tor 3 (dus 3XP = XQ), en zo je wilt nog
met andere factoren.
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Waarom weer een cirkel?

Stel we zoeken punten X met een af-
standsverhouding ¢ tot P en Q (fig. 2,
waarin ¢ & 2,4). Op de lijn door P en Q
liggen twee van zulke punten, 4 en B.
Ook X is z6 getekend dat XP: XQ=c.

Fig. 3.

We kijken nu in fig. 3 naar de oppervlakte
van AAPX en A AQX. De hoogte h, is
gemeenschappelijk, dus de oppervlak-
ten (half basis maal hoogte) verhouden
zich als de bases, dus als AP : AQ = c.
Deze zelfde verhouding moet gelden als
we voor de oppervlakten schrijven:
3 hy-XPens - hy - XQ.Maar XP: XQ =
¢, dus de hoogten %, en A3 zijn gelijk en
daarmee ook de afstanden van A tot XP
en XQ. Dus lijn XP is het beeld van XQ
bij spiegeling in XA,dus/. X, =L X,.
Doen we hetzelfde voor A BPX en A BQX
(fig. 4) dan vinden we: L X3 = L X,.
Omdat £ X,,34 = 180° (fig. 2) geldt:
L X,3 =LAXB=90°.In fig.5is AAXB
een halve slag gedraaid om het midden M
van AB. Nu is

LAy;=LA, +LB,=180° - LAXB =
90°,
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waarmee we zien dat AXBY een recht-
hoek is, met diagonalen die elkaar in ge-
lijke stukken verdelen. Dus ook XM =
AM, en X ligt op de cirkel met middel-
liin AB.

Fig. 5. .

Het bovenstaande geldt voor elk punt X
waarvoor XP : XQ = c¢. En door het
bewijs in omgekeerde volgorde te lezen,
zien we dat deze afstandsverhouding geldt
voor €lk punt van de cirkel.

Een analytisch bewijs
Een andere methode is via de analytische
meetkunde. Hierbij stellen we P = (p,,

p2), Q@ =(q1,42), X = (x;, x,) ten opzich-
te van een zeker assenkruis.

Nu gaat XP = cXQ over in

V (x1 —p1)? +(x2 —p)* =
=cvV (x1 —q1)* +(x2 —q2)2.

Na kwadrateren, sorteren en tweemaal
kwadraat afsplitsen staat er

o1 =P ¥ B, Il 0

de vergelijking van een cirkel.




Pythagoras Olympiade

In verband met de lange voorbereidings- en produktietijd van Pythagoras is het niet moge-
lijk nog in deze jaargang de prijswinnaars en een paar van hun oplossingen te publiceren.
Na verstrijken van elke inzendtermijn wordt de inzenders echter per post medegedeeld
of hun oplossingen correct zijn en of ze een prijs hebben gewonnen. In de volgende jaar-
gang komen dan de namen en de oplossingen.

Wedstrijdvoorwaarden en prijzen

*

Alle leerlingen van het voortgezet onderwijs kunnen aan de Pythagoras Olympiade
deelnemen door een oplossing van een of meer van de opgaven in te sturen.

Papier waarop oplossingen staan mag slechts aan één zijde beschreven zijn. Voor ver-
schillende opgaven moeten ook verschillende vellen genomen worden.

Slechts goed leesbare oplossingen worden bekeken. Alle tekstgedeelten moeten helder
en duidelijk in goed lopende zinnen zijn geformuleerd.

Op elk vel moet vermeld staan: naam, adres, leeftijd, school, schooltype en klas van de
inzend(st)er.

De oplossingen moeten binnen de vermelde inzendtermijn gestuurd worden naar:
Pythagoras Olympiade, Brederode 29,2261 HG LEIDSCHENDAM.

Zorg voor voldoende frankering!

Bij elke opgave worden onder de inzenders van een goede oplossing twee boekenbon-
nen van [ 10,— verloot.

Alle opgaven van één jaargang (5 nummers) van Pythagoras vormen te zamen een lad-
derwedstrijd. Elke goede oplossing geeft één punt. De drie inzenders die in één jaar de
meeste punten verzamelen, krijgen een boekenbon van f'25,—. Bij gelijke puntenaantal-
len beslist het lot.

De beste 10 van de ladderwedstrijd die niet in een eindexamenklas zitten, krijgen auto-
matisch een uitnodiging voor de tweede ronde van de Nederlandse Wiskunde Olym-
piade. Zij behoeven zich dus niet via de eerste ronde te klasseren.

Opgaven (Oplossingen inzenden vo6r 12 mei 1980!)
PO 13. Bepaal alle drietallen (g, b, ¢) positieve gehele getallen die voldoen aan de verge-

liiking a? + b% = 2€.

PO 14. Gegeven zijn 10 punten in de ruimte. Geen viertal ervan ligt in één vlak. Elk

puntenpaar wordt door een lijnstuk verbonden.

Bewijs dat men 25 van deze lijnstukken rood kan kleuren zonder dat er een rode
driehoek ontstaat, maar dat er altijd minstens één rode drichoek is ontstaan
als men meer dan 25 lijnstukken rood heeft gekleurd.

PO 15. Bewijs dat er bij elk natuurlijk getal n = 25 een positief geheel getal k <~/ n be-

staat zo, dat n geen geheel veelvoud is van k.
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**Draaien maar!

W. Pijls

We zullen een paar eigenschappen van figuren laten zien die juist in de taal van de trans-

formatiemeetkunde eenvoudig te verklaren zijn.

De lijnspiegeling (meestal kortweg spiegeling genoemd), de rotatie (draaiing) en de trans-
latie zijn meetkundige transformaties die je vast en zeker kent. We volgen de gebruikelijke

notaties:
S; staat voor: lijnspiegeling in /.

R, qstaat voor: rotatie om centrum A4 over een hoek a (als @ > 0, linksom draaien).

Ty  staat voor: translatie over vector v,

Twee spiegelingen

Waarschijnlijk ken je ook de regels dic
gelden voor twee spiegelingen na elkaar.
Om je geheugen op te frissen geven we
enkele voorbeelden.

o

QN

3

Fig. 1c.

In figuur 1a komt S,, © §; overeen met
R4 .80 €N SIOS met RA _80-

In figuur 1b komt S,, ©'S; overeen met
RA 60,0ft6W€1 RA 300-
In figuur lc komt S‘

j i

Algemeen: het samenstellen van twee
spiegelingen levert 6f een rotatie 6f een
translatie.

O §; overeen met

Twee rotaties

Wat valt er te zeggen over de transforma-
tie die ontstaat uit twee keer na elkaar
draaien om verschillende centra? Zie
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fig. 2a, welke transformatie komt overeen
met RB,ﬁo o RA 50?

Fig. 2b.

We onderzoeken dit als volgt (fig. 2b):
Trek rechte / door A en B.
Trek rechte m z6 dat S; ©S,, = Ry 50.
Trek rechte n z6 dat S, © S = Rp 60
De hoek tussen m en n is 55° en er geldt
Rp 60 O Ra,50=5n 05105108

=5 ©Sm = Rej11p-
De resultante bij samenstellmg van deze
twee rotaties is dus weer een rotatie met
een draaihoek die de som is van de twee
oorspronkelijke draaihoeken.
Nog een voorbeeld. Teken zelf twee wille-
keurige punten 4 en B. Wat valt er te zeg-
gen over de transformatie Rp 149 ©

R4.-100?
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Op dezelfde manier als hierboven levert
dit een rotatie R¢, 40, zie fig. 3.

Een laatste voorbeeld. Teken weer punten
AenB. Wat te zeggen van Rp 140°©

R4, —140?

Trek weer / door A en B, en m en n z6
datS,OS _RA 140enS OS,

Rp 140- Zie fig. 4. 'Nu blijken m en n
evenwijdig en dus
Rp 140 ©Ra,-140 =Sn © 51051 ©Sp,

= e Sm = TV_

Fig. 3.

Algemeen: het samenstellen van twee
rotaties levert weer Of een rotatie 6f een
translatie.

Wat kun je nu hier mee doen?!

Toepassing 1

Jemand wil een schat begraven op een
plek die, terwille van de geheimhouding,
op een gecompliceerde wijze wordt be-
paald, maar door hemzelf gemakkelijk
kan worden teruggevonden. Er is een
vlakte met drie bomen: een abeel 4, een
berk B en een den D. Zie fig. 5a. Hij be-
paalt het punt D' door rotatle van D om
A over 110°, en het puntD door rotatie
van D om B over —70°. Hij begraaft zqn
schat precies midden tussen D' en D".
Wanneer hij later terugkomt blijkt de den
verdwenen te zijn. Kan hij nu toch de
schat terugvinden?

Fig. 5a.
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L e V- B

De transformatie welke D' afbeeldt op
D” is RB 70 ©) RA ~110- Deze samen-
stelhng is weer een rotatie, met draaihoek
(-70%) + (-110°) = ~180 En dus is
het rotatiecentrum juist het midden van
D'D", de plaats van de schat.

Anderzijds is dit centrum ook te vinden
door Ry _yjp weer te vervangen door
twee spiegelingen in / en m, en Rp 70
door twee spiegelingen in / en n. Zie fig.
5b. Bij deze constructie speelt de plaats
van de den D geen rol!

Dit vraagstuk is reeds eerder behandeld
in Pythagoras (jrg. 18, nr. 3). Toen wer-
den hoeken van 90° en —90° gebruikt,
in plaats van 70° en —110° hier. Het gaat
altijd goed als het verschil maar 180° is.

Toepassing 2

Zie fig. 6. Op de zijden van een wille-
keurige driechoek ABC zijn vierkanten
beschreven met middelpunten K, L en
M. Ga na dat

Ry 90 © Rk 90 (4) =B.

Weer geldt dat de draaihoek van de sa-
mengestelde transformatie gelijk is aan
90° + 90° = 180°. En omdat B het beeld
is van A, is het midden H van AB het
rotatiecentrum.

Apart ontleden van Rg ,90 en R, 90 in
S; 08, en §,, © S laat zien dat voor het
centrumH geldt LHKL 45°en/ HLK =
45°.

101




Samengevat vinden we dus: in elke drie-
hoek vormen het midden van een zijde
en de middelpunten van de vierkanten die
op de twee andere zijden beschreven zijn,
een 90-45-45-driehoek.

Fig. 6.

Ga na dat in fig. 6 verder nog geldt

Ryr.90 (M) =B en Ry g9 (L) =K.

Dus ook Ry o9 (A HML) = A HBK , waar-
uit

ML = BK en ML 1 BK.

Dit levert weer een interessante algemene
stelling (formuleer deze zelf).

Toepassing 3

Zie fig. 7. Op de zijden van driehoek ABC
zijn ditmaal gelijkzijdige driehoeken be-
schreven met middelpunten K, L en M.

Denkertje

m en n zjn lijnen die hoeken van 60°
maken met lijn KL.

Fig. 7.

Ga na dat
Ry, _120 (4) =B=
=Ry 120 © Rg 139 (4) =
=8, 08y, (4)
Dus M blijkt het snijpunt te zijn van
n en m, waarmee we de volgende stelling
in handen hebben: in elke drichoek vor-
men de middelpunten van op de zijden
beschreven gelijkzijdige driehoeken :zelf
ook weer een gelijkzijdige driehoek.

1. Wat voor figuur vormen de centra van de vier vierkanten die buitenwaarts op
de zijden van een parallellogram beschreven kunnen worden?
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**Volmaakte getallen

G, 28 446 8128, --- )

Een paar jaar geleden kreeg ik op mijn 28ste verjaardag een feliciatie van een wiskundige.
Hij schreef: bedenk wel dat je vandaag een volmaakt getal bereikt en dat je dit later nooit

meer zult meemaken!

Om te weten of hij gelijk had moeten we eerst weten wat voor getallen door wiskundigen

volmaakt genoemd worden.

Een getal heet volmaakt als het gelijk is
aan de som van zijn echte delers. Waarbij
we onder echte delers van een getal g ver-
staan: alle delers van g behalve g zelf.

Het kleinste volmaakte getal is zodoende
6, want de echte delers van 6 zijn 1,2 en
3, en 6 = 1+243. In de volgende tabel
zien we dat volmaakte getallen nogal zeld-
zaam zijn, de eerste vijf zijn:

6=1+2+3
28 = 1+2+4 + 7+14
496 = 1+2+4+8+16 +
+31+62+124+248
8128 = 1+2+4+. . +64 +
+ 1274254+, . .+4064
33550336 = 1+2+4+, . +4096 +
+8191+16382+. . +
+16775168.

Vraag: zijn alle overige getallen groter dan
de som van hun echte delers, of zijn er
ook die kleiner zijn? (Antwoord aan het
slot van dit artikel.)

De regel van Euclides

In de hierboven gegeven tabel is gemakke-
lijk een bepaalde regelmaat te ontdekken.
Op grond hiervan heeft Euclides (+ 300 v.
Chr.) al een regel geformuleerd waarmee
volmaakte getallen gevonden kunnen wor-
den. Als we weten dat priemgetallen ge-
tallen zijn met uitslt ' het getal 1 als

echte deler (2, 3,5,7, 11,13, 17, c5%
dan luidt deze regel: als 2"'—1 een priem-
getal is dan is 2" ~1 (2" —1) een volmaakt
getal.

Verderop volgt hiervan een bewijs.
Passen we de regel toe, dan zien we dat
2"—-1 voor n =2,3,5,7,...de priem-
getallen 3, 7, 31, 127, . . . levert. Hieruit
volgen dan de volmaakte getallen:

it 1
e MERLE
25-1. 31=496

5 MR i N

De volmaakte getallen die volgen uit de
regel van Euclides zijn allemaal even (van-
wege de factor 27-1). Euler (+ 1750)
heeft bewezen dat er geen andere even
volmaakte getallen zijn. Of er ook oneven
volmaakte getallen bestaan is nog steeds
een onbeantwoorde vraag. Er is er nooit
een gevonden, en zeker is dat er onder de
getallen met minder dan 37 cijfers geen
enkel oneven volmaakt getal voorkomt.

Van priemgetal naar volmaakt getal

Evengoed als lang niet alle priemgetallen
zijn van de vorm 2"—1, zijn ook niet alle
getallen 2"—1 priemgetal. Het zijn twee
verzamelingen die elkaar slechts zeer
gedeeltelijk overlappen. De getallen die
wel tot deze doorsnede behoren, worden
priemgetallen van Mersenne genoemd.
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De (even) volmaakte getallen zijn nu ken-
nelijk niets anders dan de priemgetallen
van Mersenne, voorzien van een welbe-
paald aantal factoren 2.

Niet voor niets ‘volmaakt’

Behalve als som van echte delers blijken
volmaakte getallen ook op te treden als
uitkomst van een andere bijzondere optel-
ling. Gezien de regelmaat in 6 = 1+2+3
komen we er toe om te onderzoeken of
voor de andere gevonden volmaakte getal-
len ook zoiets geldt.

De sommaties hieronder lopen tot en met
het priemgetal (van Mersenne) dat deler
is van het volmaakte getal links (7 is deler
van 28, 31 is deler van 496, etc.):

6 =1+2+3
28 = 142+3+4+5+6+7?
496 = 1+2+3+. , .+30+31?
8128 = 142434, . +126+1277
33550336 = 1+2+43+. . .+8190+8191?

n=1(" _1) = 14243+, ..

L H2R2)H(21-1)?
De bovenste drie regels blijken bij natel-
len (met je rekendoosje) inderdaad te
kloppen. Voor de volgende regels, en
zeker voor de laatste, moeten we iets
beters verzinnen.
Net als voor alle optellingen (denk maar
aan je proefwerkcijfers) geldt ook hier:
de som van alle termen is gelijk aan het
aantal termen maal de gemiddelde grootte
van een term.
Deze gemiddelde grootte is bij de hier
voorkomende rijen eenvoudigweg te vin-
den door het gemiddelde van de eerste en
de laatste term te nemen. (Ga maar na
dat dit geldt voor zowel een even als een
oneven aantal termen!)
We passen dit eerst toe op de optelling
van opvolgende natuurlijke getallen die
eindigt bij het priemgetal van Mersenne
7 (= 23 —1). Het gemiddelde van eerste en
laatste term is (1+7)/2 = 4. Het aantal ter-
men is hier steeds gelijk aan de laatste
term, dus 7. En de som wordt 7 - 4 = 28,

104

juist gelijk aan het volmaakte getal
23-1(23-1). Nu algemeen:

Laat de optelling eindigen bij het priem-
getal van Mersenne 27 -1, De gemiddelde
grootte van de termen is dan

1+(2"%-1)

¢
= 2”1 Het aantal termen is ook nu
weer 2" —1. De gemiddelde grootte maal
dit aantal wordt 27-1(27-1), dus juist
een volmaakt getal. Waarmee is aange-
toond dat alle vraagtekens achter de
sommaties kunnen vervallen.

Een bewijs voor de regel van Euclides
We bepalen de som § van alle echte delers
van 2"-1(2"—1) waarbij we aannemen
dat 2"—1 een priemgetal (p) voorstelt.

S=1+2+22+23+ +2n- 1+
+p+2p+22p+. . A2 2p
Enig herleiden geeft:

S=1+2+22 4+, +2" 24
+p(1+2+22 4., . +2"~ 421
(Q+p) - (1+2+2%+.. . +2" %)%
+2H—1

M. (1+2+2%+, . +20~2)4 01
m=l.(1+2+22 4+, . +2"%-1

I

Het gedeelte tussen de laatste haakjes
kunnen we nog anders schrijven.

We nemen eerst n = 5 en kijken hoe we
1+2+4+8+16 handig kunnen optellen.

In fig. 1 zijn deze getallen als staafjes
getekend, ieder staafje dubbel zo lang
als het vorige.

1 H
2 =i Fig. 1.
4 —

8 ————

16 i

Hd, A0S0 8
| SRR T

? 16

Uit fig. 2 zien we dat het laatste staafje
juist één eenheid langer is dan de rest bij

Fig. 2.




elkaar, en dat het totaal gelijk is aan 16 + Antwoord bij de vraag in dit stukje:

(16 1)=24 +2% _1=25 -1, Voor de volgende getallen onder de 50
Wanneer we met de optelling doorgaan geldt dat de som der echte delers (tussen
tot 271, zal het totaal op dezelfde ma- haakjes) groter is dan het getal zelf:
nier gelijk zijn aan 2" —1. 12 (16), 18 (21),20(22),24(36),30(42),

Invullen geeft voor de som S van alle 36 (55),40 (50),42 (54),48 (76).
echte delers: 27-1(27-1). Juist gelijk
aan het getal waarvan we zijn uitgegaan!

**Altijd 16 maal zo groot !

De grafiek van een polynoom (veelterm) f van de derde graad

[ix—=>a3x® +a,x? +a,x +a, (metas #0) (D
heeft voor a3 > 0 één van de drie gedaanten die in fig. 1 getoond worden, al naar gelang
de afgeleide van f twee, één of nul reéle nulpunten heeft. Als a3 < 0 krijg je net zoiets,
maar dan gespiegeld ten opzichte van de X-as.

Je kunt in een willekeurig punt P van de grafiek van f de raaklijn trekken., We zullen laten .
zien dat deze lijn de grafiek van f altijd in nog een punt Q snijdt. De oppervlakte van het
vlakdeel ingesloten tussen de grafiek van f en het lijnstuk PQ noemen we O, . Vervolgens
trekken we de raaklijn in Q. We noemen het punt waar deze lijn de grafiek nogmaals
snijdt R. De oppervlakte tussen de grafiek en QR noemen we O,. De Canadese wiskun-
dige G. P. Henderson heeft ontdekt dat, waar ook het oorspronkelijke punt P op de gra-
fiek van f gekozen is, de oppervlakte O, altijd 16 maal zo groot is als de opperviakte
0,! In fig. 2 is de situatie geschetst voor één van de drie typen grafieken.

/ i
Fig. 1. Fig.2,
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Enige vereenvoudigingen

Als we willen controleren dat Hendersons
ontdekking juist is, kunnen we natuurlijk
domweg gaan rekenen. Wiskundigen zien
doorgaans niet op tegen wat rekenwerk,
maar ze zullen voordat ze beginnen ook
altijd kijken of door een paar simpele
kunstgrepen het werk niet aanzienlijk ver-
eenvoudigd kan worden. Dat is hier het
geval.

We willen aantonen dat O, 16 maal zo
groot is als Q;. Wat gebeurt er als we de
functie f met een factor ¢ vermenigvul-
digen? De nieuwe functie ¢ - f wordt
x—=>clasx®+...+ay).

Raaklijn blijft raaklijn, snijpunt blijft snij-
punt en de hele figuur wordt vanuit de
X-as met een factor ¢ vermenigvuldigd.
De twee oppervlakten O; en O, worden
ook ¢ maal zo groot en hAun verhou-
ding verandert dus niet (fig. 3). We kun-
nen in het bijzonder ¢ = 1/a; nemen.
Zo zie je dat het voldoende is de eigen-
schap van Henderson aan te tonen voor
functies van de vorm

x=>x3+byx* +b;x +by (2)
Natuurlijk maakt het niet uit of we de gra-
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fiek verschuiven langs de X-as, met andere
woorden of we een substitutie x' = x — x,
toepassen. Analoog aan het ‘kwadraat
afsplitsen’ bij vierkantsvergelijkingen kun-
nen we hier ‘derdemacht afsplitsen’ (werk
maar uit!)

x3 +b2X2 +b1x +b0 o=

(x +5b,)° + (b1 —302) x + (bo—37D2°)
=(x+3b,)° tc; (x +3b2) +co

voor zekere ¢, en ¢,. Met de substitutie
x' =x +3b, wordt dit

() Hey Lz Y+ey.

We kunnen ten slotte van deze functie
nog de constante ¢, aftrekken; de grafiek
wordt dan in verticale richting verscho-
ven.

De conclusie is dat we door verschuiven
de grafiek van (2) kunnen overvoeren in
de grafiek van een functie van de vorm
x> x> +cx (zie fig. 4) (3).
In het algemeen kun je door verschuiven
de grafiek van elk derdegraadspolynoom
(1) overvoeren in die van een polynoom
x = ax® + cx (4).
Het buigpunt, d.w.z. het punt waar de
tweede afgeleide nul is, is dan in de oor-
sprong terechtgekomen (ga dit na; contro-
leer ook dat er precies één buigpunt is).
De functie (4) is een oneven functie
(dwz. f(—x)=— f(x)) en de grafiek is
dus puntsymmetrisch ten opzichte van de
oorsprong. In het algemeen is daarom de
grafiek van elk derdegraadspolynoom
puntsymmetrisch ten opzichte van het
buigpunt

Fig. 4.




De ontdekking van Henderson

Na dit intermezzo keren we terug tot het
oorspronkelijke probleem. We hebben ge-
zien dat het voldoende is de eigenschap
die Henderson ontdekte, te verifiéren
voor functies van de vorm (3)
frx=>x3+ex (3)
De raaklijn in een willekeurig punt P
met codrdinaten (xg, f(xp)) heeft de
vergelijking

¥ =flxg) + 1 (xo) (x—x0)

dus in ons geval

P=xo> +cxg ¥ (3x02 +c)(x—x0) (B)
Snijpunten met de grafiek van
y=x>+cx (6)
vinden we door (5) en (6) gelijk te stellen
B A exi= %02 Pexg H(3x2 *¢) (x—x4),
d.w.z.

b e iy +2xs” =0 (7)
Aan deze vergelijking voldoet x = x, en
dat is niet zo verwonderlijk want in P
raken de lijn en de grafiek elkaar. x =x,
moet dus zelfs een dubbele wortel zijn en
(7) is gemakkelijk te ontbinden tot
x+2x5) (x=x0)* =0.

Het punt Q heeft daarom als x-co6rdinaat
x=-2xg.

De oppervlakte O, tussen grafiek en raak-
lijn is de absolute waarde van de integraal
van de verschilfunctie van (3) en (5)
tussen de grenzen x = x, en x = —2x,
—2X¢
[(x® +ex) — (xo> +exo +
Xo +(3x0% +¢) (x—x0))] dx =

J5

Xo
We laten het aan de lezer over om deze
integraal uit te rekenen en te constateren
dat de uitkomst van de vorm K - xo? is
voor een zeker getal K (onafhankelijk
van X, ). Er geldt dus

1 =K -xo* |
Nu komt de klap op de vuurpijl. Om O,
uit te rekenen, moeten we precies het-
zelfde recept uitvoeren, maar dan te be-
ginnen met Q i.p.v. met P. De x-coordi-
naat van Q is —2x, en overal moet dus
Xo vervangen worden door —2x,. De
uitkomst is dan natuurlijk
0, =|K-(—2x0)4 =16 O,
waarmee Hendersons ontdekking geveri-
fieerd is.

(® = 3xote+ 2o Vi

»

*’Rekenmachientjes en kettingbreuken

Ronald Beekelaar

Het bezit van een rekenmachientje is tegenwoordig geen luxe meer. De eenvoudigste
soorten zijn al te koop voor minder dan 20 gulden. En voor dat geld verricht het ding heel
wat goed rekenwerk. Toch zijn er ook wel tekortkomingen aan dit soort instrumenten.
Breuken worden in decimale vorm gegeven met niet meer dan bijvoorbeeld acht cijfers. Je
ziet niet 5 maar 0.125 en niet 35 maar 3.1428571. In het laatste voorbeeld is bovendien
niet te zien dat de breuk repeteert

Natuurlijk zijn er wel machientjes die veel meer cijfers in het venster laten zien. Er zijn er
zelfs ook die desgewenst een antwoord als ‘gewone’ breuk kunnen leveren. Erg gangbaar
zijn deze laatste nog niet. Maar ook een eenvoudig machientje kan ons helpen aan een
antwoord met teller en noemer. We gaan hierbij uit van een achtcijfervenster en toetsen
voor de vier bewerkingen en de mogelijkheid van constante factor.
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Constante factor

De meeste rekenmachientjes zijn in staat
om bijvoorbeeld 15 X 2 X2X2X2X 2
op eenvoudige wijze uit te rekenen. Men
toetst in:

5] B2l = E

Bij elke volgende druk op deE‘toets
wordt het resultaat met 2 vermenigvul-
digd. De factor 2 wordt ‘vastgehouden’.
De precieze wijze van intoetsen kan van
merk tot merk verschillen. Zo troffen we
een type waarbij voor dit voorbeeld
moest worden ingetoetst:

2 XX 6] [E E EEEL

De constante factor kan men handig ge-
bruiken, bijvoorbeeld voor de machts-
verheffing. Een getal in het venster tot de
vijfde macht: [=] [=] [=] [=] (vier
keer [=] toetsen). Blijkbaar wordt bij het
niet aangeven van de tweede factor, deze
gelijk genomen aan de eerste.

Een toepassing die we in het volgende
heel goed kunnen gebruiken is: E] E E]

waardoor bij een getal v in het venster
wordt uitgerekend v : v : v = 1/v. We kun-
nen zo dus het omgekeerde van een getal
uitrekenen zonder daarvoor een speciale
toets te hebben.

Tellers en noemers

Terug naar het schrijven in tellers en noe-
mers. Neem aan dat een antwoord 0.0625
is. Schrijf op papier *, druk nu [:] [=]
[=] en schrijf het resultaat 16 onder de
breukstreep: jz-

Uit het voorgaande zal duidelijk zijn dat
met een oorspronkelijk antwoord v we nu
op papier hebben geschreven

=] =

en dat is gelijk aan v. Dat klopt dus.
Altijd?
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Iemand rekent op zijn machientje 137 :

059 uit en past op het antwoord de hier-
voor beschreven regeling toe. Hij krijgt

W&Ebﬁ in plaats van 3.

Hieruit blijkt dat het rekenen met slechts
acht cijfers nare fouten tot gevolg heeft.
Ook al heb je veel meer cijfers in het ven-
ster, er blijven dit soort fouten komen.
Nu kunnen we afspreken dat we zullen af-
ronden als we achter de decimaalpunt
nogal wat nullen of negens zien staan.
Maar ook dat is niet zonder bezwaar,

want iemand die de onvereenvoudigbare
breuk

142857
1000000 $
als antwoord moet krijgen, zal op deze

manier ook tot het resultaat 3 besluiten.
We spreken daarom uit voorzichtigheid
over de ‘breukbenadering’ van het ant-
woord.

Een volgend voorbeeld: 0.4444444 levert
op deze manier 7}5

De noemer is nu nog steeds een deci-
male breuk. Het breukdeel 0.25 daarvan
kunnen we weer op dezelfde manier be-
handelen, waardoor we krijgen

1

2

Vermenigvuldig teller en noemer met 4
en we hebben 3.

We schrijven ditzelfde voorbeeld nog eens
schematisch op:

04444444
D EI El levert 223
1
hrijf —
schrij op2
(=] E]levert 0.25

[F] [5] [=]tevert 4

1

schrijf op —-
23

4
en knap de breuk op tot 5.




Kettingbreuken
Nog een voorbeeld: de eerste acht cijfers
van

3.1415926
schrijf op 3
=] [=] levert [0.1415926
(] [E] [5] levert [7.0625159

schrijf op 33

EI E levert

H

0.0625159

] ] [E] tevert [ 15.99593
]
hriif op 3—
schrijf op T
=] [Fllevert [ 099593
] [E] [E] tevert [1.0040866
schrijf op 3~1—
7—_1—1'
p6se
1
] [=] levert |0.0040866
244.70219

(] [z] [=]levert
1

schrijf op 3
1
4 1
b et
1

244

We stoppen maar eens want het einde
lijkt niet in zicht.

De ingewikkelde breuken die we hier-
boven zagen ontstaan noemen we ketting-
breuken. Je begrijpt dat het voor degene
die deze tekst moet zetten verschrikkelijk
vervelend is om kettingbreuken weer te

geven. Er is daarom een verkorte schrijf-
wijze ingesteld en wel [3, 7, 15, 1, 244]
voor de laatste breuk.

Uit het voorbeeld daarvoor kun je opma-
ken dat [0, 2, 4] =3.

De kettingbreuken in het laatste voor-
beeld rekenen we om tot gewone breuken
(van onder naar boven) en deze weer naar
de decimale vorm.

[31=3 =3 (<m)
[3,7] =% ~ 3.1428571 (> )
[3,7,15] =322 ~ 3.1415094 (< 7)
[3,7,15,1]1=252 | = 3.1415909{549)
[3,7,15,1,244] = 35325 =
~3.1415926 (< m)

w &

De breukbenaderingen zijn afwisselend
kleiner en groter dan =, maar wel steeds
nauwkeuriger.

Bovendien geldt nog voor elke benade-
rende breuk dat er geen betere benade-
ringsbreuk bestaat met kleinere teller
en noemer.

Een heel bekende benadering is %*. Maar
ook %i—g wordt wel gebruikt, omdat het
zo gemakkelijk is te onthouden; schrijf de
eerste drie oneven cijfers dubbel op:
113355 en deel de ‘tweede helft door de
eerste helft’.

Ook het rechtstreeks omrekenen van een
kettingbreuk, zeg [3, 7, 15], naar de de-
cimale vorm van hetzelfde getal gaat met
ons rekenmachientje. We voeren onze
vorige methode achterstevoren uit:

levert 15
[{] E] levert |{0.0666666

[=] levert |7.0666666
E Elevert 0.1415094

=} levert {3.1415094

£ B D R =
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Oneindige kettingbreuken

Nu we in staat zijn kettingbreuken om te
rekenen tot decimale breuken, zijn we
ook in staat een benadering te geven van
bijvoorbeeld [2, 2, 2, 2, 2, . . .]. We stel-
len ons hierbij een oneindig doorlopende
kettingbreuk voor. We herhalen

il 53 e 6 ) ) W

net zolang tot we geen veranderingen
meer waarnemen in het venster. Wat
hebben we nu berekend?

We noemen deze breuk v. We zien onder
de eerste breukstreep weer dezelfde
kettingbreuk terug. Dus geldt v = 2 + 11;,
wat aanleiding geeft tot de vergelijking
p2—2y—1 = 0, waarvan de positieve wor-
tel gelijk is aan 1 ++/2.

Nul ++2=(2,2,2,2,...] weten we
ook dat+/2=[1,2,2,2,...].

We zouden op een rekenmachientje zon-
der worteltoets toch wortels kunnen trek-
ken als we maar wisten welke ketting-
breuk er bij een gezochte wortel zou
horen. Het vinden daarvan vereist nog
weer een ander algoritme, we gaan hier
nu niet verder op in.

**Met driehoeken bouwen

F.van der Bljj

Iedereen weet dat je van vier even grote gelijkzijdige driechoeken een mooie regelmatige
driezijdige piramide kunt maken. Je kunt zelfs één grote gelijkzijdige driehoek door
vouwlijntjes verdelen en zo een bouwplaat voor de piramide, ook wel viervlak genoemd,
maken (fig. 1). Dan wordt POR het grondvlak, de punten A, B en C komen bij elkaar en

vormen samen de top 7.
Wat gebeurt er als we hetzelfde doen met een willekeurige driechoek ABC? We beginnen

maar met een scherphoekige (fig. 2).

C

Driechoek AQR gaan we wentelen om
QOR. Het hoekpunt A4 draait over een
cirkel in een vlak door A4, loodrecht op
OR. Zo draait B over een cirkel in een
vlak loodrecht op RP en C over een cirkel
in een vlak loodrecht op QP. De snijlijnen
van deze drie vlakken met het vlak POR
zijn juist de hoogtelijnen in AABC. Want
OR verbindt de middens van AC en AB
en is dus evenwijdig met BC (en in lengte
gelijk aan de helft van BC).

In iedere driehoek gaan de drie hoogte-
liinen door één punt, we geven dit in de
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Fig. 3.

figuur aan met 7'. Als we nu de driehoe-
ken AQR, BPR en CQP zo ver draaien dat
A, B en C boven T' komen te liggen zal
de figuur sluiten en we hebben een vier-

T
sk i
vla POR verkregen (fig. 3).

Dit viervlak is toch nog een beetje regel-
matig. We zien bijvoorbeeld dat de over-
staande ribben QT en PR gelijk in lengte
zijn. Want Q4 = CQ = 1 AC = PR. Zo
geldt dat iedere twee overstaande ribben
dezelfde lengte hebben. Ook merken we
op dat alle vier de zijvlakken congruente
driehoeken zijn. Het viervlak is op vele
manieren met zich zelf congruent:

i '
—— 18 congruent met ____ Want PR =

POR TRQ

TQ en PQ = TR enzovoort. Maar evenzo

is L congruent met £ en met ——
T i RTP OPT'

Kortom als we het viervlak kantelen en
een ander punt als top kiezen, krijgen we
een viervlak dat helemaal samen kan val-
len met het oorspronkelijke.

Viervlakken in het algemeen
We willen nu van dit soort speciale vier-
vlakken een paar eigenschappen af gaan

leiden. Maar eerst wat opmerkingen over
viervlakken in het algemeen.

Een lijn uit een hoekpunt loodrecht op
het overstaande zijvlak van een viervlak
noemen we een lichaamshoogtelijn. leder
viervlak heeft vier zulke lichaamshoogte-
liijnen. Door een paar voorbeelden te
tekenen en een beetje te redeneren kan
je inzien dat deze vier lichaamshoogte-
liinen niet altijd door één punt gaan.
Waarom zouden ze ook?

Ieder zijvlak is een driechoek; waarin de
drie zwaartelijnen door één punt gaan,
het zwaartepunt van de driehoek. Een lijn
in het viervlak getrokken door een hoek-
punt naar het zwaartepunt van het over-
staande drichoekje heet een lichaams-
zwaartelijn van het viervlak. leder viervlak
heeft vier van zulke lichaamszwaarte-
lijnen.

Het zwaartepunt

We zullen nu gaan bewijzen dat deze vier
lichaamszwaartelijnen altijd door één
punt gaan, het zwaartepunt van het vier-
vlak.

We geven een bewijs met wat mechanica.
We gebruiken de stelling dat twee even-
wijdige gelijkgerichte krachten K en L
samengesteld kunnen worden tot een
kracht M zodat de grootte van M de som
van de grootten van K en L is. Het aan-
grijpingspunt van M ligt op de verbin-
dingslijn van de aangrijpingspunten van K
en L, en wel zo dat deze verbindingslijn
verdeeld wordt in stukken die zich ver-
houden als de grootten van de krachten
K en L. Zie fig. 4.

L

(K)

— M

(L)
Fig. 4.
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Fig. §S.

We laten nu in de vier hoekpunten T, P,
Q en R van het viervlak in fig. 5, even-
wijdige, gelijk gerichte krachten met
grootte 1 aangrijpen en gaan op verschil-
lende manieren de resultante bepalen. Er
is maar één resultante, het resultaat moet
dus steeds hetzelfde zijn.

De krachten in P en Q kunnen we samen-
stellen tot een kracht met grootte 2, aan-
grijpend in V. Stellen we deze samen met
de kracht die in R aangrijpt, dan vinden
we een kracht met grootte 3, aangrijpend
in § op RV gelegen, met RS : SV =2 :1.
S is het zwaartepunt van APQR, door te
beginnen met QR zien we dat de resul-
tante aangrijpt in een punt op de lijn door
P naar het midden van QR enzovoorts. De
drie zwaartelijnen van APQR gaan door
één punt S.

Stellen we nu de kracht in 7 samen met
de drie maal zo grote kracht in S dan
grijpt de resultante aan in het punt Z op
de lichaamszwaartelijn uit 7" en wel zo dat
TZ : ZS = 3 : 1. Door op een andere ma-
nier de krachten samen te stellen zien we
dat de resultante aangrijpt in een punt
van de zwaartelijn uit P, enzovoorts. De
vier lichaamszwaartelijnen gaan door één
punt, het punt Z.

(Opmerking: Z is ook het midden van de
lijn die de middens van twee overstaande
ribben (bijv. PT en QR) verbindt. Bewijs
dit eens!)
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De omgeschreven bol

Nog twee bijzondere punten in een vier-
vlak willen we noemen. Door de vier
hoekpunten van het viervlak gaat precies
één bol. Het is de omgeschreven bol van
het viervlak.

Zijn middelpunt ligt in de middellood-
vlakken van alle zes de ribben. Alle bollen
door P, Q en R hebben hun middelpunt
op een lijn loodrecht op het vlak POR
en door het middelpunt van de omge-
schreven cirkel van APQR. Zo’n lijn noe-
men we wel de as van de driehoek POR.
De assen van de vier zijvlakken van het
viervlak snijden elkaar in één punt, het
middelpunt van de omgeschreven bol
van het viervlak.

De ingeschreven bol

Misschien kun je je voorstellen dat ieder
viervlak ook een ingeschreven bol heeft,
een bol die aan de vier vlakken raakt;
begin maar met een klein balletje te
gooien in de hoek bij P van het viervlak,
een balletje dat dan raakt aan de vlakken
POR, PQT en PTR. Gaan we dit balletje
opblazen, zodat hij uit de hoek weggaat,
maar wel aan de drie vlakken blijft raken,
dan zal hij op zeker ogenblik zo groot zijn
dat hij ook vlak 7QR raakt. Dan hebben
we de ingeschreven bol van het viervlak.
Van het middelpunt van deze bol weten
we dat het gelijke afstanden tot alle vier
de vlakken van het viervlak heeft; deze
afstand is immers de straal van de inge-
schreven bol! Puzzelaars mogen een
manier bedenken om het middelpunt van
de ingeschreven bol van een viervlak te
construeren! We hebben het in het ver-
volg niet nodig.

Samenvattend vonden we in ieder vier-
vlak:

Vier lichaamshoogtelijnen, niet noodzake-
lijk door één punt gaande;

vier lichaamszwaartelijnen, wel door één
punt, het zwaartepunt;

een omgeschreven bol, met middelpunt M;
een ingeschreven bol, met middelpunt /.




Speciale viervlakken

Nu keren we terug naar ons speciale, een
beetje regelmatige viervlak dat ontstond
uit het vouwwerk met vier congruente
drichoeken als zijvlakken. In zo’n speciaal
viervlak geldt nu: De lichaamshoogtelij-
nen zijn gelijk.

We kunnen dit eenvoudig zien uit de
congruenties van het viervlak met zich-
zelf. Of ook omdat de inhoud van het
viervlak 1 grondvlak X hoogte is en alle
zijvlakken congruent zijn en dus dezelfde
oppervlakte hebben.

Ook de vier zwaartelijnen zijn gelijk. Om-
dat Z steeds op 3 van het hoekpunt af op
de zwaartelijn ligt volgt daaruit dat de af-
stand van Z tot de vier hoekpunten P, Q,
R en T gelijk zijn. Dus het zwaartepunt is
het middelpunt van de omgeschreven bol.
De loodlijn uit Z op vlak PQR neergelaten
is in lengte gelijk aan 5 van de lichaams-
hoogtelijn uit 7" op vlak POR neergelaten
(Want de hoogteverhouding van Z en T
boven vlak POR komt overeen met de af-
standsverhouding 1 : 4 langs de schuine
lichaamszwaartelijn uit 7.) Omdat alle
lichaamshoogtelijnen even lang zijn, zijn
de loodlijnen uit Z op de vier vlakken

even lang en dus is Z het middelpunt 7
van de ingeschreven bol.

Bij elkaar vonden we: in een viervlak dat
gebouwd is uit vier congruente drichoe-
ken op de manier van de bouwplaat uit
één grote driehoek geldt: zwaartepunt,
middelpunt omgeschreven bol en middel-
punt ingeschreven bol vallen samen.

Vragen

Nu komen er een heleboel vragen op ons
af. We gaan ze niet beantwoorden, iedere
lezer die er voor voelt moet maar eens op
onderzoek uit gaan.

Als in een viervlak Z, M en I samenvallen,
zijn de zijvlakken dan ook allemaal con-
gruent en de overstaande ribben twee aan
twee gelijk?

Als in een viervlak twee van drie punten
Z, M, I samenvallen, valt het derde er
dan ook steeds mee samen?

Bestaan er viervlakken waarin de vier
hoogtelijnen door één punt H gaan? Kan
het gebeuren dat H, Z, N en I samenval-
len? Wat gebeurt er als je in het begin niet
een scherphoekige, maar een rechthoekige
of stomphoekige driehoek kiest om de
bouwplaat van te maken?

*TijJdmeting bij zwemwedstrijden 1|

Denkertje nr. 9 in het vorige nummer ging over tijdmeting bij zwemwedstrijden. Met aan
een kwartsklok gekoppelde startclaxons en aantikplaten kan men tegenwoordig bij be-
langrijke wedstrijden de tijden tot in duizendsten van een seconde bepalen. Zo is het
mogelijk bij een close-finish, waar de juryleden op grond van eigen waarneming geen be-
slissing over de volgorde van aankomst kunnen nemen, toch degene die het eerst aantikt
aan te wijzen. En hij of zij die de snelste tijd maakt, is de winnaar. Maar is dat wel
helemaal eerlijk? Natuurlijk, als alle banen precies even lang zijn, moet degene die de snel-
ste tijd maakt de winnaar zijn. Maar in ons Denkertje uit het vorige nummer hadden we
een lengteverschil van 1 ¢cm aangenomen.

ster doet ongeveer 1 minuut over 100
meter, dat is 0,6 s over 1 m, dus 0,006 s

Hoeveel scheelt 1 cm?
Een goede wedstrijldzwemmer of -zwem-
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Fig. 1. De opstelling van automatische tijdmeet-apparatuur in wedstrijdzwembaden.

over 1 cm. Bij een wedstrijd over 200 m
moeten er 4 banen van 50 m worden
afgelegd. Degene die zwemt op een baan
die 1 cm langer is, moet dus 4 cm meer
afleggen. Hij of zij zal hier ongeveer
0,024 s voor nodig hebben. Je ziet dus
dat het eigenlijk niet terecht was om de
zwemmer van baan 2, die 1.58,122 liet
afdrukken, de eerste prijs toe te kennen,
en aan de zwemmer van baan 6, die een
tijd had van 1.58,136 maar 4 cm meer
zwom, de tweede prijs.

Bij wedstrijden over grotere afstanden,
400 m, 800 m of 1500 m, wordt het
allemaal nog veel erger. 800 m is bijvoor-
beeld 16 banen, en dat geeft een verschil
van 16 c¢cm, corresponderend met 0,096 s,
en bij 1500 m is het tijdsverschil zelfs
0,18 s. Bovendien is de gemiddelde snel-
heid bij langere afstanden lager, dus deze
tijden worden dan nog iets langer.
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Komen zulke afwijkingen wel voor?
Je kunt je natuurlijk afvragen of we de
zaak niet wat overdrijven. Komen afwij-
kingen in lengte tussen de banen onder-
ling van een centimeter wel voor in de
praktijk? De heer Gatsonides, die we om
commentaar bij dit stukje vroegen en die
ook de illustraties leverde, schreef ons dat
hij aanwezig was toen het wedstrijdbad
voor de Olympische Spelen in Miinchen
in 1972 in lege toestand werd nagemeten.
Er zijn toen verschillen in baanlengte
van 7 mm geconstateerd tussen de banen.
Hoe echter de lengte varieert wanneer het
bad met water van 25 °C is gevuld, werd
volgens hem echter nog nimmer nage-
meten! En dan te bedenken dat er bij
deze zelfde Olympische Spelen de beslis-
sing tussen een gouden en een zilveren
medaille op de 800 m vrije slag werd ge-
nomen op 0,003 seconde verschil!! Het
zou voor de zwemofficials wel eens ver-




rassend kunnen zijn wanneer men van de
gebruikte wedstrijdbaden de lengte van de
banen bij gevuld bassin en de juiste
temperatuur eens precies zou opmeten.

Zouden de verschillen gecompenseerd
moeten worden?

Natuurlijk zou men best aan alle moei-
liikheden tegemoet kunnen komen. Bij
elke wedstrijd zou men elke baan min-
stens tot op de millimeter nauwkeurig
moeten opnemen (dat is een relatieve
nauwkeurigheid van 0,002%!). Met deze
gegevens zouden alle tijden op precies
50 m herleid kunnen worden. Maar afge-
zien van de praktische bezwaren hier-
tegen zijn er ook wel psychologische pro-
blemen te verwachten: de zwemmers wil-
len misschien niet op de ‘ongunstige’
banen starten, en denk je eens in dat
iemand na een zeer spannende race duide-
lijk als eerste aantikt, maar toch de eerste
prijs niet krijgt. Het tumult zou niet van
de lucht zijn! Misschien is het maar het
beste de toestand te laten zoals hijj is. Bij
elk bad zijn er lengteverschillen tussen de
banen, maar zolang ze niet precies bekend
zijn, moeten we ze maar als toevallighe-
den beschouwen. Hij of zij die op een
kortere baan zwemt, heeft gewoon geluk.
Toch is het natuurlijk zinloos de tijden
met een al te grote nauwkeurigheid te
meten. Men is enige jaren geleden over-

Fig. 2. De pneumatisch-elektronisch werkende
aantikplaat.
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eengekomen in elk geval het derde cijfer
achter de komma (de duizendsten van
een seconde) niet te gebruiken, maar we
hebben gezien dat bij grote afstanden
zelfs het tweede cijfer weinig betekenis
heeft.

Records

Tot nu toe hadden we het steeds over
lengteverschillen in één bad. Bij nationale
en internationale records worden echter
meestal tijden vergeleken die in verschil-
lende baden zijn gemaakt. De afwijkingen
in de baanlengten kunnen dan in principe
natuurlijk nog groter zijn. De internatio-
nale bepalingen eisen echter dat de baan-
lengte (met ingehangen aantikplaten) ligt
tussen 50,00 m en 50,01 m. Het is voor
mij de vraag of aan deze strenge bepaling
wel altijd de hand wordt gehouden. Laten
we echter aannemen dat dit wel het geval
is. Bij een recordtijd van bijv. 4 . 01,43
over 400 m is het dan zeker dat over de
‘zuivere’ afstand hoogstens deze tijd is
gezwommen. Als iemand daarna een
nieuwe recordtijd van bijv. 4 . 0140
maakt, is het echter niet zeker of hij wer-
kelijk sneller heeft gezwommen dan de
vorige recordhouder, of alleen maar het
geluk heeft gehad een iets kortere baan te
treffen.

Andere sporten

Dezelfde problemen doen zich in principe
natuurlijk ook voor bij sporten als hard-
lopen en hardrijden op de schaats. De
sportenthousiastelingen onder onze lezers
moeten zelf maar eens uitrekenen wat
kleine afwijkingen in baanlengte voor
consequenties voor de daar gemaakte
tijden hebben.
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**Hoeken en cirkels in stereografische projectie

We hebben in eerdere artikelen (jrg. 79/80, nrs. 2 en 4) gebruik gemaakt van beweringen
over het projectiebeeld in een vlak van hoeken en cirkels op een bol, zénder deze bewe-
ringen aannemelijk te maken. We gaan dit hier proberen.

Waar ging het om?

Als we proberen om figuren op een bol-
oppervlak zo nauwkeurig mogelijk na te
tekenen op (vlak) papier, blijkt dat — hoe
we dit ook doen — er altijd een of andere
vertekening optreedt. Er bestaat namelijk
geen enkele methode waarbij elk tweetal
gelijke afstanden in de figuur op de bol
ook in de vlakke afbeelding gelijk blijft.
Toch willen we wel graag bolfiguren vlak
natekenen, onder meer omdat bol teken-
papier zo lastig is in het gebruik. We moe-
ten dan een keus maken uit verschillende
concessies aan de ‘gelijkvormigheid’. Eén
van de vele methoden is de stereogra-
fische projectie, als volgt:

Bij een gegeven bol § en een gegeven vlak
m is er één middellijn van  loodrecht op
w. Zie fig. 1. Kies hiervan één der eind-
punten als projectiecentrum S. Van een
punt P op B ligt het beeldpunt P in 7 op
de rechte door S en P.

Cirkels op de bol blijken nu over te gaan
in cirkels in het projectievlak, en hoeken
op de bol veranderen niet van grootte
door deze projectie. Daarentegen zijn

Fig. 1. De cirkels zijn op de bol wel, maar in
projectie niet even groot.
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twee even grote cirkels op de bol in pro-
jectie meestal ongelijk van grootte. En het
middelpunt van een cirkel op de bol
wordt ook (bijna) nooit afgebeeld als het
middelpunt van de beeldcirkel. Zie fig. 1.

Bewijs van hoektrouw
In fig. 2a liggen op bol M de krommen k,
en k,. We kunnen spreken van de hoek
tussen de krommen, waarmee we bedoe-
len de hoek tussen de beide raaklijnen in
het snijpunt R. Deze raaklijnen liggen in
het raakvlak in R aan de bol.
Vanuit een centrum S op het bolopper-
vlak projecteren we op een projectievlak
dat loodrecht staat op SM (hier getekend
als raakvlak aan de bol, maar dat hoeft
niet). Kromme %, wordt kromme k,’,
raakliijn RA wordt de rechte R'A. Pro-
beer in te zien dat de eigenschap ‘raken’
bij zo’n projectie-afbeelding behouden
blijft en dat dus R'A raakt aan k,’. En
idem R'B aan k.
[s het nu zo dat R op R’ valt bij het naar
voren klappen van het raakvlak? Zo ja,
dan vallen de hoeken ARB en AR 'B juist
samen en zijn dus gelijk.
De snijlijn AB van raakvlak en projectie-
vlak staat zowel loodrecht op MR (MR 1
élke lijn in het raakvlak) als op SM (SM 1
élke lijn in het projectievlak). Dus AB
staat loodrecht op het vlak door S, M en
R. Lijn CR kan dan na wentelen om 4B
langs lijn CR' vallen.
Dat CR en CR' ook even lang zijn zien
we in fig. 2b, waarin geldt
LR;=180°-LR, —LR, =
=(LR'+{LN+L8)—-LS—90°=
=LR',dusR'C=RC.




Fig. 2a. Is de hoek tussen
k1 en k, op de bol even groot
als in het projectiebeeld?

ﬂ_\
/1
i 4

raakviak )

“2 projectievlak
Samenvattend:
L (ky,ky)=L(RA,RB)=L(R'A,R'B)=

=L (k' ky").

Met het bovenstaande is ook aan te tonen
dat de hoektrouw niet optreedt bij een
projectiecentrum binnen of buiten het
boloppervlak. In fig. 2b is dan A RMS
niet gelijkbenig, waaruit volgt dat ook
A RCR' niet gelijkbenig is.

S

R ' 4 N

Bewijs van cirkeltrouw

In fig. 3 is k een cirkel op de bol. De ste-
reografische projectie ervan zal een ge-
sloten kromme k' zijn. Is k' ook weer een
cirkel?

Noem T de top van de kegelmantel die
de bol raakt volgens cirkel k. Kies op k'
een beeldpunt A’ (van punt 4 op de bol).
TA, een der ‘mantellijnen’ van de kegel,
staat loodrecht op de ‘grondcirkel’ k.
Projectie van TA vanuit S geeft op de bol
een cirkel ¢, rakend in 4 aan TA. Stereo-
grafische projectie van ¢ geeft de rechte
T'A'. Wegens de al bewezen hoektrouw
geldt nu

L', T'AY=L(k c)=L (k, TA)=90°,
A' was willekeurig gekozen, dus door
elk punt op k' gaat een rechte lijn die
loodrecht staat op k', door een vast punt
T'. Dan kan k' niets

anders zijn dan een

T!
kl

projectieviak C

cirkel (met middelpunt 7).

Fig. 3. Is het projectiebeeld van

cirkel k op de bol weer een cirkel?
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Een generalisatie

In toepassingen is het platte projectievlak
vaak essentieel, maar een wiskundige zal
vinden dat een vlak alleen maar een grens-
geval is van een grote bol. (In het voor-
gaande is een rechte lijn ook een aantal
malen onder de cirkels gerekend: een
cirkel door het projectiecentrum § heeft
als beeld in feite een rechte lijn.) Bestaat
er ook een soort stereografische projectie
van een bol op een (echte) bol, die hoek-
en cirkeltrouw is?

Het antwoord is ja, met als projectiecen-
trum één van de twee gelijkvormigheids-
punten van de beide bollen. Zie fig. 4.
(Net als bij twee cirkels in een vlak geldt
ook bij twee bollen dat er twee punten
zijn van waaruit de ene bol het beeld is
van de andere bij een puntvermenigvuldi-

ging.)

Fig. 4. Projectie van snijdende cirkels op bol
M, vanuit het (inwendig) centrum /, geeft onder
een zelfde hoek snijdende cirkels op bol N.

Oplossingen van de opgaven van de tweede
ronde op 30 augustus 1979

1. Een cent, een stuiver, een dubbeltje, een kwartje, een gulden en een rijksdaalder worden zo onder
vier kinderen verdeeld, dat elk van hen ten minste één van de zes munten ontvangt. Hoeveel van

zulke verdelingen zijn er?
Oplossing

Er zijn twee mogelijkheden: (1) twee kinderen krijgen 2 munten en de andere twee Krijgen er 1, of
(2) één kind krijgt 3 munten en de andere drie krijgen er €én.

Bij (1) nemen we eerst 4 van de 6 munten apart. Dit kan op (4) = 15 manieren. Er zijn drie manie-
ren om deze 4 munten, noem ze even 4, B, C en D, in twee paren te verdelen: (4B, CD), (AC, BD)
en (AD, BC). Er zijn dus 3 - 15 = 45 manieren om uit de 6 munten twee paren van 2 munten te
kiezen. Nu moeten de twee paren en de overgebleven 2 losse munten nog onder de vier kinderen
verdeeld worden. Dit kan op 4 - 3 - 2 - 1 = 24 manieren. Er zijn in geval (1) dus 24 - 45 = 1080
mogelijke verdelingen. 6

Bij (2) nemen we 3 van de 6 munten apart. Dit kan op (3) = 20 manieren. Er zijn ook weer 24 ma-
nieren om zo’n drietal en de 3 overblijvende munten onder de vier kinderen te verdelen. In geval
(2) zijn er dus 24 - 20 = 480 mogelijkheden.

Het antwoord op de vraag is dus dat er 1080 + 480 = 1560 mogelijke verdelingen zijn.
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2. Bepaal alle positieve gehele getallen a, b en ¢ die voldoen aan het stelsel vergelijkingen:
{03 =b® +c¢* +12a
=5(b+co).
Oplossing
Uit de eerste vergelijking volgt b < a en ¢ < a. Volgens de tweede vergelijking is dana? = 5(b+¢) <
5(a+a)=10a,dusa < 10.
Bovendien is volgens de tweede vergelijking ¢ een vijfvoud, dusa = 5. Dit geeft als stelsel:
{ b® +¢? =65
btec=5
Je controleert onmiddellijk dat alleen {b, ¢} = {1, 4} hieraan voldoet. De oplossingen zijn dus
(@ b,c)=(5,1,4)en(a, b, c) =(5,4,1).

3. Definieera, =1979ena, ) = 97 voor n = 1, 2, ... Bepaal de laatste twee cijfersvana,,,,.
Oplossing
Als je de laatste twee cijfers van de eerste tien machten van 9 opschrijft, zie je dat 9° eindigt op 89,
en 9' ° eindigt op 01. Elke macht van 9' ° eindigt dus ook op 01.
Hieruit blijkt data, = 9'°7° = 91°7° . 9% = (910)197. 9% ook eindigt op 89.
Evenzo eindigt a, = 9“2 =g -89 =9-..80 g9 = (g10)...8 @9 op 89, en hetzelfde geldt dus
voor ieder getal aj met k > 1. De laatste twee cijfers vana, ., zijn daarom 89.

Opgemerkt moet worden dat veel deelnemers niet in de gaten hadden dat 909%) niet hetzelfde is als
(9°)? =911

4. Gegeven is een niet gelijkzijdige drichoek A, A4,A4,. Onder Bj; verstaat men het spiegelbeeld van A;
in de (binnen)bissectrice van hoek 4; (7, j E{l 2 3}) Bewus dat de drie lijnen B, ,B,,, B,,B;, en
B, ,B,, parallel zijn.

Oplossing

A3 |, a; =144, | en a,=|A,A4,|. Ergeldtdan:

a_

5 1—> 1 —— _ .

=a, ( A:A2+ "A2A3+_A3A1)
3 1 2

De vector tussen haakjes noemen we p Merk op dat de
uitdrukking voor p symmetnsch is in de drie indices!

Op dezelfde wijze kunnen we dus afleiden dat B,,B,, =a, p
enB,,B,, =a, f; Dit betekent dat de drie vectoren

B,,B,.. B,,B,, en B, B,, evenwijdige dragers hebben,
terwijl bovendien hun lengten zich verhouden als
a, :a, 'a,,dusals de zijden van de drichoek 4, 4,4, &
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1.

Oplossingen van denkertjes

Een vierkant. In een parallellogram vallen de middens der diagonalen samen, dus volgens de in
toepassing 2 (blz. 102) gevonden stelling sluiten om dit punt vier 90-45-45-driehoeken.

Uit het vorige nummer

Bewijs dat een kwadraat van een even getal altijd eindigt op 0, 4 of 6.

Oplossing

Alsn =10k +m metm=0,2,4, 6 of 8, dan is n* = 100k> + 20km + m? = 10(10k* + 2km) + m*.
n? en m? eindigen dus op hetzelfde cijfer, en bij m? controleer je onmiddellijk dat dit 0, 4 of 6 is.

Ly=14, Lg 1™ Lk2 — 2(k=3,4,...). Bewijs dat Ly , | altijd evenveel cijfers heeft als Lkz.
Oplossing

L, eindigtopeend4. L, =L, ? _ 2 dus ook, en evenzo voor alle Ly . Hieruit volgt het gevraagde
onmiddellijk.

Laat aj. het aantal cijfers van Ly zijn. Bewijs dat aj, > 2k =341,
Oplossing
L, +2=1L,% =14* > 10*. L, + 2 en L, hebben evenveel cijfers. L, heeft dus ook minstens (in

dit geval precies) 3 cijfers. Evenzo: L, +2 = L, > (10?)* = 102" ) en dusisa, > 2? + 1. In het
_4 2
algemeen:Lk+2:Lk_12>[10(2k ) =10(2k 3),dus akkzk_3+1.

. P is het produkt van de eerste 100 priemgetallen. Stel P = 4 - B. Bewijs dat A + B een priemgetal

is of alleen maar priemfactoren bevat die groter zijn dan het 100ste priemgetal.

Oplossing

De priemfactoren die in A zitten kunnen niet in B zitten, en omgekeerd. Als 4 + B deelbaar is door
een priemfactor die ook in 4 of B zit, zeg in A, dan zou hij ookin B = (4 + B) — A moeten zitten,
maar dat is onmogelijk.

. Bewijs dat er slechts één drietal priemgetallenp, <p, <p, ismetp, —p, =p, —p, = 2.

Oplossing
Van de getallen p,,p, + 2 en p, +4 is er altijd minstens één deelbaar door drie.

. Bewijs dat als p, en p, priemgetallen zijn met p, = p, + 2 en p, > 3, danis p, +p, een twaalf-

voud.

Oplossing

p, noch p, iseen drievoud, dus de één is een drievoud + 1, en de ander een drievoud + 2. Hun som
is dus een drievoud. p, en p, zijn beide oneven, dus de één is een viervoud + 1, en de ander een
viervoud + 3. Hun som is dus een viervoud. Een getal dat tegelijk een viervoud en een drievoud is,
is een twaalfvoud.

Bewijs dat er precies één priemgetal p is waarvoor 2p + 1 de derde macht van een geheel getal is.
Oplossing

Stel 2p + 1 =k metk > 1 (k =0 of k = 1 kan natuurlijk niet). Danis 2p =k° — 1 =(k — 1) *? +
+ k + 1). Zowel voor even als voor oneven k is k> +k + 1 een oneven getal groter dan 1, dus moet
k* +k + 1 =p zijn,en k — 1 = 2. Dit geeft k = 3, en inderdaad isp = k* +k + 1 = 13 een priem-
getal.

Stel p is een priemgetal dat bij deling door 30 rest r geeft. Bewijs dat » dan ook een priemgetal is,

of gelijk is aan 1. Geldt hetzelfde ook bij deling door 60?

Oplossing

p = 30k + r voor zekere gehele r, 0 <r < 30. Als k = 0is p = 7 dus r is dan een priemgetal. Stel dus

k > 0. Als7 # 1 en r is geen priemgetal, moet » minstens één priemdeler kleiner dan 7 hebben, want

7 - 7 =49 > 30. De priemgetallen die hieraan voldoen, de getallen 2, 3 en 5, zijn echter allemaal

delers van 30, dus dan zou zo’n priemfactor ook een deler van p = 30k + r moeten zijn, tegen-

spraak. Bij deling door 60 geldt dit argument niet: 49 is geen priemgetal, maar bijv. 109 (=60 +49)
wel.
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= Programmeerwedstrijd

In 1981 vindt de derde ‘World Conference on Computer Education’ plaats in Lausanne,
Zwitserland. Een beetje vroeg om nu al aan te kondigen, ware het niet dat aan de confe-
rentie wordt verbonden een wereldwijde programmeerwedstrijd voor jongeren.

Deze wedstrijd staat open voor allen die geboren zijn na 31 december 1963. Het werk van
een groep (bijvoorbeeld een klas) moet door één persoon worden voorgedragen, waarbij al
zijn groepsgenoten aan de leeftijdseis moeten voldoen.

Het onderwerp van de wedstrijd is: het schrijven van een computerprogramma dat een
model is van een verschijnsel uit bijvoorbeeld de wiskunde, natuurkunde, scheikunde,
biologie, economie, enz., maar niet uit de computerkunde zelf. Het produkt zal worden
beoordeeld op originaliteit, complexiteit van het model, heldere opbouw van het pro-
gramma en uiterlijk van de resultaten.

De programma’s moeten, vanwege het internationale karakter, geschreven zijn in een van
de volgende talen: algol, apl, basic, cobol, fortran, pascal of pl/1. Het Onderwijs Compu-
tercentrum (Tiberdreef 4, Utrecht) heeft hulp aangeboden voor het omzetten van andere
talen, zoals ECOL, naar pascal of basic.

De inzending mag uitsluitend bestaan uit maximaal 6 vellen regeldrukkerpapier, om te
voorkomen dat leerlingen die kunnen beschikken over geavanceerde hulpmiddelen (plot-
ters e.d.) bevoordeeld zijn.,

In elk deelnemend land bepaalt een nationale jury een winnaar, die zal worden uitgeno-
digd naar Lausanne te komen. De inzendingen van verschillende landen zullen niet onder-
ling vergelijkend worden beoordeeld. Alle rechten op de programmateksten vervallen aan
de organisator, IFIP (International Federation for Information Processing).

Verdere informatie is aan te vragen p/a GCEI, postbus 12108, 1100 AC Amsterdam.
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