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Twee verschillende doosjes, uit identieke bouwplaten. Kan dat zomaar altijd? Zie het artikel 'Met meer 
driehoeken bouwen'. 

BIJ DE VOORPLAAT 
De voorplaat, een tekening van Albrecht Dürer uit 1525, illustreert hoe een ellips ontstaat als snij-
figuur van een kegel met een vlak. Je ziet de kegel in zijaanzicht. De lijn fg stelt het snijvlak voor. Er-
onder vind je het grondvlak getekend met daarin aangegeven de nivcaulijnen van de afgesneden kegel 
op de 11 aangegeven niveaus. Het zijn cirkels waaruit het weggesneden linkerdeel is weggelaten. Het 
verticale lijntje tussen de cirkelbooguiteinden geeft de breedte aan van de kogelsnede op het betreffen-
de niveau. Deze breedtelijntjes kunnen rechts boven loodrecht op de lijn fg in ware gedaante worden 
ingetekend. Door de uiteinden trekt Dürer dan met de hand de kegelsnede zelf. 
De tekening is niet helemaal nauwkeurig en daardoor ontstaat de indruk dat de ellips van onderen 
breder is dan van boven. In het artikel 'Wat zijn kegelsneden?' wordt echter aangetoond dat dit niet zo 
is. 



"Wat zijn kegelsneden? 

Trek vanuit een punt T buiten een hoïB alle raaklijnen aan de bol. Deze lijnen vormen te-
zamen een kegel met top T. Ze heten de beschrijvende lijnen van de kegel. De verbin-
dingslijn van T met het middelpunt van de bol heet de as. De beschrijvende lijnen denken 
we ons naar beide zijden (dus ook door de top Theen) onbeperkt verlengd. De kegel be-
staat zo uit twee delen die elkaar in de top raken en symmetrisch liggen ten opzichte van 
de top (fig. 1). Rotaties om de as voeren de kegel in zichzelf over. Hij wordt ook op zich-
zelf afgebeeld bij elke puntvermenigvuldiging vanuit de top. Als bij zo'n puntvermenigvul-
diging de bol B in een bol 5 ' overgaat, brengen B en B' dezelfde kegel met top 7 voort. 
De kegel en een bol die hem voortbrengt raken elkaar in een cirkel, gelegen in een vlak 
loodrecht op de as. Vanwege de rotatiesymmetrie zijn alle verbindingslijnstukken van de 
top met een punt op deze raakcirkel even lang. 

Fig. 1. 

Kegelsneden 
De figuren die ontstaan als je zo'n kegel 

met een vlak snijdt, heten kegelsneden. 
Als het vlak door de top T van de kegel 
gaat, bestaat de snijfiguur uit een punt, of 
uit twee lijnen, of als grensgeval uit twee 
samenvallende lijnen. Interessanter is het 
om de kegel te snijden met een vlak dat 
niet door de top gaat. Je kunt zo'n kegel-
snede te voorschijn brengen als je een 
puntvormige Uchtbron in T aanbrengt en 
kijkt naar de schaduwfiguur die een bol 
op de vloer geeft. De rand van die figuur 
is dan een kegelsnede. Ligt het middel-
punt van de bol recht onder T dan staat 
de as van de kegel loodrecht op de vloer, 
en de schaduwfiguur is een cirkel (fig. 2). 

Ellips, Parabool en Hyperbool 
Verplaatsen we de bol een beetje dan ont-
staat een schaduwfiguur waarvan de rand 
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een ellips is (fig. 3). Je zou misschien kun-
nen denken dat het deel van de ellips dat 
het verst van de top van de kegel ligt 'bre-
der' is dan het andere uiteinde, maar we 
zullen laten zien dat dit niet waar is: de 
twee uiteinden van de ellips zijn symme-
trisch ten opzichte van elkaar. De ellips 
wordt langgerekter naarmate je de hoek 
tussen de as van de kegel en het vloerop-
pervlak kleiner maakt. 
Een nieuw geval ontstaat zodra de boven-
kant van de bol raakt aan het horizontale 
vlak door de top. De schaduwfiguur loopt 
dan naar één kant onbeperkt door en de 
rand vormt een parabool (fig. 4). De ene 
beschrijvende Hjn van de kegel die hori-
zontaal loopt, snijdt het vloeroppervlak 
niet. Naarmate de andere beschrijvende 
Hjnen dichter bij deze lijn Uggen, liggen de 
bijbehorende snijpunten op de parabool 
verder weg. 
Als we de bol nog verder omhoog halen 
zodat hij het horizontale vlak door de top 
snijdt, zal ook het tweede stuk van de 

kegel, aan de andere kant van de top, het 
vloeroppervlak gaan snijden. Om een goed 
beeld te krijgen kun je dan het beste een 
tweede bol symmetrisch ten opzichte van 
de kegeltop aanbrengen. De schaduwfi-
guur van de twee bollen geven dan samen 
de volledige, uit twee stukken bestaande 
kegelsnede (fig. 5). Deze kegelsnede is 
een hyperbool We hebben hiermee alle 
mogehjke snijfiguren van de kegel met 
een plat vlak ten tonele gevoerd. 

Eigenschappen van Kegelsneden 
De Belg Pierre Dandelin (1794-1847) 
heeft een bijzonder eenvoudige manier 
ontdekt om de belangrijkste meetkundige 
eigenschappen van ellips, parabool en hy-
perbool af te leiden. Volgens zijn metho-
de zuUen we laten zien: 
1. Bij elke ellips en elke hyperbool be-

horen twee punten, de brandpunten, 
zo, dat voor elk punt van de ellips of 
hyperbool de som, resp. het verschil 
van de afstanden tot de brandpunten 
constant is. 



2. Bij elke parabool behoren een brand-
punt en een richtlijn zo dat elk punt 
van de parabool gelijke afstanden tot 
brandpunt en richtlijn heeft. 

Deze eigenschappen, die in fig. 6 geïllus-
treerd worden, leggen de betreffende ke-
gelsneden volledig vast. Ze kunnen ook 
als definitie van ellips, hyperbool en pa-
rabool genomen worden. Er bHjkt onmid-
deUijk uit dat ellips en hyperbool symme-
trisch zijn ten opzichte van de Ujn door, 
en de middelloodlijn van de beide brand-
punten. De parabool heeft alleen de lijn 
door het brandpunt loodrecht op de 
richtlijn als as van symmetrie. 

ellips: PF, +PF^ is constant 

Ellips en Hyperbool 
De methode van Dandelin is, vooral bij de 
ellips en de hyperbool, zo eenvoudig, dat 
je eigenlijk alleen maar een goede teke-
ning behoeft te bekijken om te constate-
ren dat het klopt (fig. 7 voor de ellips en 
fig. 8 voor de hyperbool). 
Bij fig. 7 is de bol die de kegel voort-
brengt zo groot gemaakt (door puntver-
menigvuldiging vanuit T) dat hij precies 
op het vloeroppervlak komt te liggen. Een 
tweede bol die dezelfde kegel voortbrengt 
is zo groot gemaakt, dat hij de vloer aan 
de onderkant raakt. De raakpunten van 
de bollen met de vloer noemen we F^ en 
Fj. Dit zullen de brandpunten van de 
elhps zijn! 
Door een wiOekeurig punt P van de ellips 
trekken we een beschrijvende lijn p van 
de kegel. De snijpunten van p met de 
raakcirkels van de boËen aan de kegel 
noemen we /Ij en ^2- Deze raakcirkels 
liggen in onderling evenwijdige vlakken 
loodrecht op de as. De lengte k van het 
lijnstuk A1A2 is dus onafhankelijk van de 
positie van P op de ellips. Pf", en PA 1 
zijn beide raaklijnstukken aan de eerste 
bol vanuit het punt P en dus even lang 
(rotatiesymmetrie om een as door P en 
het middelpunt van de bol). PF2 en PA2 
zijn raaklijnstukken vanuit P aan de 
tweede bol, en dus ook even lang. Er 
geldt daarom PF^ + PF^ = PAi + PA2 = 
= A1A2 = k. 
Het bewijs voor de hyperbool gaat op pre-
cies dezelfde wijze (fig. 8). We nemen nu 
twee bollen die beide op de vloer liggen 
en de kegel voortbrengen. Voor de rest 
spreekt fig. 8 voor zichzelf. 

De Parabool 
Ook bij de parabool nemen we als voort-
brenger van de kegel de bol die op de 
vloer rust. Het raakpunt F van de bol met 
de vloer zal het brandpunt van de para-
bool zijn. De richtlijn r maken we door 
het vlak a van de raakcirkel van bol en ke-
gel met het vloeroppervlak te snijden 
(fig. 9). 
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Fig. 8. 
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* De beste 10 van de ladderwedstrijd die niet in een eindexamenklas zitten, krijgen auto-
matisch een uitnodiging voor de tweede ronde van de Nederlandse Wiskunde Olym-
piade. Zij behoeven zich dus niet via de eerste ronde te klasseren. 

OC 
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En evenzo geldt ook 
1+2 + 3 + . . . + ( « + ! ) = 
= 1(1 +(« + !)) X(« + 1) = 
= i (« + ! ) ( « + 2 ) (6) 

We tonen nu stuk voor stuk de juistheid 
aan van elk van de formules (l), (2), (3) 
etc. Stel eerst dat we met dit aantonen 
al gekomen zijn tot een zekere n. Uit de 
herleiding hieronder blijkt dat dan ook 
de volgende formule (« + 1) klopt: 

1̂  -(-2^ +3^ +. . . + «^ +(« + 1)^ = 
(toepassen van de formule voor n) 
= (1 +2 + 3 + . . . + n)^ +(« + 1)^ = 
(toepassen van (5)) 
= ln^ (n + lf +(n + iy = 
= 5(« + l ) ' • [ « ' + 4 (« + !)] = 
= i ( « + l ) ' ( « + 2)' = 
= [H«+ !)(« +2)]' = 
(omgekeerd toepassen van (6)) 
= [ 1 + 2 + 3 + . . . + « + ( « + 1)]^ 

We kunnen nu verder als volgt redeneren. 
Je hebt zelf in het begin al gecontroleerd 
dat de formules (1), (2) en (3) waar zijn. 
Uit de derde volgt nu dus ook dat de vier-
de waar is, uit de vierde volgt de vijfde, 
enzovoort. Stap voor stap voortgaande is 
zo de juistheid van elke formule uit de 
reeks te bewijzen. 
Een dergelijke stap-voor-stap-methode 
heet een bewijs door volledige inductie. 

En een heel ander bewijs 
Een kubus met oneven ribbe (bijv. 7) kan 
in lagen uitgelegd als in fig. 1. 
En bij een even ribbe (bijv. 6) kan het als 
in fig. 2, waarbij het overlappende kwart 
juist past in het open hoekje. 
De uitgelegde hoekfiguren van opvolgen-
de kubussen blijken juist in elkaar te pas-
sen en vormen zo een vierkant. 

Een reactie van een lezer 
Een van onze lezers schreef dat hij op 
vakantie in Egypte bij het bekijken van 



een oude betegelde badkamervloer in 
Luxor (zie fig. 3) moest denken aan de 
groeiende reeks vierkanten zoals hierbo-
ven (een foto ervan stond al in het maart-
nummer). Zou dit tegelpatroon ook tot 
zo iets regelmatigs leiden? Tellen van de 
tegels in de lichte en donkere vierkante 
randen leidt echter tot een verrassende 
onregelmatigheid! 
De aantallen zijn . . . ,40,32,24, 16, 8 en 

dan . . . 1! Juist de tafel van 8, maar 
waarom nu die ene uitzondering? 
Ga nog maar eens na of we ons echt niet 
vergissen. En, of je er een bevredigende 
verklaring voor weet. 
Misschien is er wel niet méér van te zeg-
gen dan dat niet alles in de wiskunde in 
elkaar zit zoals het ons in eerste instantie 
het eenvoudigst Üjkt. 

'Met meer driehoeken bouwen 
F. van der Blij 

Het artikel 'Met driehoeken bouwen' in nummer 5 van de vorige jaargang ging over vier-
vlakken. Nu willen we kijken naar een bijzondere eigenschap van sommige achtvlakken. 
We beginnen weer met een bouwplaat van gelijkzijdige driehoeken (fig. 1). Vouwen we 
zo dat AP en DS samenvallen, dan ontstaat een soort ring. Door nog twee driehoeken 
ABC en PQR, even groot en ook gelijkzijdig, toe te voegen ontstaat een doosje: een acht-
vlak met acht gelijkzijdige driehoeken als zijvlakken. Het is mooi regelmatig, misschien 
heb je het wel eens gezien en ontdekt op hoeveel manieren dit achtvlak met zichzelf 
congruent is? 

P Q R 
Fig. 1. Ring van gelijkzijdige driehoeken. Fig. 2. Ring van congruente driehoeken. 

Het ringachtvlak 
Als we uitgaan van een willekeurige drie-
hoek (fig. 2) in de plaats van de gelijk-
zijdige, kan er dan nog een ring van ge-
vouwen? 
Ja, en als we de ring met een bodem 
en een deksel willen afsluiten, blijken 
er twee gelijkzijdige driehoeken nodig 
te zijn. Het wordt een achtvlak met twee 
vlakken even groot gelijkzijdig, en ook 
de zes overige onderling congruent. De 
lijn door de middelpunten van beide ge-
lijkzijdige driehoeken is een as van drie-
talHge symmetrie. 

Zou het ook lukken een achtvlak te bou-
wen van acht congruente driehoeken met 
drie ongelijke zijden? Als je het probeert 
door losse driehoeken met plakband aan 
elkaar te zetten en je werkt met dun kar-
ton dat boven en onder verschillend ge-
kleurd is, merk je misschien nog iets bij-
zonders! 

We bekijken het doosje van fig. 2 nog 
eens wat beter. Aan de bodem, de gelijk-
zijdige driehoek met zijde c, zitten drie 
onderling congruente driehoeken met 
zijden a en è vast. Zie fig. 3. Het deksel 
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punten P, Q en R bij het opdraaien op 
twee manieren een driehoek vormen, con-
gruent met het grondvlak? Fig. 5 geeft 
het bovenaanzicht in een aantal standen. 
Inderdaad blijkt driehoek PQR behalve in 
stand c ook in stand e even groot d\%ABC. 
De laatste situatie stelt juist een nogal 
misvormd grensgeval voor, waarbij de 
lange ribben elkaar in het centrum raken. 
Verder draaien is niet meer mogelijk. Als 
we het doosje afmaken met de boven-
helft, vallen ook de zijwanden gedeeltelijk 
samen. Het 'achtvlak' bestaat nu uit twee 
driezijdige piramides met de toppen tegen 
elkaar, en verbonden door drie dunne 
driehoekige schotjes. In fig. 6 zijn deze 
schotjes gearceerd. 

Zelf bouwen 
Fig. 7 geeft een (verkleinde) bouwplaat 
met {a, b, c) = (3, 6, 5), waaruit twee ver-
schillende 'normale' achtvlakken kunnen 
ontstaan. Als het in elkaar zit, en je wringt 
het grond- en bovenvlak tegen elkaar in, 

Fig. 5. Bovenaanzicht, met de zijwanden in 
vijf standen. 

Fig. 7. Bouwplaat van een 'zwabberdoosje' 
(stippellijnen achter ritsen.) 

dan zal het doosje ineens in z'n andere 
'passende' stand overspringen! 

Als je met zomaar een driehoek PAB be-
gint, zal je vaak niet zo'n zwabberdoosje 
krijgen. Bij de keuze van P moet je op 
drie dingen letten. Zie fig. 8, met weer 
het gelijkzijdige grondvlak ABC en de 
omgeschreven cirkel (c). 
1. Uitgaande van een driehoek PxAB (en 

idem Q^BC en R^CA) zal P^ bij het 
wentelen om AB nooit boven de cirkel 
komen. Er is geen enkel ringachtvlak 
van ons soort te maken. We kiezen P 
dus tussen k enl. 



Fig. 8. Grenzen voor verschillende soorten acht-
vlakken. 

2. Als P op twee plaatsen recht boven c 
moet kunnen komen, moet P ver ge-
noeg van AB af liggen. Om precies te 
zijn: buiten de boog c', het spiegel-
beeld van c in AB. 

3. Ten slotte willen we botsingen van de 
zijwanden in het centrum vermijden. 
Dit vereist dat de projectie van de op-
gedraaide driehoek PAB niet over het 
middelpunt M mag vallen, en we P 
dus niet tussen m en n kunnen nemen. 
Ga zelf na welk gebied nog voor P 
overblijft. Wat is er aan de hand als we 
P op de rand ervan kiezen? Met P in 
T vinden we nog een mooie construc-
tie van een geheel opvouwbaar drie-
hoekig (boterham?) trommeltje. 

Voor wie echt gaat bouwen: 
— Plak de laatste twee randjes (fig. 7) 

alleen vast als je de twee standen ge-
vonden hebt, en de punten P en S 
tijdens het verdraaien erg dicht bij 
elkaar blijven. 

— Je kunt wél de ring rondplakken als 
je het hele deksel weglaat. 

— Precies werken is hier noodzakelijk; 
gebruik stevige lijm. 

Met nog meer driehoeken 
Je kunt ook beginnen met een ring van 
acht (of meer) i.p.v. zes congruente drie-
hoeken. En een vier- (of meer)zijdig 
onder- en bovenvlak. Zoek eerst uit bij 
welke maten het doosje kan zwabberen. 

Het kleinste deksel 
Nog even terug naar fig. 3. De toppen 
P, Q en R van de zijwanden vormen een 
gelijkzijdige driehoek. Bij gelijktijdig om-
hoogdraaien blijft deze 'topdriehoek' ge-
lijkzijdig. De zijden worden eerst korter, 
bereiken een minimum en nemen dan 
weer toe (bij onze zwabberdoosjes weer 
tot lengte c en meer). Waar ligt dit mini-
mum? 
Met een stevig model en een elastiekje 
door oogjes bij de drie toppen zou je deze 
stand zichtbaar kunnen maken, maar 
misschien is het handiger om te gaan re-
kenen. Kun je een uitdrukking vinden in 
a, b en c voor de minimale zijde? (Ant-
woord achterin.) We bedoelen niet het ge-
val waarbij het minimum pas bereikt 
wordt als de toppen weer terug in het 
grondvlak zijn! 

Nog gekker 
Voor weetgierigen vertellen we nog dat 
deze zwabberachtvlakken al lang uitvoe-
rig bestudeerd zijn. In het Zwitserse tijd-
schrift Elemente der Mathematik, Band 
20 (1965) staat een uitvoerig historisch 
overzicht van W. WunderHch. De laatste 
jaren zijn ze weer in de mode gekomen 
omdat een veelvlak geconstrueerd is dat 
niet twee van zulke mogelijke standen 
heeft zoals ons zwabberdoosje, maar 
oneindig veel! Het kan gewoon bewegen 
van de ene stand naar de andere, en niet 
met zo'n verwrongen sprongetje. Maar 
dat is een geheel ander verhaal. 
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°De databank gekraakt 

Ter gelegenheid van het eerste eeuwfeest van de Vrije Universiteit is in het afgelopen jaar 
een prijsvraag georganiseerd met als titel: 'Hoe kraak ik een databank?' Op 1 april werd 
aan de winnende school, het Christelijk Lyceum te Veenendaal, een hobbycomputer als 
prijs uitgereikt. 
In het volgende stukje wordt het in de prijsvraag gestelde probleem, een bepaalde moei-
lijkheid bij de beveiliging van databanken, aan de orde gesteld. 

In een databank (een computergeheugen) 
zijn gegevens opgeslagen van een groot 
aantal {N) personen. We beperken ons 
hier tot ja/nee gegevens, betreffende ei-
genschappen die iemand óf wel heeft óf 
niet heeft. Laten we aannemen dat per 
persoon onder meer geregistreerd is of 
deze al dan niet voldoet aan de eigen-
schappen 

vrouw zijn (v) 
getrouwd zijn (g) 
pijprokend zijn (p) 
inwoner van Amsterdam zijn (a) 
miljonair zijn (m) 
Tweede-Kamerüd zijn (t). 

Ter bescherming van de privacy is een 
databank veelal zó ingericht dat het niet 
mogelijk is om bij een bepaalde persoons-
naam direct de gegevens op te vragen. Je 
kunt uitsluitend aantallen opvragen. 
Bij een gekozen criterium geeft de com-
puter een getal, dat aangeeft hoeveel per-
sonen uit de hele groep aan het criterium 
voldoen. 

De databank kan bijvoorbeeld meedelen 
hoeveel vrouwen er in de hele groep zit-
ten; we schrijven dit aantal hier als/1 (v). 
Ook kan volgens een samengesteld crite-
rium gevraagd worden. Bijvoorbeeld: hoe-
veel mannen in de groep zijn géén ge-
trouwde pijprokers? Geschreven als: 
A {{niet v) en niet (g en p)). 
Eventueel kunnen we ook nog vragen naar 
A {wofg) 

waarmee bedoeld wordt het aantal perso-
nen dat vrouw is, of getrouwd, of beide 
(dus het aantal dat niet valt onder de 
categorie 'ongetrouwde mannen'). 

Meer sloten gewenst 
Zonder verdere beveüigingen blijkt het in 
de hierboven gegeven situatie soms toch 
mogelijk om achter bepaalde privé-gege-
vens te komen. Stel namelijk dat de 
computer aangeeft dat er in het bestand 
(waarin minstens de gegevens van alle 
kamerleden zijn opgeslagen) maar één 
persoon voorkomt die voldoet aan het cri-
terium 
{niet v) en a en men t en {niet p). 

En neem aan dat daarnaast nog bekend is 
dat er maar één niet-rokende Amsterdam-
mer kamerlid is. Dan hebben we toch spe-
cifieke informatie over de bankrekening 
van deze man. Ga dit na. 
In de fictieve databank uit de prijsvraag 
van de V.U. is als volgt geprobeerd derge-
lijke gaten te dichten. -
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De privacy-grens 
Wanneer een volgens een bepaald crite-
rium (e) omschreven deelgroep niet min-
stens een zekere grootte heeft, dan geeft 
de computer het juiste aantal niet vrij. 
Het minimum-aantal dat de computer wel 
meedeelt noemen we de privacy-grens {P). 
Voorbeeld: Stel de privacy-grens van de 
databank is 100 terwijl in het geheugen 
maar 8 ongetrouwde vrouwen geboekt 
staan, dan maakt de computer dit aantal 
8 niet bekend. 
De privacy-grens werkt naar twee kanten. 
Ook als bijna iedereen aan een zeker cri-
terium voldoet, wordt het juiste aantal 
niet meegedeeld. Dit omdat we anders 
het geblokkeerde aantal A (e) van de 
kleine deelgroep toch zouden kunnen te-
rugrekenen uit het wél te verkrijgen aan-
tal A {niet e) = N - A (e). De computer 
geeft dus alleen aantallen in het interval 
[P, N~P]. Bij werkeüjke aantallen buiten 
dit interval geeft hij het signaal: 'het aan-
tal ligt in het privacy-domein'. 
De opgave van de prijsvraag was nu om na 
te gaan of deze laatste beveiliging wel vol-
doende is. Of liever: om uit te vinden hoe 
je ook dit slot kunt forceren! 

De kraker 
We lichten het kraakproces toe aan de 
hand van de figuren 1, 2 en 3. Het vier-
kant 'bevat' steeds het totale aantal per-
sonen Â . 
We zijn nieuwsgierig naar het aantal per-
sonen dat voldoet aan een criterium c (al 
dan niet samengesteld). Hoe vinden we 
A (c), ook als dit aantal in het privacydo-
mein ligt? Zie fig. 1. 
De truc is om eerst te zoeken naar een an-
der criterium (k, de kraker), zó dat^ (k) 
ligt tussen (of op) verdubbelde privacy-
grenzen. Zie fig. 2. ̂  {niet k) ligt dan tus-
sen dezelfde grenzen. In fig. 3 zijn de ver-
delingen over elkaar gelegd. Uit 
A (c en k)+A {{niet c)enk)=A{k)>2P 
volgt dat (minstens) één van de termen 

Fig. 1. Een (mogelijk eig ongelijke) verdeling 
volgens een criterium c. 

Fig. 2. Een tamelijk gelijke verdeling volgens 
een hulp-criterium k,met2P<iA(.k)<N -2P. 

A (c en k) i ^ (c en {niet k) 

A {(niet c) enk) A {{niet c) en {niet k)) 

Fig. 3. Beide verdeüngen gecombineerd. 

links > P is, en dus door de computer 
wordt gegeven. Omdat ook A (k) wordt 
gegeven, is ook de andere term ünks be-
kend. 
Dezelfde redenering geldt voor 

A (c en {niet k)) + A {{niet c) en {niet k)) = 
= A {nietk)>2P. 
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Zo is van elk van de vier deelgroepen in 
fig. 3 het aantal bekend. En wegens 

A {cenk)-i-A (c en {niet k)) = A (c) 

dus ook het gezochte aantal A (c). Waar-
mee de barrière van de privacy-grenzen 
omzeüd is. 
Deze methode lukt alleen wanneer er een 
'kraker' te vinden is. De privacygrens P 
mag dus zeker niet zo groot zijn dat 
[2 P, N-2 P] leeg is. Dus P < NjA. Zie 
voor een opmerking over het aantal beno-
digde vragen aan de computer de noot 
achteraan dit artikel. 

Het prijsvraag-probleem 
Bij de genoemde prijsvraag goldt P= 4 000 
en A = 16 000, dus juist de uiterste grens 
waarbij kraken op de aangegeven manier 
mogelijk is. Als hulp-criterium moest dus 
iets gezocht worden waaraan precies 
8 000 personen voldoen. 
Wie de gegevens van de prijsvraag kent 
kan nagaan dat dit het geval was voor het 
criterium: alfa-student o/gamma-student. 
Met behulp hiervan waren op boven ge-
geven wijze de aantallen te bepalen bij de 
criteria (voorzitter en CvB en PvdA), (UR 
en CPN) en (UR). En hieruit de antwoor-
den op de gestelde vragen. 

De inzending van de winnende school be-
vatte naast de bovenstaande algemene 
strategie nog een aantal andere oplossin-
gen, waarbij gebruik werd gemaakt van 

nadere gegevens uit de opgave. Gepro-
beerd werd onder meer om het aantal 
noodzakelijke vragen aan de computer te 
minimaliseren. Verder werden eventuele 
andere mogelijkheden om de bank wél 
kraakvrij te maken op bruikbaarheid on-
derzocht. Waarbij de conclusie was (over-
eenkomend met die van specialisten op 
dit gebied) dat een absoluut waterdichte 
beveiliging zeer moeilijk te vinden zal 
zijn. 
Een zestal scholen kreeg van de jury nog 
een eervolle vermelding voor hun inzen-
ding: 
Hogere Economische School Amsterdam, 
Alexander Hegius S.G. Deventer, 
Chr. Coll. Mamix v. St. Aldegonde Haar-

lem, 
Eerste Chr. Lyceum Haarlem, 
Scholengemeenschap Lelystad, 
Zeldenrust College Terneuzen. 

Noot: de hier gegeven strategie vereist (als 
er niets bekend is van ^(c) ) maximaal 4 
vragen aan de computer. Via een omweg 
kan het echter ook in maximaal 3. Daar-
bij vragen we eerst naar 

A ((c en k) of {{niet c) en {niet k))). 

Wanneer dit aantal gegeven wordt, vragen 
we verder naar A{c en k) en (zo nodig) 
naar A{{niet c) en k). In het andere geval 
wordt ^(c) direct gegeven. Probeer dit 
uit te zoeken! 

'Gebruik je knoppen 

Bij deze oefening voor hoofd en hand is het de bedoeUng datje niet alleen je hersens ge-
bruikt, maar ook je rekenapparaat. We zijn daarom niet flauw meer met een paar machten 
en wortels. Je laatje rekenrakker toch wel voldoende als een moderne slaaf voor je wer-
ken? Test jezelf door binnen het half uur de puzzel in te vullen. 
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Drie decimalen 
Voor een geordend cijferdrietal {a, b, c) 
met a>b'^cena>c kijken we naar de 
aftrekking 

a b c 
c b a , 

Wegens c <a moet er voor de aftrekking 
van de eenheden één tiental 'geleend' 
worden. Maar dan lukt het bij de tiental-
len ook niet meer zonder lenen. Zodoen-
de bestaat het antwoord (van links naar 
rechts) uit de cijfers 

( a - l - c ) , ( l O + è - l - è ) , (10+c-a). 
We zien hieraan dat na één aftrekking ze-
ker het cijfer 9 voorkomt. 
Stel dat er een Kaprekar-constante is, 
met cijfers a, b en c, dan is de aftrekking 
te schrijven als 

9 b c 
c b 9 

( 8 - c ) 9 (c+1) 
De uitkomst moet ook de cijfers è en c 
bevatten. De volgorde {b, 9, c) voldoet 
niet, dus blijft (c, 9, b) nog de enige 
mogelijkheid. Vergelijken van de hon-
derdtallen geeft c = 4, en hiermee uit ver-
gelijking van de eenheden: b = 5. 
Controle: 954 - 459 = 495 met dezelfde 
drie cijfers. 

Uit de bovenstaande afleiding blijkt dat 
495 de enige Kaprekar-constante is (bij 
3 cijfers). We weten alleen nog niet of 
elk driecijferig startgetal ook inderdaad 
een keer op 495 uitkomt. Het zou name-
lijk ook best kunnen voorkomen dat je 
belandt in een cyclus bestaande uit meer 
dan één getal. Probeer zelf uit te zoeken 
dat dit hier niet voorkomt. 

Vier decimalen 
Met vier cijfers (fl, b, c, dmeta>b>c>d 
en a > d) proberen we hetzelfde als hier-
boven met drie: 

a b c d 
d c b a 

.. . . (10+ c - 1 ~b) {10 + d-a) 
Weer moet voor de eenheden, en daarom 
ook voor de tientallen, geleend worden. 
Bij de aftrekking van de honderdtallen 
zijn er twee mogeüjkheden: b = cofb>c. 
Als b=c dan moet ook voor de honderd-
tallen geleend worden. Voor de cijfers 
van het verschil kunnen we dan schrijven: 

{a-l-d), 9, 9, (10+6?-a). 

Deze vier cijfers moeten in het geval van 
een Kaprekar-constante, na ordening 
overeenkomen met het viertal a, b, c, d. 
Dan blijkt te gelden a = b = 9 en wegens 
b = c ook c = 9, waarmee de aftrekking is: 

9 9 9 ^ 
d 9 9 9 

{8^d) 9 9 {d+l) 

Het cijfer-viertal van de uitkomst blijkt 
voor geen enkele keuze van d na ordening 
overeen te komen met het viertal9,9,9,J. 
Dus de gezochte constante zal moeten 
komen uit de tweede mogelijkheid. 

Als b > c wordt er voor de honderdtallen 
niet geleend, en zijn de cijfers van het ver-
schil te schrijven als 

{a~d){b-l -c){lO+c-l -b) {10+d~a). 

De som van beide binnenste cijfers bUjkt 
onafhankelijk van è en c gelijk aan 8 (bij 
5 mogelijke combinaties) en de som van 
de buitenste gelijk aan 10 (ook 5 combi-
naties). Dit geeft 5 X 5 = 25 verschillende 
geordende viertallen {a, b, c, d). 
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net als bij 4 cijfers. Voor het resultaat na 
één aftrekking zijn er ook hier maar 30 
(5 + 25) mogelijkheden. Als je hiermee 
volgens het recept verder rekent zul je 
zien dat het proces nergens op één getal 
eindigt (zoals bij 3 en 4 cijfers), maar in 
drie verschillende lussen. Reken maar 
verder vanaf bijv. 99954, 98622 en 
98532. 
Bij 6 cijfers wordt het zoekwerk erg om-
vangrijk. Er zijn twee Kaprekarconstan-
ten (549 945 en 631764), en ééii lus 
(bijv. vanaf 886 320). 
De echte fanaten kunnen nu nog verder 
gaan zoeken hoe het zit in andere talstel-
sels. En dan zónder hulp van hun reken-
doosje! 

Pythagoras Olympiade 

Oplossingen en prijswinnaars van de opgaven uit de vorige jaargang 

De in de vorige jaargang gestarte Pythagoras Olympiade is een behoorlijk succes gewor-
den, en we gaan er dit jaar dan ook enthousiast mee door. Op blz. 6 vind je de wed-
strijdvoorwaarden en de eerste opgaven voor de nieuwe cyclus. We hadden in het eerste 
jaar wel te kampen met een paar kinderziekten. Zo was de inzendtermijn voor de nrs. 2 
t/m 5 waarschijnhjk wat aan de korte kant, enerzijds omdat Pythagoras soms later ver-
scheen dan gepland was, en anderzijds omdat er vaak nogal wat tijd verstrijkt tussen het 
moment dat Pythagoras de school binnenkomt en het tijdstip dat het blad in de klas 
wordt uitgedeeld. Dit kan er allemaal toe hebben bijgedragen dat de zeer grote aantallen 
inzendingen in het begin (180, 133, 147 voor resp. opgave l, 2 en 3) in de loop van het 
jaar daalden tot het, gezien de moeilijkheidsgraad van de laatste opgaven, toch nog res-
pectabele aantal van omstreeks 30 voor de laatste vraagstukken. 
Onze deelnemers hadden soms ook met problemen of misverstanden te maken. Er waren 
er die alleen maar antwoorden instuurden zonder enige toelichting. Bij vraagstuk 1 heb-
ben we dit nog door de vingers gezien, maar bij de andere opgaven konden we zo iets 
niet meer goed rekenen. Sommigen waren teleurgesteld als ze bericht kregen dat hun 
oplossing niet goed was, en begrepen niet wat ze hadden fout gedaan. We zullen daar dit 
jaar op inspelen door iedereen de gelegenheid te geven na de sluitingsdatum een correcte 
oplossing van de vraagstukken te ontvangen (zie de nieuwe wedstrijdvoorwaarden). We 
blijven echter ook in de toekomst zo mogelijk oplossingen van deelnemers in Pythagoras 
publiceren. De eerste serie oplossingen vind je hieronder. 

Hiervan gaan we stuk voor stuk na of ze 
voldoen aan elk van de relaties 

b > c 
a —d & {a,b, c, d] 

lO-{a~d)e{a,b,c,d} . . 
b-c-1 e {a,b,c,d} 

9 ~{b-c)e [a, b, c, d} 

Alleen het viertal (7,6,4,1) blijkt te vol-
doen. Controle: 7641 - 1467 = 6174. 
Je kunt ook hier weer nagaan dat elk ge-
tal van vier cijfers op deze constante 6174 
uitkomt. 

Verder onderzoek 
Voor getallen van 2 cijfers ligt de zaak erg 
simpel, ga dit zelf maar na. 
Bij 5 cijfers gaat het onderzoek vrijwel 

OC 
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Commentaar: veel meetkundige oplossingen (ook die van WiUiam) gingen uit van een situatie die door 
een plaatje was aangegeven, en werkten dan met opteUen en aftrekken van oppervlaktes van driehoe-
ken, zonder zich te bekommeren om de vraag of het in andere situaties dan de getekende ook precies 
zo gaat. In het gunstigste geval waren er opmerkingen in de trant van 'als de punten anders liggen, 
gelden analoge argumenten'. Inderdaad is dit waar, maar mooi en helemaal overtuigend is zoiets na-
tuurüjk niet (we hebben dergelijke bewijzen echter wel goed gerekend). In onze bewerking van WU-
liams bewijs hebben we deze schoonheidfoutjes weggewerkt. Er waren 36 inzendingen, waarvan 28 
correct. 

Prijswinnaars: Ronald Kuil, 17 jr, 5 havo, Melanchton Rotterdam, en Frank Waaldijk, 14 jr, 4 vwo, 
Elzendaalcollege Boxmeer. Eervolle vermeldingen verdienden Jan Koen Annot, 1 7 jr, 6 vwo, Chr. Lyc. 
Veenendaal, Walter Goyen, 6 vwo, S.G. St. Michicl Geleen, Afe/«e van der Meuten, 15 jr, 4 vwo, Prot. 
Lyc. Eindhoven, en Gerard Tel, 17 jr, 6 vwo, OosterUcht CoUege Utrecht. 

PO 7. Bepaal alle natuurlijke getaUen N met de volgende eigenschap: zowel in het tientallig als in het 
zeventallig stelsel schrijft men TV met vier cijfers. Bovendien gebruikt men in het ene stelsel de-
zelfde cijfers als in het andere stelsel, maar in de omgekeerde volgorde. 

Oplossing van Johan Elzer, 16 jr, 4 vwo, Prot. Lyc. Eindhoven. 
Uit de opgave volgt: abcd in het tientalUg stelsel is dcba in het zeventaUig stelsel, waarin a, b, c, d<E 
{o, 1, 2, 3, 4, 5, 6} ofwel 1000a + 100b + \0c + d =343d + 49c + lb +a, of 3 3 3 B + 31è - 13c -
- 114d - 0. 6666, het grootste getal met 4 cijfers in het zeventallig stelsel, is gelijk aan 2400 in het tien-
taUig stelsel, dus a = 1 of a = 2. Stel a = 2, dan moet d = 5 ot'd = 6 zijn wegens -78 < 3lb ~ 13c < 
< 186. Steld= 5, dan is 666 - 570 + 316 - 13c = O en dit heeft geen oplossingen met è, c e {O, 1, 2, 
3, 4, 5, 6} . Steld = 6, dan is 666 - 684 -H 31 i - 13c = O en hieruit volgt è =c = 1. Dit geeft dus als 
oplossing 2116 en 6112. Stel a = 1, dan h d = 3 of d = 4 wegens dezelfde ongelijkheid als boven. In-
vuUen geeft weer vergelijkingen die geen toegelaten oplossingen bezitten. Er is dus maar één getal A', 
namelijk 2116 in het tientaUig stelsel, dat aan de gestelde voorwaarden voldoet. 
Er waren 53 inzendingen, waarvan 41 correct. 

Prijswinnaars: Martien Hols, 18 jr, 5 vwo, Edith SteincoUege Den Haag, en Hans van Woudenberg, 
17 jr, 6 vwo. Mill HiUcollege Gokle. 

PO 8. Bewijs dat elk positief geheel getal een geheel veelvoud heeft dat, geschreven in het tientallig 
stelsel, elk van de tien cijfers minstens één maal bevat. 

Oplossing van Jan Koen Annot, 17 jr, 6 vwo, Chr. Lyc. Veenendaal. 
Neem een wiUekeurig positief geheel getal A'. Het aantal cijfers van A' noemen we n. Noem X = 
= 1023456789 • 10". Bepaal de rest R bij deUng van X door N {O < R < N). Voor het getal Y = 
= X + N - R geldt nu dat Y een A -̂voud is en dat X < Y < X + N, dus Y begint met 1023456789, 
dus Y bevat elk van de tien cijfers minstens éénmaal. 
Er waren 28 inzendingen, waarvan 22 correct. 

Prijswinnaars: Bart van der Leemput, 16 jr, 5 vwo, St. Janslyceum 's-Hertogenbosch, en ^ncPoirma, 
16 jr, 4 vwo, BaudartiuscoUege Zutphen. 

PO 9. Voltooi de volgende staartdeling en bewijs 
ook dat dit slechts op één manier mogelijk is. 

ó 
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Pythagoras 

Dit tijdschrift wordt uitgegeven onder auspiciën van de Nederlandse Onderwijs Commissie 
van het Wiskundig Genootschap. 

Redactie 
ƒ Dr. J. van de Craats, R.U. Math. Inst., Postbus 9512, 2300 RA Leiden 
* Bruno Ernst, Stationsstraat 114, 3511 EJ Utrecht 
< W. Kleijne,Treverilaan39, 7312HB Apeldoorn 
's? Ir. H.M. Mulder, Geersbroekseweg 27, 4851 RD Nieuw Ginneken. 

Secretariaat 
A Drs. H.N. Pot, Tournoysveld 67, 3443 ER Woerden. 

Aan dit adres kunnen bijdragen voor Pythagoras worden gezonden. 

Medewerkers van de redactie 
W. Ganzevoort. M.C. van Hoorn, W. Pijls, G.A. Vonk, D.K. Wielinga. 

Verdere gegevens 
Pythagoras verschijnt 5 maal per schooljaar. 
Voor leerlingen van scholen, collectief besteld via één der docenten, f 7,90 per jaargang. Voor anderen 
f 12,95. 
Abonnementen kan men opgeven bij Wolters-Noordhoff bv. Afdeling Periodieken, Postbus 58, 
9700 MB Groningen. 
Bij elke 8 abonnementen of een gedeelte ervan (met een minimum van 5) wordt één gratis abonnement 
verstrekt. Maximaal 10 gratis abonnementen per school. 
Het abonnementsgeld dient na ontvangst van een nota te worden gestort op girorekening 1308949 van 
Wolters-Noordhoff. 
Het geheel of gedeeltelijk overnemen van de inhoud zonder voorafgaande schriftelijke toestemming 
van de redactie is niet toegestaan. 
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