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Een foto uit 1909 van een Russische landeige-
naar in zijn kantoor - met telraam. 
Telramen in verschillende uitvoeringen zijn 
onder meer in Rusland en iii Azië vaak het 
normale rekengereedschap. 

BIJ DE VOORPLAAT 
Twee rekenaars, Boëthius en Pythagoras, in concurrentie met verschillend 'rckengereedschap'; de 
pen en de penningen. De prent komt voor in een boek over de Zeven Vrije Kunsten uit 1503, ge-
schreven door de Duitse kloosterprior Gregor Reisch. Zie het artikel 'Rekenen, vroeger en nu'. 



De grootste zichthoek 

We fietsen over een rechte weg langs een dorp met twee kerktorens. Hoe dichter we 
het dorp naderen, hoe groter de hoek wordt waaronder we de beide torens zien. Tot-
dat . . . deze hoek ineens snel afneemt, nul wordt en dan weer toeneemt, om ten slotte 
heel geleidelijk weer terug te gaan naar nul. Inmiddels moeten we natuurlijk wel achterom 
kijken. 
Hoe zit dit precies. Hoe is het afwisselend toe- en afnemen van de zichthoek te verklaren'? 
Kunnen we een functie vinden die deze variatie beschrijft? En in het bijzonder: hoe vinden 
we de punten op de weg waar de zichthoek maximaal is? 
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Tig. 1 geeft een schets van de weg en de 
beide torens. Fig. 2 geeft hiervan de 
plattegrond, met torens in A en B en de 
weg w. In punt O zien we de torens in 
één lijn, dus onder een hoek nul. Heel 
ver weg, dus vóór P en voorbij U, is de 
zichthoek ook zowat nul, dus het kan 
niet anders of ergens ertussenin moeten 
maxima voorkomen, ongeveer in Q en 
in T. In de figuur is te zien dat het 
maximum links van O groter zal zijn dan 
het maximum rechts van O. 

Oud probleem 
Vermeldenswaard is dat een dergelijke 
opgave, in het speciale geval waarbij 
de lijn door de torens juist loodrecht op 

de weg staat, al gesteld is in 1471 door 
Johannes Muller (ofwel Regiomontamis, 
naar zijn Beierse geboorteplaats Königs-
berg). Misschien verbaast het je dat dit 
probleem al zo oud is. Maar wellicht nog 
interessanter is dat, voor zover men heeft 
kunnen nagaan, dit de eerste keer is na 
de bloeitijd van de wiskunde in de Griek-
se oudheid, dat gevraagd werd naar het 
maximum of minimum van een variabele 
grootheid. 
We zullen twee heel verschillende manie-
ren laten zien waarop je naar antwoorden 
op de gestelde vragen kunt zoeken. 
Daarna volgt een vergelijking van de 
resultaten. 
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Een antwoord uit formules 
Fig. 3 geeft nogmaals de plattegrond. 
De lijn door A en B maakt met de weg 
een hoek y,AO = a, BO = b. Wc zoeken 
naar de relatie tussen I/J en x in formule-
vorm, met daarin a, b en y als constan-
ten. 
De sinus- en cosinusregel in de driehoe-
ken ABX, AOX en BOX levert een acht-
tiental relaties tussen zijden en hoeken. 
De kunst is om er zodanig enkele uit te 
kiezen dat na eliminatie van de niet ge-
wenste zijden en hoeken een zo een-
voudig mogelijke formule overblijft. Je 
mag proberen of dit je lukt, achterin 
is een mogelijke afleiding aangegeven. 
De gevonden formule kan er uitzien 
als 
(a b) sin 7 , «è , , ,, ,,, 
^ i '=x+ — - ( ö + o)cos7 (1) 

tan 1/) X 
Bij gegeven a, b en 7, zeg a = 5, è = 3, 
7 = 120°, is uit (1) voor elke afstand 
.V de zichthoek ^p nauwkeurig te bere-
kenen. Fig. 4 geeft de grafiek van de 
steeds positief beschouwde zichthoek 
als functie van de plaats op de weg. 

o X X 
Fig. 3. 

Fig. 4. 
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Met gebruikmaking van formule (1) zoe-
ken we nu naar de grootste zichthoek. 
Een uiterste waarde voor ^p komt overeen 
met een uiterste waarde voor tan (/? en 
deze weer met een uiterste waarde voor 
het hele linkerlid van (1). Dit omdat de 
functies i/? ̂  tan i/) en x -^ l/x monotoon 
zijn (overal stijgend of overal dalend). 
Het rechterlid bereikt een extreem voor 
de waarde van x, waarvoor de afgeleide 
naar x van dit rechterlid O is. Differen-
tiëren en nulstellen geeft 

x,„'^ab = 0 (2) 

Uiterste waarden voor de zichthoek blij-
ken dus voor te komen op een afstand 
\/ab zowel links als rechts van O. Merk 
op dat deze uitkomst onafliankelijk blijkt 
te zijn van 7. 

Een antwoord uit figuren 
We gebruiken de eigenschap die in fig. 
5 is aangegeven. Wanneer de torens ge-
zien worden vanuit verschillende punten 
op een cirkel door A en B, dan is de 
zichthoek steeds even groot. Tenminste 
zolang we blijven op één van de beide 
delen (bogen) waarin de cirkel door de 
torens verdeeld wordt. Merk op dat bij 
een grotere cirkelboog met dezelfde eind-
punten A en ö juist een kleinere omtreks-
hoek hoort. 
Een bijzonder geval is getekend in fig. 
6. Het hoekpunt P van de omtrekshoek 



nadert hier langs de cirkelomtrek tot het 
eindpunt B van de boog. Hierbij nadert 
het been PB tot de lijn AB, terwijl het 
been PA nadert tot de raaklijn r 'm A 
aan de cirkel. Dus de hoek bij A tussen 
r en AB wordt steeds dichter benaderd 
door de hoek APB, en deze hoek zal 
dus in grootte gelijk moeten zijn aan de 
steeds even groot blijvende omtreks-
hoek/l/'ö. 

Een bewijs voor de gelijkheid van de 
omtrekshoeken is te vinden via de relatie 
met de middelpuntshoek. In fig. 7 zijn 
wegens de gelijke lengten van de stralen 
de driehoeken AMP en BMP gelijkbenig. 
Daarom zijn de hoeken die de lijn PM 
achtereenvolgens maakt met de benen 
PA en PB van de omtrekshoek/^/'ö, juist 
Iialf zo groot als de hoeken die deze lijn 
maakt met de benen MA en MB van de 
middelpuntshoek AMB. De hele omtreks-

hoek zal dus ook half zo groot zijn als 
de hele bijbehorende middelpuntshoek. 
Ga na dat dit ook geldt voor het geval 
dat het binnengebied van de omtreks-
hoek niet het middelpunt M van de boog 
bevat. 
Omdat bij elke omtrekshoek met benen 
door A en 5 en hoekpunt op dezelfde 
omtreksboog, dezelfde dubbele middel-
puntshoek AMB hoort, zijn al deze 
omtrekshoeken onderling even groot. 

Met deze kennis is het nu niet moeilijk 
om in fig. 2 de maximale zichthocken in 
te tekenen. Teken cirkelbogen met mid-
delpunt op de middelloodlijn m van AB 
en met eindpunten A en B. Zoek daarbij 
naar de cirkels die juist raken aan de weg 
w, zie fig. 8. Het raakpunt is dan het punt 
van vv met een maximale zichthoek. 
Want door andere punten op de weg in 
de buurt van het raakpunt gaan cirkel-
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Pythagoras Olympiade 

Nieuwe opgaven (oplossingen inzenden vóór 31 maart 1981) 

N.B.: Er worden goed gemotiveerde en volledig uitgewerkte oplossingen verlangd. Een 
antwoord alleen is niet voldoende! 

PO 22. Gegeven is een vlakke stangenvierhoek ABCD, dat wil zeggen vier stangen AB, 
BC, CD en DA die scharnierend-aan elkaar zijn bevestigd. In zekere stand staan 
de diagonalen AC en BD loodrecht op elkaar. 
Bewijs dat hetzelfde geldt vooralle mogelijke standen van de stangenvierhoek. 

PO 23. Men heeft een rood vat en een groen vat. In het rode vat bevinden zich 1981 
ballen, genummerd van 1 tot en met 1981. Het groene vat is leeg. Men schept 
een aantal ballen uit het rode vat in het groene vat. Daarna blijkt bij geen enkel 
paar ballen uit het groene vat het nummer van de ene bal tienmaal zo groot te 
zijn als het nummer van de andere bal. 
Hoeveel ballen zijn er minstens in het rode vat achtergebleven? V O 

PO 24. In een vlakke vijfhock V zijn Mi tot en met Ms de middens van de opeenvol-
gende zijden. Z,- is het zwaartepunt van driehoek Mj Mj^, Af/+ 3 (/ = 1, . . ., 5; men 
steh M(,=MI,MT= MJ en Mg = M3). 
Beschrijf een methode om de hoekpunten van V te bepalen als de vijfhoek 
Z1Z2Z3Z4ZS gegeven is en geef een bewijs dat die methode correct is. 

Wedstrijdvoorwaarden en prijzen 
* Leerlingen van het voortgezet onderwijs kunnen hun oplossing van een of meer opga-

ven insturen aan: Pythagoras Olympiade, Brederode 29, 2261 HG Leidschendam. 
Let op de inzendtermijn en zorg voor voldoende frankering. 

* Vermeld op elk (éénzijdig beschreven) vel: naam, adres, geboortedatum, school, 
schooltype en klas. Elke oplossing moet op een nieuw vel beginnen. 

* Oplossingen dienen gemotiveerd en volledig uitgewerkt te zijn, met verklarende tekst 
in goed lopende zinnen. Slechts goed leesbare inzendingen worden bekeken. 

* Wie een aan zichzelf geadresseerde en als brief gefrankeerde open enveloppe meezendt, 
ontvangt na de inzendtermijn onze oplossingen. 

* Per opgave worden onder de goede oplossers twee boekebonnen van ƒ 10,- verloot. 
* De opgaven van één jaargang vormen samen de ladderwedstrijd. De drie inzenders 

van de meeste goede oplossingen krijgen elk een boekebon van ƒ 25,-. 
* De beste tien van de ladderwedstrijd die niet in een examenklas zitten, krijgen een 

uitnodiging voor de tweede ronde van de Nederlandse Wiskunde Olympiade. Zij hoeven 
zich dus niet via de eerste ronde te klasseren. 
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Rekenen, vroeger en nu 

In de veelheid van manieren waarop in verschillende tijden en door verschillende volke-
ren cijferberekeningen zijn uitgevoerd, is ruwweg de volgende tweedeling te maken: 
- De telraamachtige methoden, waarbij de getallen worden weergegeven door een pa-

troon van verplaatsbare kralen, steentjes, penningen etc. 
De pen-en-papier-methoden, waarbij getallen door geschreven symbolen worden voor-
gesteld. 

Daarnaast zijn dan nog afzonderlijk te noemen de rckenliniaal (in de huidige vorm sinds 
± 1850) en het recente elektronisch werkende rekendoosje. 
Kijkend naar de erbij gebruikte hulpmiddelen zien we de telraammethoden verschijnen 
in de vorm van: 
- de abacus, waarbij de 'kralen" in vaste banen kunnen bewegen (zie fig. 1), en 
- het rekenen op de lijnen, waarbij op een tafelblad (of op papier) alleen een aantal 

evenwijdige lijnen voorgetekend zijn. waarop de losse rekensteentjes of rckenpennin-
gen worden uitgelegd. 

Op een viertal methoden gaan we hier wat nader in.* Er zal uit blijken dat er ook andere 
manieren zijn om te rekenen dan het in (of: tot?) de huidige tijd zozeer vertrouwde 
'staart'delen en het vermenigvuldigen 'onder elkaar' op de lei of op kladpapier. 
In dit artikel zijn ingezonden bijdragen verwerkt van de heer G. A. Bosteels en de heer 
B. de Leeuw. 

Het rekenen op de lijnen 
Deze rekenmethode is in onze streken 
vanaf de middeleeuwen honderden jaren 
lang erg populair geweest. Beschrijvingen 
ervan zijn te vinden in veel van de oudste 
gedrukte rekenboeken, bijvoorbeeld in 
dat van Robert Recorde (een Engelsman) 
uit 1542, The Ground of Arts, waaraan 
hier de figuren 4 en 5 zijn ontleend. 

lig. 1. 
Ixn Russisch telraam (stsjoty) met 10 kralen 
per lijn, speciaal ingericht voor het rekenen met 
geldbedragen. De kralen op de eerste en vierde 
lijn zijn voor kwarten van de eenheid op de lijn 
erboven. Zie ook de foto op de binnenonislag 
van dit nummer. 

* Meer hierover is te vinden in: D. J. Struik, 
Tellen: zonder en met cijfers (Torusreeks, 
Wolters-Noordlioff, Groningen 1971). 
Zeer uitgebreid is: K. Menniger, Zahl und 

Zahlwort, 2 delen, ook in lingclsc vertaling. 
Uit dit boek zijn de foto's bij dit artikel 
overgenomen. 
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We laten nu zien hoe hiermee de vier 
hoofdbewerkingen zijn uit te voeren. Dit 
zal wellicht omslachtig (en weinig be-
trouwbaar) lijken, maar alleen al uit het 
feit dat de methode het eeuwenlang heeft 
uitgehouden mag blijken dat dit in de 
praktijk zeker meevalt. 
Optellen. Zie fig. 2. De beide op te tellen 
aantallen worden eerst links en rechts 
apart uitgelegd (2a). Dan wordt alles per 
lijn bij elkaar geschoven (2b), waarna 
wordt 'gereduceerd' tot er maximaal vier 
steentjes per lijn (en nul of één ertussen) 
liggen. 
Aftrekken. Uitgaande van het patroon 
van fig. 3a wordt eerst het linker getal 
zover gesplitst dat alle aftrekkingen direct 
per lijn mogelijk zijn (3b), waarna het 
links en rechts wegnemen van gelijke aan-
tallen het resuhaat oplevert (3c). 

Vermenigvuldigen. We geven als voor-
beeld 365 X 1542, waarmee de eerder ge-
noemde Recorde het aantal dagen bere-
kende dat verstreken was sedert het begin 
van de jaartelling (de schrikkeldagen telde 
hij er later ook nog bij). Eerst worden 
weer beide factoren naast elkaar uitgelegd 
(4a). In fig. 4b geeft het handje aan dat 
van de tweede factor het steentje op de 
1000-lijn is verdwenen. Hiervoor in de 
plaats is in het derde vak 365 000 gelegd. 
Als volgende stap (4c) wordt in de tweede 
factor de 100-lijn (met één 500-steentje 
erboven) leeggemaakt en vervangen door 
vijfmaal 36 500 in het derde (uitkomst)-
vak. Dit uitkomstvak wordt nu eerst ge-
reduceerd (4d). Na verdere toevoeging 
van viermaal 3650 en tweemaal 356 ont-
staat ten slotte, na een laatste reductie, 
de eindstand (4e). 

• • — 

365 X 1542 

. . — • 
* c • * c -' • 

• 
h • —•-•— 

365 X 542 +365000 

• 
-A- • • • • • 

^ 1 ^ • • • • • 

c • ^ 
365 X 42+365000 + 5 x 3 6 5 0 0 

1 ig. 4. De vermenigvuldiging 365 X 1542 = 562 830. 

• 
• 

• 
H • 

365 > 42 + 547 500 
• 
• 

• 
• 

p • 

365 X O + 562 830 

Delen. Fig. 5 geeft enkele tussenstadia 
van de deling 16 320 : 160, uitgevoerd 
volgens het principe van het herhaald af-

trekken. Fig. 5a toont de opgave, met een 
voor de uitkomst opengelaten midden-
vak. 

• 

• 
a 

• 

• •-• 
b 

160 16320 160 

Fig. 5. De deling 16 320 : 160 = 102. 

* 
— • • 
—• 

C 1 « . I  
100 320 160 102 
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Grote getallen 
Het handigste hulpmiddel in de huidige 
tijd is natuurlijk het rekendoosje. Voor 
de meeste typen is echter 9999 X 9999 
de grootste vermenigvuldiging met een 
exact antwoord. Is voor grotere getallen 
het kladpapier toch weer noodzakelijk? 
Een vermenigvuldiging van twee grote 
getallen kan altijd op de volgende manier 
worden herleid: 

123 456 789 X 987 654 321 = 
= (123 000 000+ 456 000+ 789) X 

(987 000 000 + 654 000 + 321) = 

321 X 789 
321 X 456 X 10^ 
654 X 789 X 10^ 

321 X 123 X 10* 
654 X 456 X 10* 
987 X 789 X 10* 

654 X 123 X 10' 
987 X 456 X 10' 

+ 987X 123 X 10*^ 

Per regel zijn de produkten nu wel met 
het rekendoosje te vinden. Deze uitkom-

sten kunnen (met het juiste aantal nullen) 
onder elkaar op papier worden geschre-
ven en opgeteld. Voor wie het zelf wil 
proberen hier ter controle het antwoord: 
121 932 631 112 635 269. 
Veelal zal je rekendoosje ook de zojuist 
genoemde eindoptelling nog kunnen uit-
voeren, zodat papier uitsluitend nodig 
is om het resultaat op te noteren. Het 
doosje moet daartoe een berekening 
als bijvoorbeeld 5 + 6 X 7, ingetoetst 
in deze volgorde, correct kunnen uit-
voeren. Dit kan gebeuren door een 
automatische 'hangende bewerking' (de 
+-opdracht wordt intern uitgesteld in af-
wachting van een eventueel nog volgen-
de X-opdracht) of door gebruik te maken 
van haakjes of van een geheugenplaats. 
De essentie van de methode is dat telkens 
wanneer de laatste drie cijfers van het 
tussenresultaat ook cijfers zijn van het 
eindantwoord, deze cijfers op papier 
worden genoteerd, waarna deze cijfers 
van het tussenresultaat in het doosje 
worden 'afgehaald' door aftrekken en 
delen door 1000. Probeer na te gaan hoe 
een en ander op je eigen rekendoosje is 
uit te voeren. 

'Spelen nnettreintjes 

ledereen die wel eens met treintjes heeft gespeeld, kent het verschijnsel: je hebt een 
prachtige baan vol wissels en kruisingen gebouwd, je laat de trein rijden en na een tijdje 
is hij terechtgekomen in een vast circuit. Hij blijft steeds hetzelfde rondje rijden en komt, 
tenzij je wissels verzet, nooit meer op de andere gedeelten van de baan. Het is niet zo ver-
wonderlijk dat de trein op den duur steeds hetzelfde traject gaat afleggen: er zijn maar 
eindig veel stukken tussen de wissels en elke wissel kent twee standen. Als je de zaak 
dus op zijn beloop laat en de trein laat rijden, zal op een bepaald moment de toestand 
weer precies zo zijn als op een eerder tijdstip en de trein zal dus weer precies dezelfde weg 
gaan afleggen. Het vervelende is aüeen dat zo'n stationaire baan vrijwel nooit het hele 
traject beslaat. Bijna altijd zijn er hele stukken die ongebruikt liggen. Hoe zou dat toch 
komen? 
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wissel /o/x/erveermechanisme 

Fig. 1. 

Stationaire banen 
Bij het onderzoek van deze kwestie kun-
nen we de knüsingen in de baan buiten 
beschouwing laten: elk kruispunt kun je 
immers door een ongelijkvloerse kruising 
vervangen. Voor het gemak zullen we ook 
kniiswissels buiten beschouwing laten. 
Onze baan bevat uitsluitend gewone wis-
sels. Nu zijn die er in twee soorten, zie 
fig. I. Bij de ene soort is er een veertje 
dat ervoor zorgt dat de wissel in dezelfde 
stand blijft staan, ook na het passeren 
van een trein langs 'verkeerd spoor' 

Bij de tweede soort blijft de wissel na 
het passeren van de trein in de nieuwe 
stand staan. (In oude sporen voor op-
windtreinen waren de wissels soms zo 
stroef dat oprijden van de verkeerde kant 
leidde tot ontsporing. Met zulke wissels 
zijn geen voor ons interessante circuits 
mogelijk.) We zullen ons beperken tot 
wissels van de tweede soort, dus zonder 
vccrmechanisme. 
Stel dat we in een stationaire baan terecht 
zijn gekomen. Alle wissels die in dezelfde 
stand blijven staan, kunnen we net zo 
goed weglaten. We willen alleen weten 
hoeveel bewegende wissels er zijn en hoe 
ze over de baan verdeeld zijn. Dat is de 
betekenis van onze vraag: hoeveel ver-
schillende soorten stationaire banen 
bestaan er'' 
Hier is het verrassende antwoord: er zijn 
er precies twee! Namelijk het enkel-
voudige circuit zonder bewegende wissels 
van fig. 2a en de dubbele lus met twee 
wissels van fig. 2b. In dit laatste circuit 
worden de wissels door de passerende 
trein telkens omgezet en de lussen wor-
den afwisselend linksom en rechtsom be-
reden. 

Fig. 2a 
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Fig. 4. 

-i 1-

Fig. Sa. 

Fig. 5b. 

Heb je méér dan twee wissels in je baan 
ingebouwd, dan zul je dus om de hele 
baan te blijven berijden telkens wissels 
moeten omzetten. We gaan dit aan-
tonen. 

Hoe zien stationaire banen er uit? 
Laten we aannemen dat de trein in een 
stationaire baan terecht is gekomen. 
We beginnen hem nu te volgen vanaf een 
vast punt A, dat we niet op een wissel 
kiezen. Stel maar dat de trein in fig. 3 
bij A naar hnks begint te rijden. Zolang 
de trein niet komt op een punt waar hij 
al eens eerder is geweest (na zijn vertrek 
uit A), is er aan het gereden traject niets 
meer veranderd na het passeren van de 
trein. Een tweede trein die uit A vertrekt 
in dezelfde richting zal precies hetzelfde 
traject gaan afleggen. Als de eerste trein 
dus weer in A terugkomt zonder eerder 
'bekend terrein' te hebben aangedaan (en 

dus A weer van rechts naar links passeert), 
zal hij weer precies dezelfde weg gaan af-
leggen. De baan is een enkelvoudig ge-
sloten circuit (fig. 4). Alle eventueel 
aanwezige wissels blijven steeds in dezelf-
de stand staan en kunnen dus net zo goed 
weggelaten worden. 
Stel nu dat de trein, voordat hij A weer 
bereikt, wél ergens op een stuk komt 
waar hij al eens eerder is geweest. Op het 
moment dat dit voor het eerst gebeurt, 
komt hij via een wissel W op de oude 
baan terecht. Dit zou op twee manieren 
kunnen (fig. 5). Bij mogelijkheid 5a komt 
hij nooit meer uit de lus vandaan, want in 
die lus is na de eerste doorkomst niets 
veranderd: de tweede keer (en alle vol-
gende keren) legt hij dus weer precies 
hetzelfde traject af. Hij komt nooit meer 
in A, en A kan dus niet in de stationaire 
baan zitten, in tegenspraak met wat we 
hadden aangenomen. Dus alleen mogelijk-
heid 5b blijft over. De trein is niet meer 
op het stuk tussen W en A geweest en 
daarom is er aan dat gedeelte van de baan 
niets gewijzigd: hij rijdt van W dus hele-
maal terug naar A. 
Na het passeren van A begint de trein 
aan een nieuw, nog onbereden stuk baan. 
We wachten nu op het moment dat hij 
voor het eerst weer op bekend terrein 
komt, via een tweede wissel W'. Dit kan 
op zes manieren: 
- Fig. 6ab, met W' op het nieuwe stuk 

rechts van A. 

Fig. 6b 
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- Fig. 7ab, met W' tussen A en W. 
— Fig. 8ab, met W' op de oude lus links 

van W. 
Alleen in het geval van fig. 6b en 7b blij-
ken er geen stukken van de baan onbe-
reikbaar te zijn geworden. Dit is juist 
het patroon van de tweelussenbaan van 
fig. 2b. 

Hiermee is de verklaring voltooid. 
Misschien denk je uit zo'n stationaire 
baan te kunnen ontsnappen door een 
eindje achteruit te rijden, maar als je 
het voorgaande nog eens doorleest zul 
je zien dat dit ijdele hoop is. Ontsnappen 
is alleen mogelijk door een van de 'dode' 
wissels om te zetten. 

Denkertjes 

1. Waarom is bij een baan zonder dood spoor het aantal wissels altijd even'' 

2. Kan bij niet-terugverende wissels een tweede trein die via een niet-gebruik-
te wissel een stationaire baan binnenkomt, de eerste trein helpen ontsnap-
pen als (a) beide treinen alleen vooruitrijden; (b) de eerste ook achteruit 
mag rijden; (c) alleen de tweede achteruit mag rijden; (d) beide treinen 
voor- en achteruit mogen rijden? 

3. Ontwerp een stationaire baan met vier terugverende wissels. 
En ook met In van deze wissels. 

'Sonnformules 
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"Puzzel datum blokjes 

Een fabrikant brengt een apparaatje op de markt waarmee het gehele jaar door de juiste 
dag, datum en maand is aan te geven. Het bestaat uit vier kubusvormige blokjes met de 
dag- en maandnamen en een aantal cijfers op de zijvlakken (zie fig. 1). Een kubus (met 
zes zijvlakken) wordt gebruikt voor de twaalf maanden. Op elk zijvlak staan er twee waar-
van er steeds een wordt afgedekt. Ook de zeven weekdagen staan op één kubus. 
Hier gaat het ons nu om de manier waarop met de twee overige kubussen de 31 verschil-
lende datumnummers kunnen worden gemaakt. Op elk zijvlak staat één groot cijfer, zie 
fig. 2. De vraag is: welke cijfers staan er op de niet-zichtbare zijvlakken van beide kubus-
sen? Kunnen er zijvlakken ongebruikt blijven of zijn er tekort? (Antwoord achterin.) 

I ig. 1. l ig . 2. 

Puzzel maandblokjes 
Een stuk moeilijker is het om iets soortge-
lijks te vinden voor de twaalf maandna-
men. Als we drie kubussen gebruiken, 
met op elk zijvlak één grote letter, zijn 
dan alle drie-letterafkortingen (fig. 3) mo-
gelijk'.' 

Jan fGb mrt apr 
mGi jun JUl aug 
5GP okt nov dGC 

We zien al snel dat er 20 verschillende let-
ters voorkomen en er zijn maar 3 X 6 = 
= 18 zijvlakken. Als je goed kijkt zie je 
echter vier letterparen bij omkering in el-
kaar overgaan. Kan het dan toch wel? 
We vragen niet naar alle eventuele oplos-
singen. Als je er één gevonden hebt zul je 
het, net als wij en een eventuele fabri-
kant, wel mooi vinden. Aanwijzing: begin 
met een frequentietabel voor de 16 sym-
bolen; welke twee komen in aanmerking 
om dubbel voor te komen? 

1 ig. 3. 
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'Alsjeliniaaltekortis 

Stel dat je een lijn van A naar B wilt trekken, maar alleen een liniaal tot je beschikking 
hebt die te kort is (fig. 1). Je kunt dan natuuriijk in A beginnen, de juiste richting gok-
ken, de lijn die je krijgt veriengen en kijken of je zo in B terechtkomt. Na een paar keer 
proberen zul je wel een bevredigend resultaat bereikt hebben. Er zijn echter ook metho-
des die, ahhans theoretisch, het probleem na een paar tussenstappen exact oplossen. Hier 
volgt het recept van zo'n methode. 

Trek net als in fig. 2 lijnen a en b door 
A en lijnen c en d door B. Zorg ervoor 
dat de snijpunten C van a en c enD van b 

Fig. 3. 

Fig. 2. Zo vind je een punt S op AB. 

en d niet te ver uit elkaar liggen. (Je kunt 
gekozen lijnen zoals a, b, c en d onbe-
perkt verlengen door de liniaal telkens te 
verschuiven. Een moeilijkheid ontstaat 
pas als je een lijn wilt trekken door twee 
ver uit elkaar gelegen punten en nog geen 
'beginstuk' hebt.) 
Kies nu punten /T op c en /'"op b op zo'n 
manier dat ook de snijpunten G van DE 
en a en // van CF en d niet te ver uit el-
kaar liggen. Het snijpunt Svan/TFen GH 
ligt dan altijd op AB\ Als je liniaal lang 
genoeg is om AS of SB te trekken, is het 
probleem opgelost. Voer anders het re-
cept nog een keer uit om een tweede punt 
S' op AB te vinden niet te ver van S. SS' 
zal dan na verlenging door A en B moeten 

Fig. 4. De plattegrond van de figuren 2 en 3. 

gaan. 
Je hebt erg veel vrijheid bij het uitvoeren 
van het recept. De lijnen a,b,c en d en de 
punten E en F behoef je alleen maar zo te 
kiezen dat de punten C, D, E, F, G en H 
niet te ver uit elkaar liggen. Hoe bestaat 
het dat S toch altijd op AB ligt? 
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hoekige driehoek valt het hoogtepunt in 
het buitengebied. 
Neem nu vier lijnen (geen drietal door één 
punt, geen tweetal evenwijdig). Als je één 
van die vier lijnen weglaat, vormen de 
overige drie een driehoek. Elk van de vier 
lijnen kun je nemen, dus er zijn zo vier 
driehoeken te maken, elk met een eigen 
hoogtepunt. Nu komt het verrassende: de 
vier hoogtepunten liggen op één lijn\ 
Fig. 12 geeft een illustratie hiervan. De 
vier lijnen zijn m , , m2 .m^, m^ genoemd 
en de vier hoogtepunten / / j , H2, H^ en 
H4. / / , is het hoogtepunt van de driehoek 
die je krijgt door de lijn nii weg te laten. 
Evenzo voor H2, H^ en H4. Om te bewij-
zen dat de vier hoogtepunten op één lijn 

1 ig. 12. 'V'ier hoogtepunten op één lijn. 

liggen, is het voldoende een methode te 
geven om aan te tonen dat H3 op de lijn 
H1H2 hgt. Op dezelfde manier kun je dan 
laten zien dat H4 ook op //1//2 ligt. 
Voor het bewijs dat H3 op //i7/2 ligt, vul-
len we fig. 12 aan tot een Pappus-figuur 
zoals fig. 7, maar dan met één van de lij-
nen, de lijn door f j , ö i en Ri, op onein-
dig (zie fig. 13). Voor de lijn door P2, Q2 
en R2 nemen we m^. Zoals je in de teke-
ning kunt zien worden de hoogtepunten 
Hl, ff2 en / / j precies de punten P^, Q3 
en R3I Volgens de stelling van Pappus lig-
gen ze dus op één lijn. Dat is het hele be-
wijs. 

lig. 13. len bewijs met 
de stellingvan Pappus. 

# , 

Denkertjes 

De schets hiernaast is gemaakt naar 
een foto van een doel op een voetbaF  
veld. Slechts de horizon, het doel en 
de schaduw van één van de doelpalen 
zijn getekend. Teken de schaduw van de lat en van de andere paal. 

2. Waar liggen in fig. 6 de punten van a die corresponderen met punten van n 
boven de horizon hl En met de punten van tr die onder a liggen? 
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3. Hoe loopt het bewijs van de stelling van Pappus als in fig. 5 de lijnen CF en 
DE evenwijdig lopen? Wat is er dan in het origineel aan de hand? 

4. Controleer in fig. 7 en fig. S:/*,-, Qj en R,^ liggen op één lijn dan en slechts dan 
als / + / + k een drievoud is. 

5. Gegeven zijn lijnstukken AB en CD en punten S e 
zo, dat SDII BC / / A T en SD / / TC. Bewijs 
dat de lijnen AB, CD en ST door één punt gaan. 

Ga met behulp van dit resultaat na dat als AB en 
CD krachten voorstellen die op een lichaam 
werken, de vector 7".̂  de resultante geeft van 
beide krachten. (Krachten kun je voorstellen 
door vectoren; vectoren met dezelfde 
grootte, richting en lijn waarlangs *" ^^ 
ze liggen, stellen dezelfde kracht voor.) 

Internationale wiskundewedstrijd 

Mersch, Luxemburg, 9 - 1 4 juli 1980 
Begin 1980 werd duidelijk dat de berichten als zou de Internationale Wiskunde Olym-
piade 1980 in Mongolië plaatsvinden, niet op waarheid berustten. Luxemburg bood toen 
aan een mini-olympiade te organiseren voor een klein aantal landen. Aan deze wedstrijd 
hebben veertig vwo-leerUngen uit zes landen meegedaan. Een vergelijkbare wedstrijd vond 
ongeveer gelijktijdig plaats in Finland (met vier deelnemende landen), terwijl Oostenrijk 
en Polen een tweekamp organiseerden. In 1981 zal in de Verenigde Staten echter weer 
een 'grote' Internationale Wiskunde Olympiade worden gehouden. 
De Luxemburgse wedstrijd werd gehouden op 10 en 11 juli in Mersch, 15 km ten noorden 
van de stad Luxemburg. Zoals gebruikelijk was er op beide dagen een zitting van vier uren 
met drie opgaven. Tevoren had een internationale jury de vraagstukken uit de ingezonden 
voorstellen geselecteerd en van een puntenwaardering voorzien. De gekozen opgaven 
waren afkomstig uit Groot-Brittannië (nr. 1), Luxemburg (nr. 2), Joegoslavië (nr. 3), 
België (nr. 4) en Nederland (ms. 5 en 6). Na de wedstrijd beoordeelde de jury het werk. 
Elke deelnemer kon maximaal 40 punten behalen. Er waren elf deelnemers met een score 
van 22 tot en met 29 punten. Zij kregen elk een derde prijs. De zeven deelnemers met 
30 tot en met 35 punten kregen een tweede prijs. Er werd slechts één eerste prijs uitge-
reikt, en wel aan de 18-jarige Kareljan Schoutens uit Bergen op Zoom, die 37 punten ver-
zamelde. De tweelingbroers Erik en Herman Veriinde uit De Meern waren de andere 
Nederlandse prijswinnaars, met respectievelijk 34 p. (tweede prijs) en 23 p. (derde prijs). 
De resultaten van de overige Nederianders waren: Barteld Braaksma (Stadskanaal) 8 p., 
Marcel de Jeu (Pernis) 10 p., Charles Koopcrberg (Rotterdam) 19 p.. Jan Adriaan Leeg-
water (De Bih) 20 p.. Peter Stevenhagen (Santpoort) 21 p. Voor Nederland hadden zit-
ting in de internationale jury dr. J. van de Craats (RU Leiden) en drs. A. W. Boon (Chr. 
(ïymn. Sorghvliet Den Haag). De prijzen werden op 13 juh uitgereikt door de minister van 
Onderwijs van Luxemburg. Voor de deelnemers en de leden van de jury waren een rondrit 

\\T 
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door Luxemburg en een bezoek aan de EEG-instellingen in de stad in het programma op-
genomen. 
Ook dit jaar is de Nederlandse ploeg weer met lesbrieven op de wedstrijd voorbereid. 

^Opgaven 
Van 3 en 6 staan oplossingen achterin, de overige komen in de volgende aflevering. 
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