
4 
jaargang 20 / februari 1981 

^ wiskundetijdschrift 
voor jongeren 
wolters-noordhoff 

verschijnt 5 x per schooljaar 

Pythagoras 



Van een van onze lezers, Oskar van Deventer uit Naarden, ontvingen we foto's van enkele tastbare 
resultaten van zijn onderzoek op het gebied van de meer of minder regelmatige veelvlakken. Hij be-
dacht het volgende systeem om uit een gegeven veelvlak (al dan niet regelmatig) en andere veelvlak af 
te leiden. Breng door iedere ribbe van het oorspronkelijke veelvlak een vlak aan dat gelijke hoeken 
maakt met de beide aan de ribbe grenzende zijvlakken. Door al deze 'raakvlakken' samen wordt nu een 
nieuw veelvlak begrensd. 
Op de foto's zijn van links naar rechts resultaten te zien van het tweemaal na elkaar toepassen van deze 
procedure (makkelijker gezegd dan gedaan!) op de drie Uchamen links. Dit zijn van boven naar bene-
den: de 'vereniging' van een regelmatig 12-vlak en een regelmatig 20-vlak, evenzo van een kubus en een 
regelmatig achtvlak, en van twee identieke regelmatige viervlakken. Tweemaal ontstaat hierbij het 
ruiten-twaalfvlak en ook ontstaan lichamen met vliegervormige zijvlakken. Wie heeft er zóveel ruimte-
lijk inzicht dat hij zich kan voorstellen hoe de series verder gaan? 

BIJ DE VOORPLAAT 
De figuur illustreert een bewijs van de stelling van Desargues. Deze stelling zegt dat indien bij twee 
driehoeken de verbindingslijnen van overeenkomstige hoekpunten door één punt gaan (liet perspectivi-
teitscentrum), de snijpunten van de eventueel verlengde overeenkomstige zijden op één lijn liggen (de 
perspectiviteitsas). 
De voorplaat toont een horizontaal vlak met twee van zulke perspectief gelegen driehoeken (gestip-
peld). Het perspectiviteitscentrum ügt links en is omcirkeld, de perspectiviteitsas loopt tussen de drie-
hoeken door. Maar ook de schuin omhoog komende grijze driehoeken zijn perspectief vanuit het-
zelfde centrum. Hun perspectiviteitsas loopt schuin naar beneden door het punt rechts achter. 
Meer hierover in het artikel 'Driehoeken in perspectief'. 



°°Repeterende breuken en delertesten 

Als we een gewone breuk met de methode van de staartdeling in decimale vorm willen 
schrijven, blijkt de deling haast nooit 'precies op te gaan'. Omdat er bij het uitvoeren van 
de staartdeling slechts eindig veel verschillende resten kunnen optreden (want ze zijn alle-
maal kleiner dan de deler) zal een keer een rest bereikt worden die al eerder is voorgeko-
men. Het cijferpatroon in de staart, en dus óók in de uitkomst, herhaalt zich dan. Ons be-
perkend tot stambreuken (met teller 1) vinden we: 

- = 1,0000.. . = 1,0 

i = 0,50000. . . = 0,50 

1 = 0,3333... = 0,? 

i = 0,250000.. 
4 

. = 0,250 

1 = 0,20000. . . = 0,20 

1 = 0,16666.. . 
6 

= 0,1^ 

1 = 0,142857 142857. . = 0,H2857 

1 = 0,1250000... 
8 

= 0,1250 

Als de nul repeteert laten we dit normaal weg, in alle andere gevallen spreken we van 
repeterende breuken. In afgekorte notatie verder: 

I =o,ï 
9 
^ = 0 , 1 10 
- = 0,05 
II ^^ 
j _ ^ 
12~ 
_!_ = 
13 
\^ ^ 

14 

0,08? 

0,076923 

0,071428? 

i - = 0,00 
15 ^ 
1 = 0,0625 16 
i - =0,0588235294117647 

^ =0,052631578947368421 

— = 0,05 
20 ' 

1=0,04761? 

1 = 0 , 0 4 ? 

23 
0,04347826086 

9565217391? 
2-4=0,410 

1 = 0,04 
25 
1 =0,0?8461? 
26 

Je zult wel eens uitgezocht hebben welke breuken er exact in decimale vorm te schrijven 
zijn. Als je je realiseert dat een decimaal geschreven breuk ook altijd in breukstreep-
notatie is te schrijven, met een noemer 10 = 2 • 5 of 100 = 2^ • 5^ of 1000 = 2 -5 etc. 
zie je dit snel. Moeilijker wordt het als we wat orde willen ontdekken in het grillige ver-
loop van de periode-lengten: het aantal plaatsen in de zich herhalende cijfergroep. We 
gaan hier deze zaak nader bekijken. Ook zullen we laten zien hoe deze periodelengten te 
maken hebben met het testen op deelbaarheid van grote getallen. De testen voor 3 en 
voor 9 zullen wel bekend zijn, maar is er ook zoiets voor 7, 11, 13 etc? Een onderzoek 
hiernaar door een van onze lezers, Pieter Geelen uit Hilversum, vormde de aanleiding tot 
dit artikel. 
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Tabel 1. Op plaats (a, c?) in te vullen: de kleinste positieve n m e t a " = d-voud + 1. 

Delen met rest 1 
We beginnen met een vraag die op het 
eerste gezicht weinig met het voorgaande 
te maken lijkt te hebben: Wat is het 
kleinste getal uit de rij 10, 10^, 10^, 
10 , . . . dat bij deling door 7 een rest 1 
geeft? Probeer maar met je rekendoosje: 
9 : 7, 99 : 7, 999 : 7 etc. 
In dit geval is de capaciteit van een reken-
doosje net genoeg om het antwoord te 
kunnen vinden. Maar hoe ligt dit bij ande-
re getallen? Wat is er bij gegeven a en c? te 
zeggen van de kleinste exponent waarvoor 
een getal uit de rij a,a^ ,a^ ,a'^, . . . bij de-
ling door d een rest 1 geeft? (De be-
schouwde rest zal hier steeds onveranderd 
1 blijven.) We zullen zien dat we nooit 
méér dan de eerste ( J - l ) termen hoeven 
uit te proberen: als de rest 1 dan nog niet 
is voorgekomen, komt die rest ook niet 
voor bij enige volgende term. Maar veel 
moeilijker is het om wat te voorspellen 
over de precieze grootte van zo'n kleinste 
exponent zonder alle delingen met de 
voorgaande machten te moeten uitvoeren. 
Voor we met meer bijzonderheden ko-

men, geven we de grotendeels oningevul-
de tabel 1 om de lezer de gelegenheid te 
geven om, met behulp van het grafiet (van 
z'n potlood) of het silicium (van de chip 
in z'n doosje), wat inzicht in de situatie te 
verkrijgen. Het is niet moeilijk om bij het 
invullen verschillende regelmatigheden te 
ontdekken, waarvan sommige eenvoudig 
te verklaren zijn. Wie liever spiekt kan de 
ingevulde tabel ook achterin vinden. 

Opmerkingen bij tabel 1 
Als a en J een gemeenschappelijke deler 
groter dan 1 - zeg ^ - hebben, dan is g 
wél deler van a" voor elke n, maar daar-
om niet van enig J-voud + 1. Bijvoorbeeld: 
10" is nooit gelijk aan een 6-voud + 1 om-
dat 10" even is en elk 6-voud + 1 oneven. 
De tabel kan dus alleen ingevuld voor pa-
ren {a, d) die een ggd van 1 hebben (we 
zeggen ook wel: die relatief priem zijn). 

We zoeken naar een positieve exponent 
van a (want met exponent O geldt bij élk 
paar (a, J): a° = O • üf + 1). Verder blijkt 
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dat als « = «o de kleinste exponent is 
waarvoor de relatie a" = d-voud + 1 geldt, 
deze relatie verder uitsluitend geldt voor 
alle exponenten die een veelvoud zijn van 
HQ. Bewijs: stel dat de relatie ook geldt 
voor «1 met kno < «i < (^ + 1) «o, 
k&l*ofwel 0 < n i - A : n o < « o -
Er geldt: 
/ « o (««,-^«0 _ i ) = a « . -{a"'^f = 
= (d-voud + 1) - (J-voud + 1)^ = d-voud. 

Omdat ggd (/"%rf) = 1 is(a"> "''"•> - 1) 
deelbaar door d, ofwel 
a«i-^«o =c?.voud+ 1. 

Hierin moet de exponent minstens gelijk 
zijn aan «o maar mag met groter zijn dan 
«o, dus gelijk aan «o • Zodat «i een geheel 
veelvoud is van«o-

Zoals eerder gezegd moet de tabel uitslui-
tend worden ingevuld met getallen kleiner 
dan de deler d vooraan de regel. Bij het 
aantonen hiervan (uiteraard alleen als a en 
d onderling priem zijn) onderscheiden we 
twee gevallen. 
(/) Onder de resten bij deling van a ' , 
a^, a^, . . ., a^^^ door d komen twee 
gelijke resten voor, zeg van aP en al 
(1 <p <q < d~\). Dan is al - aP = 
al {a1~P — 1) deelbaar door d. Omdat 
a en d geen factor gemeen hebben is dus 
{ifl^P ^ 1) deelbaar door d, voor een 
positieve exponent {q-p)<d—l. 
(ii) De d-l resten zijn allemaal verschil-
lend. Omdat alle resten kleiner zijn dan 
d, en de rest O niet voorkomt, móét de 
rest 1 een keer voorkomen. 

In de horizontale rijen van de tabel zit 
een regelmaat: na d plaatsen komen de-
zelfde exponenten opnieuw voor. Dit is te 
verklaren uit: 
{a + df =a" + d-voud. Ga na. 

In diagonale richting komt een rij enen 
voor, bij de paren {a, d) met d = a—\. 
Want dan geldt: 
üf' = 1 -(0-1)+ 1 =c?-voud + 1. 

Ook komt diagonaal een rij tweeën voor, 
bij de paren met d = a + \. Hier geldt: 
a^ = ( a - l ) -(3+1)+ 1 =d-voud + l. 

De gezochte macht kan te hoog zijn voor 
de capaciteit van het gebruikte reken-
doosje. Wanneer de gezochte exponent 
even is (en dat blijkt bijna steeds zo te 
zijn) is een voldoende voorwaarde dat de 
macht met de halve exponent gelijk is aan 
een <i-voud min 1. Dit omdat uit 
a" = J-voud — 1 volgt 
a^" = (üf-voud - 1)̂  = d-voud + 1. 

Voor delers d die priemgetal zijn, heeft de 
Fransman Fermat in 1640 de volgende 
uitspraak gedaan (vaak genoemd de 
'kleine' stelling van Fermat): 

Pierre de Fermat 
1601-1665, Toulouse 
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'Qüafirt**' 

1 + 1 + 1 + 1 + 1 + . . . 
2 4 8 16 

en toch steeds onder een vaste waarde te 
blijven. In ons geval loopt de maatbeker 
van 2 liter nooit over. Zou de beker ech-
ter ook maar een fractie kleiner zijn, dan 
zou hij op zeker moment wél overlopen. 
Na n keer bevat de beker immers 

1 + 1 + 1 + 
in-1 

Hter. 

1 Het verschil met 2 liter is dan precies -
2/1-1 

liter, en dit nadert tot nul als n onbeperkt 
toeneemt. Het is dus redelijk om te schrij-
ven 

(1) 2 = 1 + 1 + 1 + 1 + 2 4 8 
We noemen 2 de som van de oneindige 
reeks, waarvan de termen achtereenvol-
gens zijn 1, 5, | , | , . . ., of, in het alge-
meen, 1 (fc = O, 1, 2, . . . ) . Een nog kor-

2*̂  
tere notatie voor (1) is: 

yt = 0 2'*̂  

De harmonische reeks 
Natuurlijk is het zo dat, wil zoals boven 
een oneindige reeks een eindige som heb-
ben, de termen van de reeks tot nul moe-
ten naderen. Want zouden er in de reeks 

bijvoorbeeld oneindig veel termen voor-
komen die allemaal groter zijn dan j-g, 
dan kom je door ze bij elkaar op te tellen 
boven elke vaste waarde uit. Anders ge-
zegd, hoe groot je maatbeker ook is, als 
je er maar voldoende vaak j-g liter water 
(of meer) in gooit, zal hij op zeker mo-
ment vol zijn en dan overlopen. Het tot 
nul naderen van de termen van de reeks is 
dus een voorwaarde waaraan zeker vol-
daan moet zijn wil de reeks een eindige 
som hebben. Heeft ook elke reeks waar-
van de termen tot nul naderen een eindige 
som? De allereenvoudigste reeks die je 
kunt bedenken waarvan de termen naar 
nul naderen, is ongetwijfeld 

1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + . . . . • : 
2 3 4 5 6 

Deze reeks heet de harmonische reeks. 
Zou hij een eindige som hebben, m.a.w. 
zou er een maatbeker zijn die als je er 
achtereenvolgens 1 liter, j liter, 5,4, . . . 
in giet, nooit zal overlopen? Een beker 
van twee Hter is zeker niet genoeg, want 
na vier keer heb je al 1 + 2+3-1-4= 27-3, 
en dat is meer dan 2. Je kunt het met 
grotere bekers proberen, maar ik vertel je 
dat elke beker, hoe groot hij ook is, op 
den duur toch zal overlopen. Dit kun je 
als volgt aantonen. 
Stel maar eens dat we een maatbeker had-
den die groot genoeg was om 1 + 5 + 5 + 
+ 5 + . . . liter te bevatten. We kunnen 
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���*+)!"�-'').��)��& �& ()!"0�& 
	 *AANHEJCAJ R=J DAP RKKNPCAVAP KJ@ANSEFO GQJJAJ DQJ KLHKOOEJC R=J AAJ KB IAAN KLC=�
RAJ EJOPQNAJ ==J� &JE928@C2D %=J>A:256� �C656C@56 �� �� �� "6:5D496?52>	 *AP 
KL @A EJVAJ@PANIEFJ AJ VKNC RKKN RKH@KAJ@A BN=JGANEJC 

	 4ANIAH@ KL AHG �ZZJVEF@EC >AO?DNARAJ� RAH� J==I� =@NAO� CA>KKNPA@=PQI� O?DKKH� 
O?DKKHPULA AJ GH=O #HGA KLHKOOEJC IKAP KL AAJ JEAQS RAH >ACEJJAJ 

	 -LHKOOEJCAJ @EAJAJ CAIKPERAAN@ AJ RKHHA@EC QEPCASANGP PA VEFJ� IAP RANGH=NAJ@A PAGOP 
EJ CKA@ HKLAJ@A VEJJAJ 1HA?DPO CKA@ HAAO>=NA EJVAJ@EJCAJ SKN@AJ >AGAGAJ 

	 5EA AAJ ==J VE?DVAHB CA=@NAOOAAN@A AJ =HO >NEAB CABN=JGAAN@A KLAJ AJRAHKLLA IAAVAJ@P� 
KJPR=JCP J= @A EJVAJ@PANIEFJ KJVA KLHKOOEJCAJ 

	 .AN KLC=RA SKN@AJ KJ@AN @A CKA@A KLHKOOANO PSAA >KAGA>KJJAJ R=J ƒ 10,— verloot. 
* De opgaven van één jaargang vormen samen de ladderwedstrijd. De drie inzenders van 

de meeste goede oplossingen krijgen elk een boekebon van ƒ 25, . 
* De beste tien van de ladderwedstrijd die niet in een examenklas zitten, krijgen een uit-

nodiging voor de tweede ronde van de Nederlandse Wiskunde Olympiade. Zij hoeven 
zich dus niet via de eerste ronde te klasseren. 
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Sterk verschillende verschillen 
Figuur 2 geeft de helft van figuur 1, met 
de raaklijn DE in D. We vragen eerst: is 
DE langer dan de weg langs boog DGl 
Dit is inderdaad zo, maar het is niet direct 
zo duidelijk te zien omdat het moeilijk is 
om op het oog te schatten hoeveel lengte 
er in de kromming van de boog gaat zit-
ten. Bekijk daarom figuur 3, waarin be-
halve het raaklijnstuk DE ook een wat 
betere benadering van de cirkelboog door 
de gebroken raaklijn DEiE2E^G gete-
kend is. Trekken we stralen vanuit C door 
alle knik- en raakpunten E^ en Rj, dan 
geldt overal hetzelfde als in de grijze 
sector: E2R2 <£'2^2-
Elke knikraaklijn die binnen de vorige 
ligt, is dus weer korter. En de limiet waar 
deze kleiner wordende lengten toe nade-
ren is juist per definitie de lengte van de 
cirkelboog. Dus DE > boog DG. Hiermee 
geldt in driehoek EEG (fig. 2): 

GS a ^EF ^ ED-FD boog GD -
^^"2 FG DS DS 
De tangens gaat voor kleine a naar nul, 
dus de (kleinere, maar wel positieve) 
breuk rechts gaat dan zéker naar nul. 
Hieraan zien we dan dat het (halve) weg-
verschil (boog GD - GS) voor kleine a. 

Fig. 2. 

Fig. 3. 

een orde kleiner is dan de gatdiepte DS. 
Dit klopt dus met de 18 m en de 1,3 km 
uit bovenstaande berekeningen. 

°Zo magisch mogelijk 

Aan de regelmatige vijfpuntige ster, het pentagram, 
zijn vaak allerlei toverkrachten toegekend. De ster 
zou bijvoorbeeld, op de grond getekend, bescherming 
bieden aan wie zich erbinnen bevind. 
Hiernaast is tweemaal het woord MAGIE te lezen, 
inet de letters opvolgend door lijnen verbonden. Ver-
plaats nu de letters in de figuur zo, dat dit woord op 
méér dan twee manieren te lezen is. 
Wat is het maximum aantal? 
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'Driehoeken in perspectief 

In het artikel 'Als je Hniaal te kort is . . .' in het vorige nummer is de Stelling van Pappus 
aan de orde geweest, één van de hoekstenen van de Projectieve Meetkunde. Deze tak van 
de wiskunde is voortgekomen uit de studie van de wetmatigheden die het Perspectief-
tekenen beheersen. Aan dit onderwerp hebben we in nr. 2 aandacht besteed met het 
stukje 'Leerzame fouten'. We zuUen nu iets vertellen over een andere fundamentele stel-
ling van de projectieve meetkunde, de Stelling van Desargues. 

o •».>-,--_-, 

Fig. 1. Twee perspectieve driehoeken in verschillende vlakken. 

Figuur 1 toont twee driehoeken/liSi Ci 
en A2B2C2 in perspectieve ligging. We 
bedoelen daarmee dat AiA2, B1B2 en 
C1C2 door één punt O gaan. Als je één 
oog bij O houdt, zie je de beelden van de 
twee driehoeken samenvaUen. De drie-
hoeken bevinden zich in twee verschil-
lende vlakken «i en «2- Als je de zijden 
AiBi enA2B2 verlengt, zullen ze elkaar 
precies op de snijlijn ^ snijden. Immers, 
het snijpunt C3 van x en ^ ifij ligt in het 
vlak 7 door O, Ai en Bi. Maar ook de 
punten A2 en B2 liggen in 7. A2B2 is 
dus de snijlijn van 01.2 en 7. C3 ligt ener-

zijds in 7 en anderzijds op s, dus in ^2 . 
C3 moet dus op de snijlijn A2B2 van 
«2 en 7 liggen. Met andere woorden: 
AiBi en A2B2 snijden elkaar in het punt 
C3 op s. Evenzo liggen de snijpunten B3 
vanAiCi en A2C2 en A3 van BiCi en 
B2C2 ops . 
Figuur 1 is zelf natuurlijk geen ruimte-
lijke figuur, maar een plat plaatje, een 
projectie. Ook in de vlakke figuur zijn 
echter de dr iehoeken^iS,Ci enA2B2C2 
perspectief vanuit O en ook in de vlakke 
figuur liggen de drie punten A3, B3 en 
C3 op één lijn. 
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vlak, uitgebreid met de oneindig verre 
punten waardoor evenwijdige lijnen een 
oneindig ver snijpunt krijgen. We hebben 
in fig. 3 drie gevallen van de stelling van 
Desargues geïllustreerd. In twee ervan 
komt een oneindig ver snijpunt voor. 

Fig. 3. Drie verschillende Desargues-figuren. 
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Girard Desargues 
De man naar wie de stelling hierboven ge-
noemd is, de Fransman Girard Desargues, 
leefde van 1591 tot 1661. Hij was archi-
tect in Lyon. Desargues kan als een van 
de grondleggers van de projectieve meet-
kunde worden beschouwd. Het idee om 
het vlak uit te breiden met oneindig verre 
punten is al in zijn werk aanwezig. Zijn 
geschriften zijn echter in een weinig toe-
gankelijke stijl geschreven en ook in de 
omgang was hij niet gemakkelijk. Hij had 
met veel mensen ruzie. Op een gegeven 
moment had hij bijvoorbeeld in Parijs 
overal pamfletten laten verspreiden ge-
richt tegen de theorieën van een zekere 
père Dubreuil over het perspectiefteke-
nen. In die pamfletten werd een beloning 
uitgeloofd voor iedereen die kon bewij-
zen dat Desargues' theorieën over deze 
materie niet de beste waren! 

De omgekeerde stelling 
In de stelling van Desargues heet O het 
perspectiviteitscentrum van de twee drie-
hoeken en de lijn door A3, B3 en C3 de 
perspectiviteitsas. Kort geformuleerd 
luidt de stelHng dus: hebben twee drie-
hoeken een perspectiviteitscentrum, dan 
hebben ze ook een perspectiviteitsas. De 
omgekeerde stelling geldt ook (zie fig. 4): 

Fig. 4. De duale stelling van Desargues. 



Fig. 5. Het bewijs van de duale stelling. 

Omgekeerde stelling van Desargues: 
Hebben twee driehoeken een pers-
pectiviteitsas, dan hebben ze ook 
een perspectiviteitscentrum. 

Het bewijs hiervan volgt merkwaardiger-
wijs onmiddeUijk uit de gewone steHing 
van Desargues, nu toegepast op A1A2B3 
en B1B2A3 die vanuit C3 perspectief 
zijn. Hun perspectiviteitsas is OC2C1, dus 
de lijn C1C2 gaat door het snijpunt O van 
A1A2 enBiB2 (zie fig. 5). 

Tien paren perspectieve driehoeken 
We hebben nu al in één figuur twee paren 
perspectieve driehoeken ontdekt: ̂  1 -Si Ci 
en A2B2C2 zijn perspectief vanuit O en 
A1A2B3 en 01^2^3 zijn perspectief van-
uit C3. Er zijn nog veel meer van die pa-

Fig. 6. 

ren. De figuur telt 10 punten en 10 lijnen, 
op elke lijn 3 punten en door elk punt 
3 lijnen. Elk van die 10 punten is perspec-
tiviteitscentrum van twee driehoeken. Zo 
is bijvoorbeeld Ai het centrum van 
CiBiO en B3C3A2. De perspectiviteitsas 
is hier A 3B2 C2 (fig- 6). 

Het ontoegankelijke gebied 
Net als de stelHng van Pappus kan ook de 
steUing van Desargues gebruikt worden 
om het probleem van de te korte liniaal 
of het probleem van het te kleine papier 
op te lossen. Je kunt dit zelf controleren. 
Hier is nog zo'n toepassing. Stel dat een 
lijn p verlengd moet worden voorbij een 
ontoegankelijk gebied G. Figuur 7 toont 
hoe je via de steUing van Desargues een 
punt A op p aan de andere kant van G 
kunt vinden. Door twee van zulke pun-
ten is de verlengde lijn voUedig bepaald. 

A 
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Fig. 7. Het verlengen van een lijn p langs een omweg. 



Een symmetrische notatie 
We laten ten slotte nog een heel eenvou-
dige manier zien waarop de figuur van 
de SteUing van Desargues kan ontstaan. 
Ga terug naar fig. 2 en trek de lijnen 
SA3'A3 en S'Cs'Q (waarom liggen die 
drietaUen punten op een lijn?). We heb-
ben 5 punten, nl. 5, A3', C3 , B2 en 
Bi', in de ruimte. Er zijn 10 verbindings-
lijnen van twee van zuUce punten en 10 
verbindingsvlakken door drie van zulke 
punten. Snijd je deze lijnen en vlakken 
met het vlak ^ dan krijg je 10 snijpun-
ten en 10 snijlijnen die tezamen de 
Desargues-figuur vormen. 
In het algemeen ontstaat een figuur van 
Desargues door uit te gaan van 5 punten 
in de ruimte (geen viertal ervan in één 
vlak), en de 10 verbindingslijnen en 10 
verbindingsvlakken te snijden met een 
ander vlak. Dit geeft aan hoe je een 

mooie symmetrische notatie voor de 
figuur kunt ontwerpen. De 5 punten 
in de ruimte noem je Ri t/m ^ 5 . Het 
snijpunt van R1R2 met het vlak |3 heet 
P12 en de snijlijn van het vlak door R3, 
Rn en /?s (waar Ri en R2 dus niet in 
zitten) met |3 noem je Lu . Evenzo voor 
de andere punten en lijnen. In fig. 8 is 
deze notatie gebruikt. Voor de duidelijk-
heid zijn niet aUe lijnen benoemd. 
Als /, /, k,l en m de cijfers 1, 2, 3,4 en 5 
voorstellen, genomen in de een of andere 
volgorde, geldt algemeen 

Pij Mgi opL,^j,Li,^ enLf.,„; 
Lij gaal doorPi^l,Pl,„ enP^„; 
Pjj is het perspectiviteitscentrum van 
de driehoeken P,-^P,/,,„ enPji,Pj,Pj„,. 
Lij is van deze driehoeken de perspec-
tiviteitsas. 

Fig. 8. Een door 5 punten in de ruimte voortgebrachte Desargues-figuur in het vlak (3. 
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Denker tjes 

Hier zijn drie driehoeken getekend die 
perspectief zijn. Elk tweetal heeft een 
Toon aan dat die drie assen door één 
De figuur telt 20 punten en 15 
lijnen, op elke lijn 4 punten en 
door elk punt 3 lijnen 
Er zijn 20 drietaUen 
perspectieve 
drie 
hoeken 
in te 
ontdekken! 

f 

vanuit een centrum 
perspectiviteitsas. 

punt gaan. 

Bewijs met de omgekeerde stelling van Desargues dat de 
zwaartelijnen van een driehoek door één punt gaan. 
(Merk op dat de driehoeken ABC en PQR de 
oneindig verre lijn als perspectiviteitsas 
hebben.) 

'Let op je salaris 

Klaas en Trijn zijn van school af en hebben op verschillende kantoren een baan gevonden. 
Klaas begint met een salaris over het eerste jaar van ƒ 20 000,-, met een jaarlijkse verho-
ging van ƒ800,—. 
Trijn krijgt ƒ 10 000,- per halfjaar, met een /iaZ/jaarlijkse verhoging van ƒ 200,-. 
Allebei voelen ze zich hier erg tevreden mee. Wie van beide met het meeste recht? 

91 



°Slim staartdelen 

We wijzen op twee handigheidjes die in sommige gevallen te gebruiken zijn bij het omzet-
ten van een gewone breuk in repeterende decimale vorm. 

Complementaire periodehelften 
Kijk eens naar de aan het begin van het 
artikel 'Repeterende breuken en deler-
testen' (elders in dit nummer) gegeven 
decimale ontwikkelingen. Zoek eruit de 
repeterende breuken met een even perio-
delengte. Deel de periode in tweeën, 
schrijf de beide groepen onder elkaar en 
tel op. 
Als je het goed doet vind je allemaal ne-
gens bii - -!- -^ ^ ^ -^ -^ ^-
g c u s uij j , ^^, j 3 , j 4 , J.J, j g , 2 2 ' 2 3 

(daar met opzet zó genoteerd) en j ^ - Bij-
voorbeeld: ~ = 0,0588235294117647 en 
05882352 
94117647 

+ 
99999999 
We zeggen hier dat de cijfers in de beide 
halve perioden complementair zijn (ten 
opzichte van 9). 
Ook als de teUer niet 1 is, blijft dit gel-
den. Probeer het maar. 
Voor breuken met oweven periodelengte 
geldt er niet zoiets, en helaas geldt de 
eigenschap ook niet voor aUe breuken 
met even 'lengte'. We sloegen er zojuist 
één over: YI- Verder klopt het niet voor 
33", 3-9, sY, . . . . Algemeen: het gaat mis 
voor noemers die géén priemgetal zijn 
en waarvan een van de factoren een on-
even lengte heeft. (De noemers van de 
laatstgenoemde breuken zijn allemaal 
drievouden, en 5 = 0,3 met de oneven 
lengte 1.) 
We geven hier geen bewijs. De eigenschap 
kan ons de helft van het werk besparen 
bij een staartdeling, mits we weten wat de 
lengte van de periode is en wat het begin 
is van de repeterende cijfergroep. Voor 
wat dit laatste betreft geldt nog: als er 

geen factoren 2 of 5 in de noemer zitten, 
begint de repeterende groep direct na de 
komma. Ongeacht wat de teUer is. 
Voorbeeld. Stel datje weet dat bij 73 een 
lengte 8 hoort, en je bent met staartdelen 
gekomen tot: ^ ^ 0,0136. Dan zijn de 
volgende vier cijfers 9863 direct op te 
.schrijven als 9-complement van de eerste 
vier. 

Kleine resten 
De andere truc geldt wél voor aUe noe-
mers. We kijken eerst naar stambreuken, 
met een teUer 1. Als in de staartdeling op 
zeker moment een kleine rest optreedt 
(bij voorkeur niet boven de 10) kan met 
weinig moeite het aantal uitkomstcijfers 
verdubbeld worden; we laten dit zien aan 
de hand van het voorbeeld 4^. 
De gewone staartdeling geeft na de zeven-
de decimaal voor het eerst een kleine 
rest: 6. We schrijven dit als 

1 = 0,023255(8 + —), 43 ^ 43-̂ ' 
met op de zevende decimale plaats het 
gebroken getal 8 ^ . Uit het hoofd links 
en rechts met 6 vermenigvuldigen geeft: 

-^ = 0,139534(8+--), 43 ^ 43^ 
ingevuld in de eerste uitkomst 

1 = 0,0232558139534(8 + ~ ) 43 ^ 43 
met veertien correcte decimalen en met 
nog een breukdeel op de laatste plaats. 
Met de rest 36 delen we gewoon verder en 
vinden dan na de decimalen 8372 een rest 
4. We vermenigvuldigen weer uit het 
hoofd 
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1 = 0,02325581395348837(2 + 1 ) 

met 4 en elimineren het breukdeel 43. We 
hebben zo een resultaat met 36 decimalen 
(en een rest van 16); in dit geval is dat 
overbodig veel omdat de uitkomst al na 
21 decimalen gaat repeteren. 
Als de teUer van de oorspronkelijke breuk 
niet 1 is, is de methode ook toepasbaar. 
Alleen moet je dan eerst met de staartde-
ling doorgaan tot alle cijfers uit de teUer 
'op' zijn en dan wachten op een rest 1. 

De lezer mag zelf proberen de methode 

toe te passen op ^ . Na 2 decimalen is de 
rest 3, na 4 dechnalen 9, na 11 decimalen 
5 en na 22 decimalen 25. Ook deze 
laatste rest is goed bruikbaar omdat een-
voudig uit het hoofd kan worden verme-
nigvuldigd met 100 en gedeeld door 4. De 
'rest' wordt dan 25 • 25 = 625 = 6 • 97 + 
+ 43, dat wil zeggen dat bij de 44ste 
decimaal nog 6 moet worden bijgeteld. 
Na nog viermaal gewoon delen wordt de 
halve periode bereikt waarna via de com-
plement-eigenschap direct de volgende 48 
'decimalen kunnen worden opgeschreven: 

1=0J2(10309278350515463917525773195876288659793814432 
^'^ 98969072164948453608247422680412371134020618556/. . . 

Zakversmalling 

Plastic vuUniszakken worden gemaakt in de vorm van twee rechthoeken, die aan de twee 
lange zijden en aan één korte zijde aan eUcaar vastzitten. Aan de andere korte zijde is dan 
de opening van de zak. Als we zo'n zak volstouwen met homogeen materiaal, zoals hout-
zaagsel, dan gaat de zak rond staan. 
Vraag: Hoeveel procent smaUer is de volle zak t.o.v. de platte lege zak? 
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Internationale wiskundewedstrijd 

Mersch, Luxemburg, 1980 
Oplossingen bij de opgaven 1,2,4 en 5 
(Zie voor 3 en 6 het vorige nummer) 

1. Bepaal alle functies ƒ van O naar Q die voldoen aan de volgende twee voorwaarden: g 
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Antwoorden en oplossingen 

bij: Repeterende breuken en delertesten 

a = 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 

d= 2 — 1 _ 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 
3 2 - 1 2 - 1 2 - 1 2 - 1 2 - 1 2 
4 - 2 - 1 - 2 - 1 - 2 - 1 - 2 - 1 
5 4 4 2 - 1 4 4 2 - 1 4 4 2 - 1 4 
6 - - - 2 - 1 - - - 2 - 1 - - - 2 
7 3 6 3 6 2 - 1 3 6 3 6 2 - 1 3 6 
8 - 2 - 2 - 2 - 1 - 2 - 2 - 2 - 1 
9 6 - 3 6 - 3 2 - 1 6 - 3 6 - 3 2 
10 - 4 - - - 4 - 2 - 1 - 4 - - - 4 
11 10 5 5 5 10 10 10 5 2 - 1 10 5 5 5 10 
12 - - - 2 - 2 - - - 2 - 1 - - - 2 
13 12 3 6 4 12 12 4 3 6 12 2 - 1 12 3 6 
14 - 6 - 6 - - - 3 - 3 - 2 - 1 - 6 
15 4 - 2 - - 4 4 - - 2 - 4 2 - 1 4 
16 - 4 - 4 - 2 - 2 - 4 - 4 - 2 - 1 
17 8 16 4 16 16 16 8 8 16 16 16 4 16 8 2 -

bij: Rare reeksen 

" 1 1 
2 1 = 1+ i 

k=l k^ 8 

. ë 1 < 9 + ê ^ =^ + i 2 
A;=3 fc3 8 ^=3 k(k-\)(k-2) 8 2 fc=3 A:-2 A:-l <: 

l l . _ l / j \ \ ^ 1 1 
2 ' 2 2 \ « -1 « / 8 

Voor alle n geldt dus 2 — < — en de oneindige reeks S — heeft dus oen eindige som. 
/t=l k^ 8 A:=l it^ 
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bij: Zo magisch mogelijk 
Met in de kleine vijfhoek vanaf M de letters A-G-l-E linksom staat er op acht manieren MAGIE. 
(Uit: Mathematical Pie) 

bij: Driehoeken in perspectief 
1. We volgen het bewijs van de stelling van Desargues aan de hand van fig. 2, maar nu met drie in 

plaats van twee driehoeken die vanuit O perspectief zijn. We nemen net als in fig. 2 een hulppunt S 
en een hulplijn b'. Hiermee maken we drie vlakken a , , a^, a , . In het algemeen gaan drie vlakken 
door één punt. (Je moet maar eens nagaan wat er aan de hand is als dit in deze opgave niet zo is, 
met name wat er dan over de ligging van de drie gegeven perspectieve driehoeken te zeggen valt.) 
De snijlijnen van de paren (a , , a^), ( a , , 0:3) en (a^, «3) gaan natuurlijk door het snijpunt van 
a , , «2, en a , , dus de projecties van die snijlijnen vanuit S op het vlak (3, dat wil zeggen de perspec-
tiviteitsassen van de gegeven driehoeken, gaan ook door één punt: de projectie van het snijpunt van 
a , , ö j , e n a^. 

2. Vermenigvuldiging van elke zijde van driehoek/ISC vanuit het overliggende hoekpunt met factor -, 
laat zien dat de lijnenparen (AB, PQ), {BC, QR) en (CA, RP) evenwijdig zijn. De drie oneindig verre 
snijpunten liggen in de projectieve meetkunde op één lijn. Dus ABC en PQR hebben een perspecti-
viteitsas, en dus ook een perspectiviteitscentrum. Dit centrum is het snijpunt van de drie lijnen die 
gevonden door verbinding van de paren overliggende hoekpunten (C, R), (A, P) en (B, Q) behorend 
bij de genoemde zijde-paren. 

bij: Let op je salaris 
Het naast elkaar leggen van de salarisstrookjes over een aantal jaren laat zien dat Trijn elk jaar ƒ 100, -
méér ontvangt dan Klaas. 
Nader rekenwerk leert dat een loonsverhoging van één cent per dag, in vergelijking met een loonsver-
hoging van ƒ 1332,25 per/ca/-, ieder jaar ƒ 664,30 méér oplevert! (Uit: Fun With Mathematics) 

bij: Zakversmalling 
Als we de breedte van de zak d noemen, wordt de omtrek van de gevulde zak 2d. De schijnbare breedte 
wordt nu gelijk aan de middellijn (2r) van de cirkel. Er geldt dus: 27Tr = 2d of 2r = 2^/77 = 0,64c?. 
De zak wordt dan 0,36 d smaller, ofwel 36%. 



Pythagoras 

Dit tijdschrift wordt uitgegeven onder auspiciën van de Nederlandse Onderwijscommissie 
voor Wiskunde. 
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