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THAT'S ALL VERY INTERESTING, 

PYTHAGORAS — BUT WILL 

I T HELP ME GET A JOB ? 

(uit: Mathematical DiKCSI. Zuid-Afrikal 

BIJ DK VOORPLAAT 
Deze antenne-installatie in Burum (l'riesland) vormt een sehakel in het telefoon- en telewerkeer via een 
satelliet met landen buiten luropa. 
De overbrenging van de informatie gebeurt m.b.v. elektroniagnetisehe golven. De parabolisehe vorm van 
de antenne-spiegel zorgt voor een nauwkeurige bundelingvan de uitgezonden golven in de riehting van 
de satelliet, en tevens voor een zuivere focussering van de binnenkomende straling op de ontvangantennc 
in het brandpunt van de parabolische schotel. 
In het artikel 'Lenzen met een zuiver brandpunt' wordt bekeken of het in principe ook mogelijk is om 
door breking (van lichtstralen) in een kns een even zuivere focussering te bereiken. 



'De bal in de buis 

Hiernaast zie je een bal met een 
stuk stevig papier er juist slui-
tend als een buis rond oiri heen. 
De buis is even hoog als wijd, 
dus ook even hoog als de bal. 
Er is nu wat aardigs aan de hand 
met de oppervlakte van het stuk 
papier en de oppervlakte van de bal. 
Doe eens een gok: 

welke oppervlakte is het grootst? 

I ig. 2. 

Repen knippen 
Als je het papier in smalle verticale repen 
knipt en tegen de bol aan buigt, dan zijn 
die te kort om de 'noordpool' van de bal 
te bereiken. Ze komen niet verder dan de 
poolcirkel. Maar net daar onder valt elke 
reep wèl een stuk over z'n buren heen. 
Zouden al die overlappende smalle drie-
hoekjes bij elkaar misschien juist genoeg 
zijn om het open poolgebied te overdek-
ken? 

Een verdeling in ringen 
De situatie van figuur 1 doet sterk denken 
aan het artikel 'De bol en de dubbel-
bezielde cilinder' in all. 1 van deze jaar-
gang. Zoek dat nog maar eens op. 
Het verschil is dit: toen ging het over de 
inhoud van de bol en de dubbel uitgehol-
de cilinder, nu gaat het over de opper-
vlakte van de bol en de bodem- en deksel-
loze cilinder. 

1 ig. 1. 

Als je nu ook weer de bol en de cilinder 
in dunne horizontale schijfjes verdeeld 
denkt, is het niet erg moeilijk meer om in 
te zien dat de genoemde oppervlakten in-
derdaad gelijk zijn. 

Voor elk schijfje afzonderlijk geldt name-
lijk dat de schuine ring in het bolopper-
vlak even groot is als de rechte ring in het 
cilinderoppervlak. Zie figuur 3. De bolling 
van de schuine ring kan bij een,dun schijf-
je verwaarloosd worden, evenals het ver-
schil in omtrek tussen boven- en onder-
rand. Voor beide ringen geldt dan: 

Fig. 3. 
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oppervlakte = breedte x omtrek. 

De bol-ring is breder dan de cilinder-ring, 
maar de omtrek is juist het grootst voor 
de cilinder-ring. Probeer nu of je zelfver-
der kunt verklaren waarom het produkt 
in beide gevallen juist even groot is. 

De bolformule 
We vinden zo nog een formule voor de 
oppervlakte van een bol met straal R: 

Opp. (bol) = Opp. (cilinder) = 
= omtrek x hoogte = l-nR x IR 

'Steeds wel ergens tien bij elkaar 
(Naar een idee van L. A. Rang). 

T 

'Meneer Pythagoras, 
Ik kom hier met een raar probleem dat me al een tijdlang bezighoudt. 
Elke morgen op weg naar school loop ik een stuk langs de Rijnkade, waar juist 100 huizen 
naast elkaar staan. Op dinsdag en op vrijdag wordt daar de vuilnis opgehaald, als ik dan 
langs kom staan de zakken al op de stoep. Bij elk huis altijd minstens één zak, soms twee 
en een enkele keer meer. 
Hoe het gekomen is weet ik niet zo meer, maar ik ben me voor die aantallen gaan interes-
seren. Natuurlijk in de eerste plaats voor het totale aantal: dat waren er altijd minder dan 
190. 
Verder ben ik voortdurend op zoek naar iets heel speciaals, nainelijk naar groepjes van 
precies tien zakken. Ik kijk of ik ergens een aansluitend rijtje huizen kan vinden (even-
tueel een 'rijtje' van één) waar samen juist 10 zakken op de stoep staan. Wat me zeer ver-
baasd is dat ik in alle jaren dat ik dit nu al controleer, altijd wel ergens zo'n rijtje huizen 
met juist 10 zakken heb gevonden! 

A. /Wil A /t \ l A A 
I 

/1M /̂  A. 
10 zakken 

Is dit toeval? Ik kan het haast niet meer geloven. Maar als het géén toeval is, wil ik kunnen 
begrijpen hoe dat dan komt. 
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Ik kom er niet uit. Het aantal manieren waarop een kleine 190 zakken over 100 stoepen 
verdeeld kan staan is zó gigantisch groot, waarom zouden daar geen verdelingen bij kun-
nen zijn zónder ergens zo'n rijtje van 10? 
Het systematisch afzoeken van al die mogelijke verdelingen is volstrekt onbegonnen werk. 
Wel vond ik dat er bij een totaal van 200 of meer zakken, wèl verdelingen mogelijk zijn 
zonder zo'n 10-rijtje. Bijvoorbeeld, met precies 200 zakken: 

1 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , II, 1, 1, 1 , . . .enz. 
(overal één zak, en om de tien huizen tien extra). 
Is het mogelijk, om het altijd aanwezig zijn van een 10-rijtje (bij totalen onder de 190), te 
verklaren?' 

Een antwoord 
Er valt inderdaad wel wat te zeggen over 
het hierboven gesignaleerde verschijnsel. 
We zullen aannemelijk proberen te maken 
dat er bij niet te grote zakkentotalen al-
tijd zo'n 10-rijtje moec zijn. Daarbij 
wordt een bijzonder ingenieuze, maar 
toch ook korte en vrij simpele redenering 
gebruikt die in de kern berust op het zg. 
laatjes-principe van Dirichlet*: 

Als je 101 munten hebt opgeborgen 
in een kast met 100 laatjes, dan zal 
er zeker één laatje zijn waar meer 
dan één munt in zit. 

We schrijven Sj^ voor het totale aantal 
zakken dat bij de huizen 1 t.e.rn. k op de 
stoep staat (voor A: van 1 tot 100). Omdat 
bij elk huis minstens één zak staat, zal 
deze rij getallen monotoon stijgend zijn: 
alle 100 getallen 5^ zijn verschillend. Ver-
der geldt: 5i > 1 enS'ioo < 189. 

Aan deze 100 getallen voegen we nog een 
serie van 100 getallen toe, en wel getallen 
die stuk voor stuk 10 groter zijn dan de 
getallen S/^. 
We krijgen zo een rij van 200 (geheeltal-
lige) termen: 

Si, S2. J 3 , . . ., -Jioo. 
6'i + 10,52-H0,. . „^ loo+lO. 

In deze rij is de kleinste term (^i) mins-
tens gelijk aan 1, en de grootste (5100+10) 
hoogstens gelijk aan 189-1-10 =199. 

* P. J. Lcjcune-Dirichlet. 1805 1859. 

Volgens het laatjes-principe kunnen die 
200 termen (allemaal >\ en < I 9 9 ) niet 
allemaal verschillend zijn: het is zeker dat 
er in die rij twee gelijke termen voorko-
men. 
Die gelijke termen kunnen niet beide in 
de eerste helft van de rij voorkomen 
(want alle S'̂ .'s zijn verschillend), en even-
min beide in de tweede helft. Conclusie: 
er is een term Sj in de eerste helft die ge-
lijk is aan een term S;+ïO in de tweede 
helft. Dus 
Si=Sj-\-\0 voor zekere (, ƒ G ( l , . . ., lOO} 
ofwel Sj - 5 , = 10. 
Gaan we nu na wat ook weer de betekenis 
was van Sj en Si, dan staat hier dat er: 

bij de huizen met nummers j+1, /+2, 
enz. tot en met i, samen juist 10 
zakken staan!! 

We weten niet hoevéél huizen dit zijn, of 
waar dit rijtje begint. Maar we hebben 
aangetoond dat het er moet zijn. 

Een opgave voor preciezelingen 
We toonden aan dat er bij een zakken-
aantal van maximaal 189 altijd ergens een 
10-rijtje is. 
En er werd een voorbeeld gegeven met 
200 zakken zónder enig 10-rijtje. 
Maar hoe zit het dan bij de totalen daar-
tussen, zijn er dan wèl of niet steeds 
1 O-rijtjes mogelijk? 
We dachten van wel. Naar een verklaring 
laten we echter de mogelijk nieuwsgierig-
geworden lezer zelf zoeken. 
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Nederlandse Wiskunde Olynnpiade 

Op 11 september 1981 is in Apeldoorn de Tweede Ronde van de 20e Nederlandse Wis-
kunde Olympiade gehouden. De 93 deelnerners kregen drie uur de tijd voor vier opgaven. 
Prijswinnaars waren: 

40 p Matthijs Hebly (Mendel College, Haarlem) 
40 p Hugo van den Hoven (Thorbecke SG, Arnhem) 
40 p Tonny Hurkens (Merlet College, Cuijk) 
40 p Richard Meijer (Nifterlake College, Maarssen) 
38 p Peter de Bruin (Elshof College, Nijmegen) 
36 p Henk Norde (Stedelijk Lyceum, Zutphen) 
36 p Eric Postma (Baudartius College, Zutphen) 
35 p Mare Bax (RSG Het Wagenings Lyceum) 
34 p Ralph Peeters (Elzendaal College, Boxmeer) 
33 p Daan Krammer (OSG Bataafse Kamp, Hengelo) 

Opgaven Tweede Ronde van de 20e Nederlandse Wiskunde Olympiade (1981) 
(Oplossingen in het volgende numiner) 

1. Op lp is de functie ƒ gedefinieerd door 
f:x-*[x] + [2x] + [3x] -I- [4x] -f [5jc] -i- [6jc]. 
Hierin is [x] het grootste gehele getal dat kleiner dan of gelijk aan x is. 
Welke waarden k a n / ( x ) aannemen? 

2. Gegeven is een gelijkzijdige driehoek ABC met centrum M. Op de zijden CA en CB 
kiest inen punten D, resp. E zo, dat CD = CE. Het punt F ligt zodanig dat DMBF een 
parallellogram is. Bewijs dat driehoek Afiî F gelijkzijdig is. 

3. Men wil de verzameling van de natuurlijke getallen van 1 t.e.m. 3« spütsen in /; onder-
ling disjuncte verzamelingen {x,y, z} van drie elementen zo, dat telkens geldt x-Hv = 3z. 
Is dat mogelijk voor n = 5? En voor n = 10? Geef in beide gevallen hetzij zo'n splitsing, 
hetzij een bewijs dat zo'n splitsing onmogelijk is. 

4. Men houdt een draadfiguur op verschillende manieren in een bundel evenwijdige licht-
stralen, waardoor er in een vlak loodrecht op de lichtstralen verschillende schaduwfigu-
ren ontstaan. Op deze wijze kan men vorinen: 
a. een gelijkbenige driehoek, 
b. een gelijkbenige driehoek met de hoogtelijn uit de top, ' . 
c. een rechthoek met daarin een gelijkbenige driehoek, 
d. een ruit met één diagonaal. 
(De tekeningen hieronder illustreren de schaduwfiguren, maar ze zijn niet in hun juiste 
verhoudingen getekend!). De draadfiguur bestaat uit acht rechte stukjes ijzerdraad, 
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waarbij ieder stukje aan beide uiteinden aan tenminste één ander stukje vast zit. 
Bepaal een figuur die aan bovenstaande beschrijving voldoet, en geef de richting van de 
lichtstralen aan waarbij de schaduwfiguren a t.e.m. d ontstaan. 

Pythagoras Olympiade 

Nieuwe opgaven (oplossingen inzenden vóór 22 maart 1982). 

PO 37. Bewijs dat het kwadraat van een natuurlijk getal niet kan eindigen op vier of 
meer gelijke cijfers, tenzij die cijfers nullen zijn (in het tientallig stelsel). 

PO 38. Op cirkel c liggen twee verschillende punten A 
en B. M is het midden van het lijnstuk AB, en 
A' is het midden van één van de twee cirkelbogen 
AB. Op de andere cirkelboog ligt een punt P. 
PM snijdt c nogmaals in Q. FN snijdt /Ifi in R. 
Bewijs dal RN >MQ. 

PO 39. Bepaal alle paren positieve gehele getallen {)n, n) 
waarvoor geldt: 2''" =3" + 1. 

Wedstrijdvoorwaarden en prijzen 
* Leerlingen van het voortgezet/secundair onderwijs kunnen hun oplossing van een of 

irieer opgaven insturen aan: Pythagoras Olympiade, Brederode 29, 2261 HGLeidschen-
dam (NL). Let op de inzendtermijn en zorg voor voldoende frankering. 

* Vermeld op elk (éénzijdig beschreven) vel; naam, adres, geboortedatum, school, 
schooltype en klas. Elke oplossing moet op een nieuw vel beginnen. 

* Oplossingen dienen gemotiveerd en volledig uitgewerkt te zijn, met verklarende tekst 
in goed lopende zinnen. Slechts goed leesbare inzendingen worden bekeken. 

* Wie een aan zichzelf geadresseerde en als brief gefrankeerde open enveloppe meezendt, 
ontvangt na de inzendtermijn onze oplossingen. 

* Per opgave worden onder de goede oplossers twee prijzen t.w.v. ƒ 10/Bfr 150 verloot. 
* De opgaven van één jaargang vormen samen de ladderwedstrijd. De drie inzenders van 

de meeste goede oplossingen krijgen elk een prijs t.w.v. ƒ 25/Bfr 400. 
* De beste tien van de ladderwedstrijd die niet in een examenklas zitten, krijgen een uit-

nodiging voor de tweede ronde van de Nederlandse Wiskunde Olympiade. Zij hoeven 
zich dus niet via de eerste ronde te klasseren. 

OCS 
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°°Lenzen met een zuiver brandpunt 

Een evenwijdige bundel licht (ofwel licht van een bron heel ver weg) wordt door een holle 
spiegel zo weerkaatst, dat alle stralen door één punt gaan: het brandpunt. Hetzelfde resul-
taat geeft een bolle lens, maar nu door breking i.p.v. terugkaatsing. 

Eig. 1. 

Echter, als de spiegel en de Icnsoppervlakken zuiver ftoZ-vormig zijn, is het bovenstaande 
slechts bij benadering waar. Als de spiegel of de lens 'erg' bol zijn, gaat het licht uit de 
rand van de bundel duidelijk niet meer door het brandpunt. Je kunt dit zelf nagaan door 
in een nette tekening de gang van de lichtstralen precies uit te tekenen. 'Randstralen' gaan 
nu duidelijk niet door het brandpunt. 

Fig. 2. 

De oplossing voor het geval van de holle spiegel is erg bekend. 
De spiegel in een zoeklicht, of de 'schotel-antenne' van een radiotelescoop hebben in door-
snede de vorm van een parabool (fig. 3). De lezer zal een verklaring hiervoor wel kunnen 
afieiden uit wat volgt over lenzen. 

Minder bekend is, wat voor vorm een lens moet hebben om een evenwijdige bundel zuiver 
door één brandpunt te laten gaan. We zullen hieronder laten zien dat dit inderdaad kan. 
De gevonden resultaten zullen echter voor de praktijk van minder belang zijn dan de para-
bool-spiegel. Een belangrijke reden hiervoor is dat de brekingshoek, en daarmee de plaats 
van het brandpunt, afhangt van de golfiengte van het licht. Een zuiver enkelvoudig brand-
punt is dus alleen te bereiken met monochromatisch licht. 

Een zuivere lens 
Anders dan bij een spiegel, zijn er bij een 
lens twee oppervlakken waarvan we de 
vorm kunnen kiezen. Maar om de zaak 
hier niet al te ingewikkeld te maken, scha-
kelen we de invloed van één van de op-

pervlakken uit. En wel door dat opper-
vlak zó te kiezen dat het overal loodrecht 
op de lichtstralen staat en dus geen bre-
king veroorzaakt (ófwel vlak in de in-
komende bundel, ófwel bolvormig in de 
uittredende bundel). 
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AHHELN	 =BHE=JGAHEFG Q=J I5 
 ;5 � + KB � 
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#AQ=H %� 4	 �4� AJ @PN M� �AJB: l��l:�
� 
$AO >MAGAJ@ KLLAMQH=G CH=N : HP?DO DAABO 
EJ @KKMNJA@A @A QKMI Q=J AAJ =NE:G7DDA� 
$AO ORAA@A CMAJNQH=G Q=J @A HAJN EN JAP

OM==H =HN DAO KA6@ EN �BEC� �=��  A MA?DOAM 
O=G Q=J @A DTLAM>KKH NLAAHO CAAJ MKH� 

#AQ=H %%� 4E � 4F AJ @PN I � ƒ en 
r̂  - f^ > 0. Het brekend oppervlak 
(lucht -^ glas) heeft in doorsnede de vorm 
van een ellips. Het tweede grensvlak is 
neutraal als het bohonnig is, met F" als 

middelpunt (fig. 6b). De rechterhelft van 
de ellips is niet te gebruiken. 

De brandpunten van de ideale hyperbo-
lische en elliptische lenzen blijken juist 
overeen te komen met één van de meet-
kundige brandpunten van de hyperbool 
en de ellips. De term 'brandpunt' was dus 
zo gek nog niet. 
Overigens geldt zowel voor deze lenzen 
als voor de parabolische spiegel, dat zui-
vere convergentie alléén optreedt voor 
een liphtbron die zich (oneindig) ver weg, 
óp de hoofdas van de kegelsnede bevindt. 

rig. 6. <<̂ ^ 

'De constructie van een éénradshoek 

In Pythagoras 21-1 stond op blz. 20 een beschrijving 
van de 'bijna-100°-constructie". 
Wim Devolder, een vierdeklasser uit Oostende, vond het 
getal 100 in dit verband waarschijnlijk wat kunstmatig. 
Hij is gaan puzzelen aan een veel belangrijker hoek: de 
hoek met een grootte van één radiaal. 
Het resultaat (zie de figuur hiernaast) mag er zijn!! 
De aangegeven grootte van a volgt uit wat eenvoudige 
goniometrie (cos (180° - 2Q:) = ~). Vergelijking met 
1 rad = 360°/'27T geeft een verschil van 0,01638°, of-
wel minder dan één boogminuut (= l°/60). 

Hij schreef niet hoe hij aan de zijde-lengte 6, 5 en 5-t-l gekomen is. Het lijkt ons 
gezoek, misschien heeft een programmeerbaar rekenmachientje hier z'n goede 
bewezen. 
Als er iemand toch nog wat beters vindt, horen we dat natuurlijk graag! 

= 57,31216. .. 
= 57,29578. . . 1 rad 

een heel 
diensten 
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'Drie houthakkers 

Ergens ver weg in Siberië 
treffen drie houthakkers el-
kaar bij een schuilhuisje, 
nadat er plotseling een he-
vige sneeuwstorm was 
opgestoken. 

'Ik heb' zegt Serge, 'vijf hout-
blokken voor een vuurtje.' 

'Ik heb nog drie van zulke 
blokken' vult Joeri aan. 

En Oleg stelt: 'Ik heb wel geen 
hout, maar ik zal jullie 8 kope-
ken betalen als ik me ook aan 
jullie vuurtje mag warmen.' 

Serge en Joeri gaan akkoord met Oleg's aanbod en spoedig zitten ze gedrieën rond een 
heerlijk vuur waarin alle blokken worden opgestookt. 
De verdeling van de 8 kopeken tussen Serge en Joeri blijkt echter nog even een probleem 
te geven. Er wordt druk gesproken over de waarde van houtblokken en van munten in ver-
schillende situaties. In hoeverre ligt dit op de markt in de stad anders dan in een hutje in 
de taiga? 
Toch vinden ze een oplossing die door alle drie eerlijk gevonden wordt. 
VRAAG: Hoe denk je dat Serge en Joeri de 8 kopeken onderling verdeeld hebben? 

Data N.W.0.1982 

, De Eerste Ronde van de 21e Nederlandse Wiskunde Olym-
piade zal zijn op vrijdag 26 maart 1982, van 14-17 uur op 
de scholen. Als je zin hebt om eens (of: weer) mee te doen 
aan deze wedstrijd in het oplossen van wiskundepuzzels en 
-problemen, kun je contact opnemen met je leraar. De wis-
kunde-secties van havo- en vwo-scholen krijgen het mate-
riaal hiervoor zonder nadere aanvraag toegezonden. 

Op 17 september volgt voor de ± 100 besten een (moeilijker) centrale Tweede Ronde. 
De organisatie berust bij de Nederlandse Onderwijscommissie voor Wiskunde, secretariaat: 
Jachflaan 108,7313 EC Apeldoorn. 
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"Omtrek = oppervlakte 

In veel van de wiskundeboeken voor de tweede klas staat een hoofdstuk waarin gevraagd 
wordt om van verschillende figuren zowel de omtrek als de oppervlakte te berekenen. Als 
je die uitkomsten vergelijkt, dan blijkt sónis de omtrek het grootst te'zijn en soms de 
oppervlakte. Dit maakt ons nieuwsgierig naar een antwoord op de vraag; 

Zijn er figuren te vinden waarvoor die twee uitkomsten juist gelijk zijn? Anders ge-
zegd: zijn er figuren waarvoor omtrek en oppervlakte hetzelfde maatgetal hebben, 
gemeten in bijvoorbeeld cm en cm'̂  ? 

Een vierkant waarvoor dit geldt is niet moeilijk te vinden: het 4 bij 4 vierkant heeft zowel 
een omtrek als een oppervlakte van 16. 
Ook een cirkel met deze eigenschap is snel gevonden, probeer maar. 
We kijken verder uitsluitend naar driehoeken (alleen in de denkertjes komen nog wat an-
dere figuren voor). En we beperken ons tot diè driehoeken waarvan alle drie de zijden ge-
hele maatgetallen hebben. We beweren nu: 

A. Voor de driehoeken met zijden 6-8-10, 5-12-13, 9-10-17, 7-15-20 en 
6-25-29 geldt: omtrek = oppervlakte. 

B. Er zijn geen andere driehoeken met geheeltallige zijden waarvoor dit geldt. 
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al van Archimedes afkomstig, wordt ge-
noemd naar Heroon (van Alexandrië). 
Deze laatste leefde rond het jaar 62, het-
geen bepaald is uit een door hem beschre-
ven zonsverduistering. Aan Heroon wordt 
een groot aantal wiskundige, natuurkun-

dige en technische werken toegeschreven, 
waarin ook deze formule in numerieke 
vorm - voorkomt. Zijn afleiding was, zo-
als gebruikelijk in die tijd, meetkundig 
van aard, rnet behulp van evenredigheden 
in paren gelijkvormige driehoeken. 

Denkertjes 

1. Controleer met behulp van de s-forniule dat bewering A geldt. 

2. Wanneer niet geëist wordt dat de zijde-lengten geheel zijn, is er bij elke ge-
geven driehoek een ermee gelijkvormige driehoek te vinden waarvan opper-
vlakte en omtrek dezelfde uitkornst hebben. 
Vraag; met welke factor moet een driehoek met zijden 4-7-9 worden ver-
menigvuldigd om dit te laten uitkomen? 

3. Zoek gehele getallen voor de zijden van een rechthoek, waarvan omtrek en 
oppervlakte hetzelfde maatgetal hebben. 

°4. Zoek gehele getallen voor de ribben van een rechthoekig blok waarvoor in-
houd en oppervlakte hetzelfde maatgetal hebben (er zijn 10 oplossingen). 

Vermenigvuldigen meteen grosje 

143x . . . = ? F. D. Roos 

Het getal 143 (= 144 — 1 = bijna een gros) blijkt erg eenvoudig te vermenigvuldigen met 
een willekeurig ander getal (onder de duizend). Dit gaat als volgt; 

Kies bijvoorbeeld 789, hoe bereken je dan het eenvoudigst 789 x 143? Antwoord: deel 
789789 uit je hoofd door 7 en je hebt de goede uitkomst! 

Ra, ra, hoe komt dat? Je moet dus nagaan 
dat voor elk drietal cijfers a, b, c geldt: 

abc X 143 = abcabc ; 7. 
Erg moeilijk is dit niet. 

Op een dergelijke manier kun je ook een 
getal van vijf cijfers snel met 9091 verme-
nigvuldigen. Want: 

Voordat je je als rekenwonder presen-
teert, moet je natuurlijk wel even goed 
oefenen op het hoofd-delen door 7 en 
door 11. Als je ergens een fout maakt, 
blijkt dat meestal vanzelf uit het niet op-
gaan van de deling. 
Door het van links naar rechts opschrijven 
van de uitkomst wordt de zaak alleen 
maar raadselachtiger. 

abcde x 9091 = abcdeabcde : 11. 
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°°Kegelsneden en richtlijnen 

De meetkundige figuren die we 'kegelsneden' noemen, zijn te verkrijgen door de mantel 
van een rechte cirkelkegel te snijden met een vlak. Afhankelijk van de schuinte van dat 
snijvlak ontstaat een ellips, een parabool, of een hyperbool (fig. 1). 

Deze drie vlakke figuren zijn ook te definiëren zonder er een ruimte-figuur (zoals de ke-
gel) bij te halen. Op de gebruikelijke manier als volgt (zie fig. 2): 

- Een ellips is een verzameling van alle punten waarvoor de som van de afstanden tot 
twee gegeven (brand-)punten een vaste waarde heeft. 

- Een parabool is een verzameling van alle punten waarvoor de afstand tot een gegeven 
(brand-)punt gelijk is aan de afstand tot een gegeven (richt-)lijn. 

- Een hyperbool is een verzameling van alle punten waarvoor het verschil van de afstan-
den tot twee gegeven (brand-)punten een vaste waarde heeft. 

Deze drie definities zijn echter in één opzicht niet helemaal bevredigend: er is niet direct 
aan te zien dat de parabool de grensvorm is tussen enerzijds de ellipsen, en anderzijds de 
hyperbolen. We laten daarom hier zien dat er ook een andere definitie mogelijk is van 
ellipsen en hyperbolen. Allebei net als bij de parabool uitgaande van één gegeven brand-
punt F en één gegeven richtlijn/. 
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De richtlijndefinitie(s) 

Een kegelsnede is een verzameling van alle punten waarvoor de verhouding van de 
afstand tot een gegeven brandpunt en de afstand tot een gegeven richtlijn, een vaste 
waarde (c) heeft. 
De kegelsneden zijn te onderscheiden in: 
- ellipsen,indien O < c < 1, — parabolen, indienc= I, — hyperbolen,indienc> 1. 

Het is deze definitie welke ten grondslag ligt aan de Griekse namen 'ellips' (tekort schie-
ten) en 'hyperbool' (te veel hebben). 

In het cirkels- en lijnenrooster van figuur 3 
kun je proberen de puntverzamelingen in 
te tekenen die voor c = 2 , c = 1 enc = 2 
door de richtlijndefinitie gegeven worden. 
Vergeet niet dat er voor c = 2 ook rechts 
van / nog punten voorkomen. 
Sommige lezers zullen het zeker leuk vin-
den om hetzelfde nog eens voor méér 

waarden van c op een groot vel (evt. rui-
tjes-)papier netjes over te doen. Kies daar-
bij een zodanige regelmaat in de e-waar-
den dat er een prettig ogende bundel 
kegelsneden ontstaat. Een mooi resultaat 
willen we graag van je zien, mogelijk is 
het eens ergens als illustratie te gebruiken. 

lig. 3. Teken de puntverzameling {P \ 
voor 1 en voor 2 i.p.v. \. d(P, l ) 

Zelf bewijzen 
Een formeel bewijs dat de nieuwe defini-
tie van ellips en hyperbool overeenkomt 
met de oude, mag je zelf proberen te ge-
ven. 
We geven je één belangrijke aanwijzing. 
Stel in de 2-brandpunten definitie FF' = 
2/', en de constante som of verschil van 
afstanden tot F en F' gelijk aan 2t. 
De richtlijn in de nieuwe definitie moet 

Y\\A n\A A / 
'-} : drie punten staan al ingetekend. Doe hetzelfde 

dan gekozen worden loodrecht op de as 
FF', op een afstand t^ jf van het midden 
van FF . 

De ideale lenzen 
De richtlijn-definitie van ellips en hyper-
bool maakt een directe verklaring moge-
lijk voor de in het stukje 'Lenzen met een 
zuiver brandpunt' gevonden vormen van 
ideaal-convergerende oppervlakken. (Zie 
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°°Semi-roosterdriehoeken 

J. ter Heege 

De oppervlakte van een driehoek met alle hoekpunten op roo.sfe/'punten is eenvoudig te 
bepalen. 
Maar kun je ook een manier vinden om in de volgende situaties de oppervlakte van de ge-
arceerde driehoeken te berekenen? (Met een roosterhokje als eenheid.) 
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bij: Kegelsneden en richtlijnen 

We bew ijzen hier voor de ellips dat de richtlijn-definitie volgt uit de 2-brandpunten definitie. Voor een 
\x illekeurig punt P van de ellips (C./) geldt PF-!-/'/•" = 2/ ^^ PF'^ =(2t - PF)'' '^^ 
4i l'F = 4t^ + PF' PF'' =4t' + QF' - QF"' = 

= 4t'+(f OQ)' (f+OQ)'=4t'-4fOQ = 
= 4t' 4fd iO. h + 4t d (P. l) = 

(kies de richtlijn / i FF' op afstand ; ' / / van O) 
= 4/'d (/',/). ^ .^_ _ . : 

t t 

Dus PF = d (F. l). juist de voorwaarde uit de richtlijn-definitie. De constante c blijkt gelijk aan - . 

bij: Semi-roosterdriehoeken 

len recept in elk van de gevallen is: zoek /v;(«;f/-punten /' en Q op (het verlengde van) AD en BE. zó 
dat PQ evenwijdig is met AB. 
De oppervlakte van driehoek ABQ is in het rooster af te lezen. (Omsluit de driehoek door een recht-
hoek, etc.: je vindt resp. 8, 10 en 10 hokjes.) 
Driehoek ABQ is verdeeld in driehoeken ABC en AQC. met oppervlakten die zich verhouden als 
BC : QC (want de hoogte is gemeenschappelijk). Wegens PQ//AB zijn de driehoeken ABC en PQC 
gelijkvormig, dus BC : QC = AB : PQ. In deze laatste verhouding is weer in het rooster af te lezen, 
eventueel uit de horizontale of verticale projecties vanAB en PQ. 
)e vindt zo: (7| = 25-3, Oj] = 3^, C'| | | = 35. 

Misschien vraag je je nog af, of er altijd hulp-roosterpunten P en Q te vinden zijn (met PQ//AB). De 
drie voorbeelden zouden hier speciaal gekozen kunnen zijn! 
Dat het inderdaad altijd kan volgt uit het feit dat de coördinaten van het snijpunt C van de rooster-
punt-verbindingen AD en BE, altijd rationale getallen zijn; zeg j/k en m/n. Vermenigvuldigen van A en 
B t.o.v, C met factor kn (of met het k.g.v. van k en n) geeft de roosterpuntverbinding PQ//AB. 

Het bovenstaande leidt ook tot een algemene methode om de oppervlakte te bepalen van een driehoek 
waarvan elk van de drie zijlijnen door 2 willekeurige roosterpunten gaat. 
In dat geval zijn van elk hoekpunt de coördinaten rationaal. en dus zijn voor deze zes coördinaten alle-
maal gelijknamige breuken te kiezen: zeg met noemer n. In een nieuw rooster met roosteral'stand n-
maal zo klein als in het oude. liggen de hoekpunten van de driehoek wél allemaal op roosterpunten. 
F.n de oppervlakte (in eenheden l/n') is dan weer te bepalen via insluiting in een rooster-rechthoek. 



Pythagoras 

Dit tijdschrift wordt uitgegeven onder auspiciën van de Nederlandse Onderwijscommissie 
voor Wiskunde. 
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