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Bij de voorplaat Het raam van mijn kamer (twee
staande rechthoeken met een middenbalk) vond ik
saai. Daarom heb ik, naar een ontwerp van de
Zweedse kunstenaar Oscar Reutersvird, een forse
hoekige horizontale balk laten aanbrengen.
Gewoonlijk zet ik op het naar binnen stekende deel
een hangplant en dikwijls gaan de duiven op het
naar buiten stekende deel zitten.

Meer over deze figuren vind je in de volgende
nummers van Pythagoras.
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Dit is natuurlijk de scheve toren van Pisa. In dit
nummer vind je een artikel over nog veel schevere
torens die je zelf kunt bouwen.
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"Streepjescode,

*

* ABC
modern spijkerschrift

De oude Assyriérs krasten de verhalen over hun
veldslagen met een griffel in kleitabletten. In de vori-
ge eeuw is dat geheimzinnige schrift ontcijferd.
Sinds enige tijd verschijnen in supermarkten op de
verpakte artikelen streepjescodes, die een informatie
voor deze tijd bevatten. Zo’n streepjescode vertelt in
ieder geval geen verhaal over een veldslag, misschien
gaat het wel over hagelslag. Het bevat informatie
over het artikel. Bij de kassa staat een leesapparaat
dat het streepjesschrift weer in het ons bekende Ne-
derlands omzet.

Een nieuw geheimschrift

Mensen hebben altijd geprobeerd elkaar te informe-
ren door middel van geschreven tekst.

Sinds 1950 is het verschijnsel supermarkt en zelfbe-
diening opgekomen. Dit alles als logisch gevolg van
de toename van de welvaart, de verstedelijking en de
invloed van de televisie, met name de reclame.
Dagelijks gaan miljarden eenheden voedsel op weg
naar de consument, speciaal voorverpakte levens-
middelen en merkartikelen. Zulke artikelen worden
gekenmerkt door: de naam van het produkt, de sa-
menstelling, hoeveelheid, houdbaarheid, gebruiks-
aanwijzing, bewaarvoorschrift, land van herkomst
en vooral natuurlijk de prijs.

Uniforme artikelcodering

We willen nu een zekere hoeveelheid informatie om-
zetten in een code die ook leesbaar is voor een
machine. In Amerika en Canada werkt dat systeem
al volop, in Nederland begint het net. Maar binnen
een paar jaar zul je het hier ook overal tegenkomen.
De meeste levensmiddelen zijn dan voorzien van de
streepjescode, een verzameling van dikke en dunne
lijnen, smalle en brede openingen (fig. 1).
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Fig. 1. Een verzameling strepen bevat informatie.

Fig. 2. Aflezing bij de kassa.

De code kan bij de kassa snel gelezen worden door
middel van een elektronische aflezer, een scanner
(fig. 2).

Het streepjesschema bevat niet direct een aanwijzing
van de prijs, anders zou bij onze dalende economie
telkens weer een ander papiertje op de artikelen ge-
plakt moeten worden. In de computer, die aan de
scanner gekoppeld is, wordt de prijs aangegeven. Bij
verandering van de prijs hoeft dan alleen in de com-
puter iets te worden bijgesteld.

Na afrekening aan de kassa krijgt de klant ten slotte
een kassabon, waarop de naam en de prijs keurig
staan afgedrukt. Tegelijkertijd wordt het artikel in
de centrale boekhouding afgeboekt, zodat we op
ieder moment inzicht hebben in de grootte van de
nog aanwezige voorraad.
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Fig. 3. En zo ziet de kassabon eruit.

Voordelen

Aan de kassa’s gaat het afwerken beduidend sneller.
Er worden geen prijzen meer aangeslagen, maar het
pakje, de fles of het blik wordt met de streepjes over
een venster geschoven (fig. 2), en op een scherm ver-
schijnt direct artikelnaam en prijs. Op de kassabon
staan alle aankopen gespecificeerd (fig. 3).

Voor de winkelier betekent het nieuwe systeem dat
hij niet elk artikel apart van een prijs behoeft te
voorzien,

Bij de kassa zullen minder fouten gemaakt worden;
voorraad en goederenstroom worden beter beheerst.

Elementen van de code

De streepjescode op artikelen bevat drie elementen.
In de eerste plaats een landnummer: voor Nederland
is dat 87, voor Belgié 54, voor Duitsland 40 en zo
verder. Dan volgt het nummer van de fabrikant en
ten slotte het artikelnummer.

In fig. 4 staat zo de code voor ‘Venz-chocoladevlok-
ken’. Het landnummer is 87, de leverancier heeft
nummer 710391 en het artikelnummer is 00157.

Fig. 4.

Venz-vlokken. 8 7 1 0 39 1

01570

Het laatste cijfer is een controlenummer. Naast deze
artikelencode zijn er nog verschillende ander syste-
men in omloop.

5

Alphanumeric bar code

Het is ook mogelijk direct geschreven schrift in een
streepcode om te zetten, vergelijkbaar met het
morseschrift.

We bespreken het systeem alphanumeric’. Dit is uit-
gebreider dan de code die in figuur 1 en 4 gebruikt
is. Elk teken is opgebouwd uit 9 elementen, te weten
Sstrepen en 4 openingen; 3 van de 9 elementen zijn
breed (aangegeven met 1) en 6 elementen zijn smal
(aangegeven met 0).

In fig. 5 is de specifieke structuur getekend voor de
10 cijfers, de 26 letters en voor nog 8 aparte tekens.
Een bijzonder teken is de ‘ster’. Deze dient als start-
en stopcode en gaat vooraf aan en volgt op elke
complete serie tekens. De tekens voor O en A ver-
schillen alleen in de volgorde van brede en smalle
openingen; het strepenschema is gelijk. Dat geldt
ook voor 1 en B, voor 2 en C en zo verder.

Controleteken

Om zeker te zijn dat een serie tekens correct is over-
gekomen laat men zo’n serie volgen door een con-
troleteken. Dat teken wordt dan bepaald door de
complete serie. Het gaat als volgt:

In dit stelsel worden eerst alle 43 symbolen (de ster
is uitgezonderd) van een getal voorzien volgens
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teken patroon strepen gaten |teken patroon strepen gaten
1 @ E B B Bl 10001 0100 M Il Bl BB B 11000 0001
2 HE H B B 01001 0100 N HEBEEE Bl o0 0001
3 HE B E E BN 11000 0100 O EHm EEEE B 10100 0001
4 WA HEE HE B oo 0100 P HEHE EE B B 01100 0001
s EE B BEE B W 10100 0100 C W EEE BN 00011 0001
¢ HHEE Bl H N 01100 0100 R Il HE B B 10010 0001
7 HE W HE BN 00011 0100 S HIEE BB B 01010 0001
s EE B B EE N 10010 0100 T HE BN B B 00110 0001
O HEE B B B 01010 0100 U Il B B Bl 10001 1000
o HE HE BN N 00110 0100 v-H I R R B 01001 1000
A N B E HE EE 10001 0010 wW Il EE EERNE 1000 1000
BE HEE E B EE 01001 0010 X H H HEE B Bl 00101 1000
o3 B B B B BRI 0010 Yy HH B BN 10100 1000
D W EEE N EE 00101 0010 Z B B B EBE 01100 1000
E N HEE B B 10100 0010 -l H EH B B 00011 1000
F HEE B N B 01100 0010 -l H BB W8 10010 1000
G HEE HEE Bl 0001 o010 |[SPACEll Il H HE N 01010 1000
H N B E BEE B 10010 0010 ~ I B HE Bl W 00110 1000
| R B HE B 01010 0010 s M W W W B 00000 1110
J HH B Bl B 00110 0010 / @ W E E W 00000 1101
K @ B E B HEl 10001 0001 + @ W E B B 00000 1011
L BN BN BN 01001 0001 % @A W W MW 00000 0111
Fig. 5. Het alphanumeric -systeem. 1+2+3+4+5+10+11+12+13+14+40=115.
Vervolgens wordt dit getal gedeeld door het stan-
daardgetal 43. Dat levert dan 2 met rest 29. Het ge-
0 0 F 15 u 30 tal 29 correspondeert met de letter T en daarom
: ; ﬁ "; :v 41 wordt die toegevoegd en luidt het complete infor-
- > - matiepakket: 12345ABCDE/T.
4 4 J 19 Y 34 Als er een fout in de eerste 10 symbolen zit klopt
5 5 K 20 Z 35 die T niet meer en accepteert de computer de infor-
6 6 L 21 - 36 matie niet.
7 7 M 22 . a7 : . .
i 8 N a8 Space 38 I;uf kun {e zelf het streepjespatroon op pagina 16 ont
9 9 o 24 $ 39 Jrcakan
A 10 P 25 | 40
B 11 Q 26 + 4
c 12 R 27 % 42 Lezen
D 13 s 28
e — Het is mogelijk een code met behulp van een soort

Fig. 6. Bij elk symbool hoort een getal.

fig. 6. Dan worden bij een bepaalde informatie, bij-
voorbeeld 12345ABCDE/, alle bijbehorende getallen
opgeteld. In dit geval levert dat
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‘pen’ te lezen of te decoderen door die over het
streepjespatroon te laten glijden (fig. 7).

De detectie geschiedt met behulp van een lichtbun-
deltje en een fotocel. Een lampje zendt licht op de
te lezen code via een lichtdoorlatend bolletje (fig. 8).
Wanneer de bundel op een donker deel valt, wordt
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Fig. 7. Decoderen met de lichtpen.

het licht geabsorbeerd; bij een wit deel teruggekaatst.
Dat teruggekaatste licht valt langs het lampje op een
fotocel en daar wordt een lichtflits omgezet in een

foto-
detector —

saffier
bolletje

te lezen code

Fig. 8. Constructie van de stift.

stroompuls ten dienste van de computer. Die kan
dan uit ritme, aantal en breedte van de lijnen opma-
ken wat de code inhoudt.

°Allemaatsbanen

300

De hardloop-baan hierboven is 1300 m lang. Op vier
plaatsen staan lijnen waar gestart en gefinisht kan
worden; de plaatsing ervan is z6, dat alle afstanden
die een veelvoud van 100 m zijn, bepaald zijn.

Ga na of dit waar is, ook voor afstanden groter dan
700 m, en ook voor meer dan 1300 m.

Even puzzelen laat zien dat er met 4 startlijnen nog
een andere verdeling mogelijk is van deze (1300 m)-

baan met dezelfde eigenschap. Met 5 of meer start-
lijnen gaat het natuurlijk op nog veel meer manie-
ren, maar uit zuinigheid zoeken we hier alleen naar
het minimale aantal. Kun je ook inzien dat het met
minder dan 4 niet lukt?

Andere baanlengten

Bij een klein baantje van 100 m in het rond is maar
één start/finishlijn nodig. En bij 200 m zijn dat er
twee.

We nodigen nu de lezers uit om te onderzoeken hoe
dit zit bij alle banen van n X 100 meter.

Hoeveel verschillende (minimale) verdelingen zijn er
voor elk van die banen?

Is er een eenvoudig recept (een algoritme) om ze te
vinden?

En voor wie hier draaierig van wordt: hoe zit het bij
rechte banen?

Als je leuke resultaten gevonden denkt te hebben,
vragen we je ze op schrift te zetten en op te sturen
aan het redactiesecretariaat. Zo mogelijk vo6r
15 november 1982.
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*’Nog schever dan
de toren van Pisa

Die scheve toren van lucifersdoosjes op de foto
(fig. 1) maakt een onwerkelijke indruk, als je die zo
op de rand van mijn bureau ziet staan. Het bovenste
doosje steekt meer dan I% maal de lengte van één
doosje over de rand. Is het een truc?

Als je de doosjes aan elkaar plakt en het onderste
doosje op het houten blad, is het natuurlijk een
koud kunstje. Maar ze zijn echt niet vastgeplakt. Het
zijn lege lucifersdoosjes, die los op elkaar gestapeld
zijn.

Fig. 1. Nog schever dan de toren van Pisa is deze Stapel luci-
fersdoosjes. Als je ze ziet staan, denk je dat er een truc in
het spel moet zijn. Het is echter een eerlijke zaak.

8 Pythagoras

Fig. 2.

Fig. 2 toont een stapeling van 4 doosjes. Het boven-
ste steekt nu juist even boven de tafelrand uit en
voor wie reeds zijn eerste schreden op het pad der
mechanica heeft gezet, is het niet moeilijk in te zien,
dat deze stapeling werkelijk stabiel is.

Fig. 3.

Laten we beginnen met één blokje (het bovenste).
In fig. 3a is in het midden bij A de kracht getekend,
waarmee het blokje op de ondergrond drukt. Als we
het in A ondersteunen is het in evenwicht. In fig. 3b
zien we het bovenste blokje bij A ondersteund door
het tweede blokje, dat even groot en even zwaar is.
De neerwaartse kracht van het bovenste blokje heb-
ben we nu naar beneden verplaatst naar B. Bij D is
de kracht getekend, waarmee het tweede blokje op
de ondergrond drukt. De resultante van de krachten
bij D en B vinden we bij C. C ligt midden tussen B
en D. Het derde blokje schuiven we nu onder de an-
dere twee tot het deze bij C ondersteunt (fig. 3¢).
Let nu weer op de krachten bij £ en G. De resultan-
te daarvan is getekend bij ' en volgens een bekende
wet van de mechanica is EF : FG =1 : 2. Dusis EF
gelijk aan de lengte van % blokje.

Letten we nu eens op de overstekende delen van de
blokjes, dan zien we, dat deze achtereenvolgens zijn:




% blokje, ,% blokje, é blokje (en als je zelf verder ge-
gaan bent, zul je hebben gezien: % blokje, 11—0 blokje,
11—2 blokje, enz.). Wanneer we op deze wijze vier
blokjes op elkaar stapelen, kunnen we gemakkelijk
uitrekenen, dat het bovenste nu geheel buiten de
tafelrand uitsteekt. Immers

+

+z+

FNT™
ol

1
12_4.

B =
00| =

We kunnen ons afvragen: hoe ver kan het bovenste
blokje maximaal over de tafelrand steken?

We moeten daarvoor de rij 5 + R R AT
sommeren. Dit kan slechts als de som van »n termen
van deze rij een limiet heeft. Je zult wel weten, dat
bijvoorbeeld de rij

1
+g+tgtigtazt...

1
32

NI
ENTS
ol

sommeerbaar is en dat de limiet, waartoe de som
van n termen nadert bij onbegrensd toenemende n,
gelijk aan 1 is.

Nu is in het geval van de rij, die we bij de overste-
kende blokjes vinden, daarvoor te schrijven

1 /1 1 1 1 1
G titztatst..)

zodat deze rij sommeerbaar is, als dat het geval is
met de ~armonische rij, die tussen de haken vermeld
staat. Maar . . . de harmonische rij is niet sommeer-
baar. Dit is het beste in te zien, als we de termen in
groepen samen nemen:

1 1 1 1 1 1 1
1+3+G+z)tG+gts+5)t
L I R

Elke groep termen tussen twee haken heeft een som,
die groter is dan % en zo is het mogelijk, door ge-
noeg termen te nemen, de som boven elke waarde te
laten stijgen.

Wat volgt daar nu uit voor de maximale afstand
van het bovenste blokje tot de tafelrand?

Fig. 4. Als je zelf blokjes gaat stapelen, neem dan geen lu-
cifersdoosjes, want de onder- en bovenkant daarvan is te
hobbelig. Heel goed gaat het met een nieuw spel speelkaar-
ten. Begin altijd met de ‘top van de toren’.
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*Verschilwebben

Zag je zelf al waarom we het schema hiernaast een ver-
schilweb noemen?

Met elk drietal getallen op één lijnstuk is iets aan de
hand. En wel dat het getal halverwege juist het ver-
schil aangeeft tussen de beide getallen aan de uitein-
den.

De vier getallen op de buitenhoeken zijn ‘zomaar’
gekozen. Waarna via aftrekkingen (altijd het groot-
ste getal voorop) het schema naar binnen toe ronde
na ronde is ingevuld.

Je ziet ook nog dat de laatste aftrekronde binnenin
vier gelijke getallen heeft opgeleverd. Verder gaan
zou alleen nog maar nullen geven. We vragen nu je
aandacht voor de volgende kwestie:

Wat gebeurt er bij andere startgetallen?

Hoe kom je hier achter?

Gewoon uitproberen ligt het meest voor de hand.
Kies vier (natuurlijke) getallen, eerst maar eens on-
der de 10, en bepaal de opvolgende verschil-viertal-
len.

Kom je vrij spoedig weer op een viertal gelijke uit?
We hebben een sterk vermoeden van wel.

Dan maar eens met vier grotere getallen beginnen.
Misschien moet je nu wel wat langer doorgaan, maar
we willen erom wedden dat je toch weer op gelijke
getallen uitkomt. Zélfs wanneer je onderweg ergens
een rekenfoutje maakt!

Een wedstrijdje

We gaan niet proberen te bewijzen dat élk viertal na-
tuurlijke startgetallen na kortere of langere tijd ooit
eens op gelijke getallen uitkomt.

In plaats hiervan leggen we als vraag voor aan de Py-
thagoras-lezers:

Welk kwartet startgetallen (allemaal onder de 100)
leidt tot het grootste aantal aftrekronden?

10 Pythagoras

We weten zelf niet met zekerheid het antwoord op
deze vraag. Hopelijk zal het gezamenlijke probeer-
werk van lezers enige duidelijkheid brengen. De op-
lossing met zo lddg mogelijke siartgetallen vinden we
natuurlijk het mooist.

Stuur je beste vondst op een briefkaart of briefje
aan het redactiesecretariaat. Liefst uiterlijk 15 no-
vember 1982, maar later mag ook.

Met acht
Wie snel klaar mocht zijn met het bovenstaande

probleem, probeert hetzelfde maar eens uitgaande
van een ring van acht startgetallen.




*’De beste,
wiskundig berekend

Over hoe je met hulp van de wiskunde uit harde cij-
fers conclusies trekt, en over . . . hoe zacht die con-
clusies soms kunnen zijn.

We zullen twee verschillende gevallen bekijken en
vragen naar de beste dobbelsteen en de beste hand-
balwerper.

Drie dobbelstenen

De drie stenen waar we het hier over hebben, zijn op
een afwijkende manier van ‘ogen’ voorzien:

steen A heeft vier vlakken met 5 ogen en twee met
1 oog, steen B heeft op alle zes vlakken 4 ogen, en
steen C heeft twee vlakken met 6 ogen en vier met
2 ogen.

Wat is de beste steen, oftewel: met welke steen gooi
je de hoogste ogen? Preciezer beschreven:

de drie stenen worden samen opgegooid, waarbij de
steen met de meeste ogen boven wint.

Welke steen heeft de meeste kans om te winnen? Of
als je vaker gooit: welke steen zal de meeste keren
winnen?

Berekening van de kansen (P van probability = kans)
leidt tot

P(Awint)=P(A=5) x P(C=2)=3x2%=}
P(Bwint)=P(A=1) x P(C=2)=3x3=3
P (C wint) =P (C =6) =1 =3

Met als resultaat dat steen A de grootste kans blijkt
te hebben om te winnen, dus

steen A is de beste.

Twee handballers

Jan en Kees zijn twee aanvallers uit het handbalteam
‘de Raakschieters’. Om met enige zekerheid erachter
te komen wie van hen de beste schutter is, werd in
een zekere wedstrijd niet alleen bijgehouden hoeveel
doelpunten ze elk maakten, maar ook hoeveel scho-
ten (= worpen op het vijandelijk doel) ze daarvoor
nodig hadden. En wel apart geteld voor de beide
helften van de wedstrijd:

In de eerste helft waren van de 5 schoten van Jan er
3 raak. En van de 11 schoten van Kees waren er
6 raak.

Omdat 3 = 60% groter is dan 2 = 55%, zien we dat
Jan wat beter schoot.

In de tweede helft scoorde Jan bij 4 van ‘zijn 12
schoten, en Kees bij 1 van zijn 4 schoten.

Omdat ;5 = 33% >+ = 25%, was ook nu Jan de
beste.

Conclusie:

Jan schiet beter dan Kees.

De dobbelstenen anders

We zoeken nog op een iets andere manier naar de
beste van de drie dobbelstenen.

Als A alleen tegen B om het hoogst gooit, dan wint
A meestal (gemiddeld vier van de zes keer, kijk maar
naar de ogen op de dobbelstenen).

Als B alleen tegen C gooit, dan wint B meestal (ook
vier van de zes keer).
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Nu nog C tegen A. Hier is de winstkans iets moeilij-
ker te vinden. Een manier is om elk vlakje van steen
C apart te vergeliken met de zes vlakjes die van
steen A boven kunnen komen. Van de 6 X 6 = 36
combinaties die je zo krijgt, blijken er 20 winnend
voor C. Dat is méér dan de helft, dus C wint (meest-
al) van A.

Hoe nu?

A is beter dan B, B is beter dan C en C is beter
dan A?

Ten slotte kun je ook nog opmerken dat bij het gan-
zeborden

steen B het beste te gebruiken is.

Met dobbelsteen B kom je het snelst over het speel-
bord vooruit, hij heeft in totaal 24 ogen, tegen A 22
en C 20. ‘

De handballers anders

Kijk nog eens naar de scorecijfers van Jan en Kees in
de hierboven beschreven wedstrijd. Optellen van de
cijfers van de beide speelhelften geeft:

Jan scoort bij 3 + 4 =7 vande 5 + 12 = 17 schoten,
een rendement van 17—., =41%.

Kees scoort bij 6 + 1 = 7 van de 11 + 4 = 15 scho-
ten, een rendement van = = 47%. Dus:

niet Jan, maar Kees is de beste schutter(?)

De moraal van dit verhaal . . .

Misschien leiden wiskundige tellingen en berekenin-
gen toch minder vaak tot onomstotelijk juiste con-
clusies dan sommigen wel eens verwachten.

Laat je gewone verstand de baas blijven over de
mysterieuze krachten van de wiskunde.

En: denk niet dat er onder een aantal dobbelstenen,
of onder een aantal mensen, via de wiskunde steeds
een volgorde van beter naar slechter zou zijn aan te
wijzen. Dat zo’n volgorde vaak niet bestaat hopen
we hier ‘wiskundig’(?) te hebben aangetoond.
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Denkertje

Hier is nog een derde voorbeeld, waar je zelf wat aan
mag rekenen.

Tegen de kwaal ‘Numeritus’ bestaan twee soorten
pillen, zeg pil X en pil Y. Een onderzoek naar het
effect van beide pillen strekte zich uit over 2090 lij-
ders aan die kwaal. Hiervan kregen er 1710 pil X te-
gen 380 pil Y.

Op grond van bepaalde vermoedens werden deze
groepen nog onderverdeeld in vier categorieén, naar
geslacht en naar leeftijd. De resultaten van het on-
derzoek staan in de volgende tabel:

pil X pil Y
(] ]
SE T8 58|3538 88
e 50 28| e8 28
S8 82 23|38 32 &2
vrouwen onder de 30 780 340 44% | 70 30 43%
vrouwen boven de 30 440 270 61% | 100 60 60%
mannen onder de 30 340 120 35% | 90 30 33%
mannen boven de 30 150 80 53% | 120 60 50%

De succespercentages laten zien dat in elke categorie
pil X betere resultaten geeft dan pil Y.

Vraag 1 Bereken de succespercentages van pil X en
pil Y voor de groep van alle vrouwen en ook voor de
groep van alle mannen.

Vraag 2 Bereken het succespercentage voor de totale
groep.

Kloppen de antwoeorden met de eerdere conclusie
dat pil X de voorkeur heeft?




*Platlanders

Platlanders zijn wezentjes die slechts twee afmetin-
gen hebben, alleen lengte en breedte. Ze zijn dus
platter dan een dubbeltje. Ze zijn niet eens dun,
want ze hebben totaal geen dikte.

Ze zijn daar niet rouwig om; ze weten het niet eens,
ja, ze kunnen zich niet eens dikte, of hoogte (zo-
als wij die kennen) voorstellen.

Zij leven altijd in een of ander Platland, een land,
waarin ook slechts twee afmetingen voorkomen.
Platland is altijd een vlak, een plat vlak of een gebo-
gen vlak. Het is voor Platlanders maar moeilijk uit te
maken, of zij in een plat vlak, dan wel in een gebo-
gen vlak leven. Ze kunnen immers alleen maar zien
en meten in hun vlak, langs de lijnen van hun vlak,
niet daarbuiten, ‘naar boven’ bijv. want daarvoor
zouden ze een derde afmeting moeten kennen.

Stel dat we een Platlander, die altijd op een plat vlak
heeft gewoond, op een biljartbal zetten. We nemen
aan, dat deze Platlander zeer kleine afmetingen
heeft ten opzichte van de biljartbal. Zo iets als onze
afmetingen ten opzichte van de aarde.

Onze Platlander is toevallig landmeter. Hij wil in zijn
nieuwe land een brede cirkelvormige ‘omheining’
maken.

Met P als middelpunt trekt hij een cirkel met de
straal 5 cm en ook een cirkel met de straal 10 cm
(zie fig. 1).

Hij koopt wat lijnen (er zijn platlandwinkels genoeg
op de biljartbal) om deze cirkels duidelijk aan te ge-
ven. Nu had hij van tevoren berekend, hoeveel centi-

meter lijn hij voor elke cirkel nodig had. Hij kende
immers de formule 27r voor de omtrek van een cir-
kel. Hij doet nu een eigenaardige ontdekking. Hij
houdt bij de eerste cirkel al lijn over en bij de twee-
de nog meer. Toch had hij goed gerekend.

Hij meet de lengte van de lijnen die hij voor beide
cirkels nodig had en doet nog een tweede ontdek-
king: hij verwachtte, dat toch zeker voor de tweede
cirkel precies tweemaal zoveel lijn gebruikt zou zijn
als voor de eerste. Het is minder dan tweemaal zo-
veel! Wat is er toch met zijn nieuwe woonplaats aan
de hand? Er schijnen heel andere meetkundige wet-
ten te heersen dan in zijn vroegere woonplaats.

Evenwijdige lijnen zijn spoorloos verdwenen

Als twee evenwijdige lijnen gesneden worden door
een derde, zo had hij altijd geleerd en talloze malen
waargenomen, zijn overeenkomstige hoeken gelijk.
Om dit te onderzoeken wilde hij twee evenwijdige
lijnen construeren. Hij deed dit als volgt:

Hij zette twee puntbakens 4 en B uit en spande
daartussen de lijn AB.

Daarna nam hij een lijnstuk BC en plaatste dit in B
loodrecht op AB. Ook in A een even groot lijnstuk
loodrecht op AB. Zo ontstonden de punten C en D.
Daartussen werd nu weer de lijn CD gespannen.
Onze Platlander was er nu zeker van, dat hij twee
evenwijdige lijnstukken AB en CD geconstrueerd
had.

Omdat hij de lijnstukken wat kort vond ging hij ze
beide verlengen: kijkend langs de puntbakens A4 en
B liet hij door een bevriende Platlander (die we voor

Fig. 1.

Fig. 2.
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deze gelegenheid ook naar de biljartbal-wereld over-
geplaatst hebben) een derde puntbaken E z6 plaat-
sen, dat het met A en B op een rechte lijn lag. Op
deze wijze verlengde hij ook AB en ook CD.Maar . ..
er scheen iets niet in de haak te zijn.

Hoe nauwkeurig hij ook alles deed, steeds kwamen
de lijnen dichter bij elkaar tot ze elkaar sneden.
Naar de andere kant verlengen hielp ook niets, ook
daar sneden de lijnen elkaar. Dit was een wonder-
lijke nieuwe wereld, waarin geen evenwijdige lijnen
bestonden.

Onze Platlander herinnerde zich nog heel goed dat
de stelling: ‘de hoeken van een driehoek zijn samen
180°” bewezen werd door een of meer evenwijdige
hulplijnen te trekken en de stelling van de evenwij-
dige lijnen toe te passen.

Als in zijn nieuwe wereld geen evenwijdige lijnen be-
stonden, dan zou het best mogelijk zijn, ja zelfs voor

de hand liggen, dat de som der hoeken van een drie-
hoek in zijn wereld niet gelijk was aan 180°.

Na enige metingen kon onze Platlander er zich van
overtuigen, dat die som altijd groter was dan 180°.
Een voorbeeld van een van zulke metingen zie je in
fig. 3.

Fig. 3.

Pythagoras
Olympiade

Oplossingen en prijswinnaars van de opgaven
PO 34-36.

PO 34.
Bewijs dat voor elk viervlak ABCD geldt:
AB+CD+ AC*BD = AD * BC.

Dit is een typisch voorbeeld van een opgave die er op het
eerste gezicht heel onschuldig uitziet, maar die allerminst
eenvoudig blijkt te zijn. Rechttoe, rechtaan-rekenen leidt
tot gigantische verwikkelingen. Het moet dus anders.
Slechts 10 lezers stuurden ons een oplossing, en alleen
Victor Allis (5-vwo Herman Wesselinkcollege, Aalsmeer) en
Rob de Jeu (6-vwo SG ‘Albert Einstein’, Hoogvliet) hadden
een correct verhaal.

Beiden hielden alle ribben op €én na, bijv. AD, vast en vari-
eerden AD. Het linkerlid van de ongelijkheid verandert dan
niet, dus het ongunstigste geval doet zich voor als AD zo
groot mogelijk is. Dat is als de vier hoekpunten in één vlak
liggen met A en D aan weerszijden van BC.

Hier is een samenvatting van het bewijs van Rob de Jeu
voor dat geval.

Hij koos een hulppunt £ zo, dat de drichoeken DEC en
DBA direct gelijkvormig zijn. Omdat dan ook geldt:

L EDB = [ CDA en DE : DB = DC : DA zijn de driehoeken
EDB en CDA eveneens direct gelijkvormig. Uit de eerste
gelijkvormigheid halen we DC * AB = EC - AD, en uit de
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tweede DB - AC = EB - AD. Hieruit volgt

DC - AB + DB - AC =AD (CE + EB) en de gevraagde onge-
lijkheid volgt uit de drichoeksongelijkheid CE + EB > CB.
Victor Allis wist dat de ongelijkheid, in het geval dat 4, B,
C en D in één vlak liggen, bekend staat als de (uitgebreide)
stelling van Ptolemacus, en dat het gelijkteken geldt dan en
slechts dan als 4, B, D en C (in deze volgorde!) op een cir-
kel liggen. De astronoom Claudius Ptolemaeus (Alexandrig,
87150 na Chr.) gebruikte dit bij de samenstelling van wat
wij tegenwoordig sinustafels zouden noemen.

We geven ten slotte een geheel ander bewijs van de ongelijk-
heid in de ruimte met behulp van vectoren. Het berust op
de opmerking dat als ?1 en ?2 eenheidsvectoren zijn (dus
lengte 1), dat dan voor alle getallena, en a, geldt dat

|a|E: _az-e:l:laz_gl _al—é;l

(zie de figuur).

Nu kiezen we A4 als oorsprong, en drie eenheidsvectoren E),
?en E langs AB, AC en AD. Dan geldt voor zekere positieve
getallen b, cend dat AB=b?, AC=cf. AD=d7%,
|IAB|=b, |ACl|=c, |AD|=d, |BC|=|be—cfl,
ICD| =1 c?—d?l en |DBl=ldg-bel.

Gebruik makend van de opmerking hierboven leiden we nu
af

|AB|-|CD| + |AC|-1BD| = blcf-dgI +

+ cldg—bel = bldf-cg| + clbg—de| =
|bdf —bcg| + lbcg—dcel > |bdf-dce| =
= dIbf-c?l = dlef-be| = |AD|"|BC|
waarbij het ongelijkteken volgt uit de driehoeksongelijk-
heid.

4

De twee prijzen gingen natuurlijk naar Victor en Rob.




PO 35.

Gegeven zijn de cirkels ¢, en ¢,, met snijpunten A4 en B.
Neem op ¢, een punt P, De lijnen PA en PB snijden c,
nogmaals in C en D.

Voor welk(e) punt(en) P op c, is de lengte van het lijn-
stuk CD maximaal?

De meeste inzenders van een goede oplossing merkten op
dat in het getekende plaatje hoek P enerzijds gelijk is aan
het halve verschil van de cirkelbogen CD en AB op cirkel
¢,, en anderzijds gelijk is aan de helft van boog 4B op cir-
kel ¢, . Als P over ¢, loopt, blijft de grootte van boog CD
op ¢, daarom constant, en dus is ook de lengte van koorde
CD constant. Dat is het bewijs in grote lijnen, maar er zijn
nog wat details die nadere beschouwing vragen.

Als P over ¢, loopt, komen er tal van andere onderlinge po-
sities van A, B, C en D voor, en telkens moet je daar het be-
wijs een beetje bij aanpassen. De oplossing van Menke Ub-
bens (4-vwo, RSG ‘Magister Alvinus’, Sneek) met daarin zes
duidelijke tekeningen was in dit opzicht voorbeeldig.

Er waren 16 inzendingen waarvan 10 correct. Prijzen: Bram
Bouwens (6-vwo, SG Philips van Horne, Weert) en Rutger
Noot (5-vwo, Gymn. Haganum, Den Haag).

De overige correcte inzendingen waren van Victor Allis,
Steven van Enk (Veenendaal), Hennie Groot Lipman
(Heeten), Rob de Jeu, Jeroen Mulder (Roermond), Menke

Ubbens, Klaas Wijbrans (Wierden) en Auke Zijlstra (Leeu-
warden).

PO 36.

Gegeven zijn twee positieve gehele getallen m en n. Be-
wijs dat van de getallen '\'/ m en'g/ n er altijd minstens
één kleiner dan of gelijk aan </ 3 is.

Oplossing van Rutger Noot (enigszins bekort): als m > n
dan isrf/n ér('/ m, en voor positieve gehele m geldt

r('/ m < 3/ 3. Dat laatste is namelijk gelijkwaardig met
m?3 < 3™ en deze ongelijkheid bewijzen we met volledige
inductie.

Voor m =1, 2 en 3 klopt het. Voor m > 3 geldt
(m+1)*=m>+3m?> +3m+1<m®+m®+im®+
+Lm3 <3m3. Alsdusm?® < 3™ dan geldt ook

(m+1)* <3-3M=3m+1

Er waren 25 inzendingen, waarvan 12 correct. Prijzen:
Harry Oosterveen (6-vwo, Menso Altingcollege, Hoogeveen)
en Herman v. d. Molen (5-vwo, Fivelcollege, Delfzijl). Ove-
rige correcte oplossingen: Bram Bouwens, Jan Willem van
Dalen (Steenwijk), Hennie Groot Lipman, Ronald Heynen
(Breda), Rob de Jeu, Jeroen Mulder, Rutger Noot, Bart
Oranje (Groningen), Robert Sanders (Meppel) en Menke
Ubbens.

Pythagoras
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Nieuwe opgaven (oplossingen inzenden vé6r 1 de-
cember 1982).

PO 46.

Er bestaat een natuurlijk getal N met erg veel delers: het
is deelbaar door alle getallen van 1 tot en met 60 op
twee na, en die twee niet-delers komen na elkaar.

We vragen je niet om N te bepalen, maar kun je afleiden
door welke twee opvolgende getallen NV niet deelbaar is?

PO 47.

Gegeven is een rechthoekige driechoek. De lengten van de
zijden (in cm) zijn gehele getallen; die van de schuine
zijde is géén geheel veelvoud van 5.

Bewijs dat de oppervliakte (in cm?) een geheel getal is
dat op een nul eindigt.

PO 48.

Het anticke horloge van mijn grootvader doet het nog
best, al loopt het iets te snel. Als ik het ’s middags om
12 uur gelijk zet, staan om half zeven ’s avonds de grote
en de kleine wijzer precies over elkaar heen, dus dan
loopt het ruim twee minuten voor.

Bepaal precies hoeveel het per etmaal voorloopt.
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Wedstrijdvoorwaarden en prijzen

Leerlingen van het voortgezet/secundair onderwijs kunnen
hun oplossing van een of meer opgaven insturen aan: Pytha-
goras Olympiade, Brederode 29, 2261 HG Leidschendam
(NL). Let op de inzendtermijn en zorg voor voldoende fran-
kering.

Vermeld op elk (éénzijdig beschreven) vel: naam, adres,
geboortedatum, school, schooltype en klas. Elke oplossing
moet op een nieuw vel beginnen.

Oplossingen dienen gemotiveerd en volledig uitgewerkt te
zijn, met verklarende tekst in goed lopende zinnen. Slechts
goed leesbare inzendingen worden bekeken.

Wie een aan zichzelf geadresseerde en als brief gefrankeerde
open enveloppe meezendt, ontvangt na de inzendtermijn
onze oplossingen.

Per opgave worden onder de goede oplossers twee prijzen
t.w.v. £ 10/Bfr 150 verloot.

De opgaven van één jaargang vormen samen de ladderwed-
strijd. De drie inzenders van de meeste goede oplossingen
krijgen elk een prijs t.w.v. f 25/Bfr 400.

De beste tien van de ladderwedstrijd die niet in een examen-
klas zitten, krijgen een uitnodiging voor de tweede ronde
van de Nederlandse Wiskunde Olympiade. Zij hoeven zich
dus niet via de eerste ronde te klasseren.
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Correspondentie

Mooie machtensommen (Pythagoras 21-5, blz. 97)

Verschillende lezers schreven ons dat we er in dit
artikel flink naast zaten!

Het ging over getallenrelaties zoals 5% = 4% + 32 en
6% =5% +43 +33,

In tegenstelling tot wat het slot van het artikel be-
weerde, vond o.m. Tijmen-Jan Moser (Ermelo) dat
het juist erg eenvoudig is om dergelijke relaties te
vinden met een negatieve exponent:

Neem een relatie met een positieve exponent. Bijv.
52 =42 +32,

Deel links en rechts door de bijpassende macht van
een geschikt gekozen grondtal, namelijk het kgv.
van de gegeven grondtallen. Hier het kgv. van 5,4 en
3, ofwel 60.

Vereenvoudig, en je hebt wat je zocht: 52/60% =
=4%/60% +32/60% of 1272=15"2 +2072.

Wie ontcijfert dit?

Antwoorden en oplossingen

bij: De beste, wiskundig berekend

Vraag 1 _
rendement pil X bij vrouwen = 610/1220 = 50%

_rendement pil Y bij viouwen = 90/170 =53%

rendement pil X bij mannen =200/490 =41%
rendement pil Y bij mannen = 90/210 =43%
Dus zowel bij vrouwen als bij mannen blijkt pil Y de beste!

Vraag 2

rendement pil X = 810/1710 = 47%
rendement pil Y = 180/380 =47%
Dus X en Y zijn even goed!?

Even een aanwijzing: het begint met een sterretje en dan volgt een P.

O A

16 Pythagoras




