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Bij de voorplaat Gevangen op een plat vlak! Naar
een tekening van Oscar Reutersvird. In dit nummer
vind je meer over de ‘onmogelijke figuren’ van deze
kunstenaar.
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In 1982 gebruikte de Zweedse posterijen drie abstracte
onmogelijke figuren van Oscar Reutersvard voor de
zegels van 25, 50 en 75 ore.
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°De onmogelijke figuren van
Oscar Reutersvard

De prent op de omslag is gebaseerd op een van de ‘on-
mogelijke figuren” van de Zweedse kunstenaar Oscar
Reutersvird. De toevoeging van de poppetjes is van
mij, Reutersviird zelf tekent alleen volkomen abstracte
lijntekeningen,

De vrouwtjes hollen wanhopig naar het bordje UIT,
omdat ze zich gevangen voelen binnen het beperkte
vlak dat hun toegewezen is. Als ze daar de trap afdalen,
in de hoop op een ander niveau iets nieuws te vinden,
blijkt dat ze bij het bordje IN precies dddr belanden
waar ze van wegvluchtten. Twee politieagenten blijven
dit dwaze gedoe (want: THERE IS NO ESCAPE!)
keurig regelen, terwijl twee mannen het al lang opge-
geven hebben,

Merkwaardig, dat de bovenste traptrede en de onderste
op precies hetzelfde niveau liggen:en de tussenliggende
treden”

Reutersvird is de eerste die, in 1934, een onmogelijke
driebalk tekende, figuur 1. Dat was lang voordat Pen-
rose (1958) hem publiceerde en Escher op dit thema
zijn bekende prent ‘Waterval’ maakte.
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Fig. 3

In fig. 2 zie je een kubische ruimtevulling die op het
principe van de onmogelijke driebalk is gebaseerd.
Vergelijk dic eens met de kubische ruimtevulling van
Escher (fig. 3); daar is de hele zaak normaal en zijn de
kubussen z0 met elkaar verbonden, dat ze een driedi-
mensionale werkelijkheid weergeven.

In fig. 4 is een variatie getekend van de grondfiguur
die op de omslag gebruikt is. Hier laat Reutersvird de
trap buitenom lopen. Zelf heb ik bovenaan nog een
balkje in de vorm van een rechte hoek er aan toege-




voegd en verder zijn kariatiden aangebracht die de
balken ondersteunen zoals in het kleine tempeltje op
de Acropolis in Athene. Uit medelijden met de eeuwig
aan hun plaats gebonden kariatiden heb ik hier de
mogelijkheid voor periodieke aflossing ingebouwd.

Ik ben ervan overtuigd, dat het nadenken over zulke
figuren en het zelf bedenken en tekenen van variaties
en eventueel nieuwe vormen heel wat interessants naar
voren kan brengen.

In fig. 5 gaan we eens kijken hoe zo’n figuur als bij-
voorbeeld de omslagfiguur opgebouwd kan worden.
Het gaat eigenlijk om een rechthoekig plat vlak (Sa)
maar omdat er een niveauverschil moet komen die
door een trap overbrugd zal worden komen we tot
een trapezium: de trap moet een andere richting heb-
ben dan een zijkant van de rechthoek.

.De lijnen isoleren het omschreven vlak te weinig van
de omgeving, daarom maken we brede strippen (5b).
Om het verschil in richting van de platte C en de om-
hooglopende trap te suggereren worden de twee streep-
jes die de C sluiten, in dezelfde richting getrokken als
de lange balk van de C (5c). Daarmee is al een groot

deel van de suggestie gewekt. Sterker wordt dit als we
de platte vlakjes dikte geven (5d). In fig. Se en 5f kun
je zien hoe uit 5d de “aflossing van de wacht van de
kariatiden’ en de omslagtekening ontstaat.

Hoe eindeloos je kunt variéren op het thema van de
onmogelijke driebalk kun je zien in een andere prent
van Reutersvird (fig. 6).

Wie wat meer prenten van Reutersvird wil zien, kan
via zijn boekhandel bestellen: Oscar Reutersvird:
Omajliga figurer, uitgeverij Doxa (Zweden).

Pythagoras 37




°Het laatste cijfer

I. van der Blij

Om met het volgende verhaal mee te kunnen doen
heb je een eenvoudige zakrekenmachine nodig. Zo één
die kan optellen, aftrekken, vermenigvuldigen, delen
en kwadrateren. We willen het hebben over rekenen
met gehele getallen en letten voorlopig alleen op het
laatste cijfer. Laten we beginnen met optellen. Begin
maar met een of ander getal, bijvoorbeeld een dat op
een 7 eindigt. We gaan er nu steeds 1 bijtellen. Dan
wordt het laatste cijfer een 8, dan een 9, dan een O,
enzovoort. We zien een kringetje ontstaan:

7\

6 4/

We zien nu direct wat er gebeurt, met welk cijfer we
ook starten als laatste cijfer.

Gaan we er steeds 2 bijtellen, dan gaat het anders: be-

ginnen we oneven, dan blijven de laatste cijfers oneven.
We krijgen nu twee kringen:

AV ety
2 9 3

i A S

6 -— 4 7 = 5

Gaan we er steeds 5 bijtellen, dan gaat het weer anders:

Maak nu zelf figuren die behoren bij steeds 3 of steeds
4 0of 6,7, 8 of 9 bijtellen!
Voor steeds hetzelfde getal aftrekken moet je het alle-
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maal nog eens doen, of even goed nadenken want dan
zieje . ..

Nu gaan we hetzelfde spel nog eens doen, maar niet
met optellen maar met vermenigvuldigen. Eerst met 2
vermenigvuldigen. Laat het startgetal op 1 eindigen,
dan vinden we achtereenvolgens voor de laatste cijfers
1,2,4,8,6,2,4,8,...

Het plaatje dat hier bijhoort:

1—= 2 —

D= N
0 -— P

-

Bekijken we alle mogelijke startwaarden, dan vinden
we het plaatje:

1 7

N i

l

X2

T

D — N
0 - h
-

7 =
3 9

We zetten om O een cirkeltje: als je een nul gevonden
hebt, blijft het laatste cijfer altijd nul.

We geven ook nog het plaatje voor met 3 vermenig-
vuldigen:

1—=3 2—6
=t b e e
7] <— 9 4 «— 8

Vermenigvuldigen met 4 geeft weer een ander plaatje:

1—>4 3—2 5
AR WA

Maak nu zelf de plaatjes voor vermenigvuldigen met
respectievelijk 5,6,7,8 en 9.

We kunnen voor de aardigheid ook eens gaan kwadra-
teren. Heeft het begingetal eindcijfer 1, dan blijft dit
zo. Hetzelfde geldt voor de eindcijfers 0, S en 6. Een
eindcijfer 2 wordt 4, nog eens kwadrateren dan 6 en
dat blijft dan 6. De figuur die er nu bijhoort is:




® ®

Maak nu zelf nog maar wat plaatjes voor derdemach-
ten, vierdemachten enz. Natuurlijk kun je nog heel
andere dingen doen, bijvoorbeeld aan ieder getal toe-
voegen de som van het getal en zijn kwadraat. Wat ge-
beurt er dan met de laatste cijfers?

We maken het nog wat gecompliceerder door naar de
getallen van Fibonacci, de zogenaamde konijnengetal-
len, te gaan zien. Je begint met 1, 1 en daarna is ieder
volgend getal de som van de twee directe voorgangers;
de rij wordt dus: 1,1, 2, 3,5,8,13,21,34,55,89 ...
Maar wij willen alleen het laatste cijfer bezien. Wat
komt er dan?

1,1,2,3,5.8,3,1,4,5,9,4,3.7,0,7, 7,4, .5.(),
ls 785381.9,0,998.7,5 2,7,9 .15 64
7,3,0,3,3.6,9,5,4,9,3,2,5,7, 2, 9,1

Kortom, een hopeloze warboel; zou er echt niets van
regelmaat inzitten? Nog heel even doorgaan, je kunt
nooit weten:

0,1.1,

Maar nu we weer 1, 1 hebben zijn we in precies de-
zelfde situatie als in het begin. Maar we moesten wel
lang geduld hebben. Eigenlijk hangt ieder cijfer af van
de twee voorgangers a, b. Je ziet dat er notabene 100
mogelijkheden voor de keuze van zo’n stel a, b is. Ge-
lukkig behoefden we niet zover door te gaan. Wat er
gebeurt als je met 7, 9 begint kun je ook al uit boven-
staande rij ontdekken. Voor welke paren vind je het
niet in de rij?

Eigenlijk had je tot nu toe je rekenmachine helemaal
niet nodig als je er maar om dacht dat je steeds weer alle
cijfers van een getal, behalve dan het laatste, mag weg-
laten in de berekeningen. Maar nu willen we dezelfde
spelletjes nog eens gaan doen met de laatste twee cijfers
in plaats van het laatste cijfer. We hoeven, denk ik,
niets meer voor te doen, je kunt zelf aan het werk gaan
en nu is de rekenmachine misschien toch wel handig.
Je zou nu voor je zelf wat voorbeelden kunnen maken.

Wij willen echter een beetje gaan nadenken of we kun-
nen voorspellen wat er gaat gebeuren zonder alles eerst
te proberen.

Eerst over optellen. Hoe je ook begint, na een aantal
keren steeds hetzelfde getal, bijvoorbeeld NV erbij tel-
len kom je weer op de laatste twee cijfers van het be-
gingetal uit. Laten we bijvoorbeeld m keer opgeteld
hebben. Dan hebben we in het totaal m X N erbij ge-
teld. Als num X N een veelvoud van 100 is, hebben
we de oorspronkelijke laatste twee cijfers van het be-
gingetal terug. Dit lukt als m = 100.

Kan het ook bij minder dan 100 al gebeuren? Bij gege-
ven N zoeken we de kleinste positieve m zodat m X N
een veelvoud van honderd is. Bij N = 15 vinden we
m =20. En wel 5 kringen van ieder 20 getallen.

Bij NV = 10 vinden we 10 kringen van ieder 10 getallen.
Bij N = 20 vinden we 20 kringen van ieder 5 getallen.
Bij N = 2vindenwe ...

Bij N =35 vinden we . . .

Bij N= 7 vindenwe ..

Je begrijpt nu wel hoe het in elkaar zit.

Kan zoiets ook voor vermenigvuldigen?

We beginnen met een getal k dat eindigt op twee cijfers
ergens tussen 00 en 99. We gaan nu eerst maar eens
vermenigvuldigen met 2. We mocten dan de laatste
twee cijfers gaan bezien van k, 2k, 4k, 8k, 16k,
21k ... De vraag die we ons stellen is wanneer eindigt
21k weer op dezelfde twee cijfers als £? Of wat op
hetzelfde neerkomt: wanneer is 277k — k een veelvoud
van 100? We zoeken dus de kleinste positieve n zodat
(2" — 1) kdoor 100 deelbaar is. Als nu k al factoren
2 en/of S bevat gaat het anders dan in het geval dat k
geen factor 2 en ook geen factor S bevat. We nemen
een erg eenvoudig voorbeeld: laat & eindigen op 50.
Dan moet 2 — 1 alleen nog maar door 2 deelbaar
zijn. Maar dit gebeurt voor geen enkele positieve waar-
de van n. Dus als we beginnen met 50 als eindcijfers
komen we hier nooit meer bij terug. Dat is nogal dui-
delijk, immers:

50

|
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We kunnen het plaatje nog wat mooier maken:
25 45
50

Laten we nu het geval eens bezien dat k een viervoud
is. Dan moet 27" —
de machten van 2 opschrijven, de laatste twee cijfers
althans en zien of we een keer uitkomen op 01, 26,
51 of 76. Nu zijn 01 en 51 natuurlijk onzin, machten
van 2 zijn even. Dus vragen we of we wel eens op 26
of 76 eindigen. Van de machten schrijven we alleen
de laatste twee cijfers op. We moeten ook wel zo reke-
nen anders is onze rekenmachine te klein!
2,4.8,16,32,064,28,56,12,24,48,96,92, 84, 68,
36, 72.44.88,70.

Hoera, het is toch gelukt, weliswaar na 20 keer pas.
Wil je zekerheid?

220 = 1,048.576.

Hoe ziet nu een kring eruit? We moeten beginnen met
een startgetal dat door 4 deelbaar is, met bijvoorbeeld
als eindcijfers 28. De kring wordt:
286>56>12—>24-48>96—>92 > 84> 68 > 36
-+ 72>44->88—->76—>52->04->08~>16—>32~>
64 — 28 enzovoort!

Het is dus een kring van 20 getallen. Begonnen we
met een getal &, eindigend op 20, dan was er een veel
kleinere kring ontstaan:

20—~ 40— 80— 60 = 20 enzovoort.

Van 28 mogelijke startsituaties kennen we nu al het
verloop. Hoe is het met de andere? We bezien nog eens
een stukje van de grote kring nauwkeuriger:

852

/N
6 04

1 een 25-voud zijn. We gaan gewoon

7

Maar ook 26, weliswaar geen 4-voud, geeft na verme-
nigvuldiging met 2 als antwoord 52. Dus:

26

76 —= 52— 04

Nu zien we dat 13 en 63 allebei 26 geven, dus:
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26

— 52 —

Zo’n boompje komt er nu boven ieder getal van de
kringen van 20 getallen. Dan zijn er dus nog 60 meer
ondergebracht. (Want ze zijn echt allemaal verschil-
lend, want . . .)

Boven de getallen van de kleine kringen van vier getal-
len zitten ook zulke bomen, bijvoorbeeld:

05 55

NS
|

20

Er zijn er dus alweer twaalf ondergebracht. En dus
heeft ieder zijn plaatsje gevonden. Het hele bos bestaat
uit de *boom’ met 00 als ‘wortel’; de twintig bomen
met de getallen van de grote kring als wortel en de
vier bomen met de getallen van de kleine kring als
wortel.

Wat gaat er gebeuren als we niet steeds met 2 maar
met 3 vermenigvuldigen? Het gaat eigenlijk net zo,
alleen worden de plaatjes toch weer anders. Je kunt
het geloven of niet, maar nu worden alle getallen in
kringen gepast. Dat wil eigenlijk zeggen dat bij iedere
combinatie @b van laatste cijfers een combinatie pg
van laatste cijfers hoort, zodat 3 X pg op ab eindigt.
Nu is voor ab altijd een cijfer ¢ te zetten, zodat cab,
dus 100 X ¢ + 10 X @ + b door 3 deelbaar is. Je hoeft
immers ¢ alleen zo te kiezen dat ¢ +a + b een 3-voud
is. En dat kan altijd. Delen door 3 geeft je dan de ge-
vraagde laatste cijfers pg.

Natuurlijk moet je weer een macht van 3 zoeken die
een 100-voud is plus 1. Het valt mee:

320 =3.486.784.401

Verder moet je het voor 3 en eventueel als je het leuk
vindt ook voor 4, 5 etc. zelf maar doen.

Wij gaan nog even kwadrateren. Een getal dat eindigt
op 00 blijft bij kwadrateren eindigen op 00, een getal
dat eindigt op O1 idem. Zijn er nog meer van zulke ge-
tallen? We zoeken dus getallen N zodat N2 — N een




—

100-voud is. Dus moet N(N — 1) een 100-voud zijn.
Zowel de factor 22 als de factor 52 moet 6f in N
of in N — 1 zitten. Naast 00 (dat wil zeggen /V is deel-
baar door 22 en 52), 01 (dat wil zeggen N — 1 is deel-
baar door 22 en 52) zijn er nog 25 (dat wil zeggen N
is deelbaar door 52 en N — 1 door 22) en 76 (dat wil
zeggen N is deelbaar door 22 en N — 1 door 52).
Verder merken we op:

16— 56

b

96 +<—36

Gaat er nog meer dan 96 na kwadrateren naar 167
Natuurlijk wel 04, maar ook 46 en 54. Gaat er ook iets
naar 04? Natuurlijk wel 02, maar ook 48, 52,98. Gaat
er ook iets naar 467 Nee, want bij het kwadraat van

een even getal vormen de laatste twee cijfers altijd een
viervoud. Dus gaat er ook niets naar 54. We hebben al
een stukje van een plaatje:

48 02
N

52— 04 46

/ !

98 54— 16 —> 56

by

96 «— 36

Maar het is nog een heel werk om het volledige kwa-
dratenplaatje af te maken. Wie vroeg er om derde- of
vierdemachten? En de laatste twee cijfers van de
Fibonacci-getallen . . .

°Altijd pech!

Sommige mensen zeggen dat ze altijd pech hebben.
Neem nou mijn collega Jaap. ’s Avonds gaan we vaak
samen met de metro naar huis. Hij moet er het eerst
uit; ik rijd nog een eindje verder mee tot het eindpunt.
We praten tijdens de rit over koetjes en kalfjes, over
het weer, de politiek, de televisie of over het werk.
Maar Jaap zit dan nogal eens te klagen over van alles
en nog wat, terwijl hij er toch niet veel reden voor
heeft. Hij heeft een leuke vrouw, lieve kinderen, hij
woont in een mooie flat, wel niet helemaal bovenin,
maar toch met een riant uitzicht, hij heeft een goede
baan, wat wil een mens nog meer? Toch vindt Jaap
altijd wel redenen om ergens de smoor over in te heb-
ben. Laatst kwam hij weer met een verhaal over de
lift in zijn flatgebouw. Niet dat die lift niet deugt, de
flat heeft gerieflijke snelle liften die nog nooit kapot
zijn geweest. Maar Jaap beweert dat ’s ochtends, als
hij naar beneden wil en op de lift staat te wachten, er
bijna altijd eerst een lift komt die de verkeerde kant
op gaat: naar boven en niet, zoals Jaap wil, naar bene-
den.

Ik wilde het eerst niet geloven; Jaap zeurt wel meer.
Ik zei dat hij het zich maar verbeeldde: de keren dat
hij pech had, ergerden hem, en daarom leek het alsof

het zo vaak gebeurde. Een lift gaat tenslotte net zo
vaak omhoog als omlaag, en ’s ochtends om een uur
of acht is het zo druk dat de liften voortdurend heen
en weer gaan. De kans op een lift naar boven moet
dus net zo groot zijn als de kans op een lift naar bene-
den. Maar Jaap bleef halsstarrig volhouden; hij had er
zelfs een lijstje van bijgehouden. In de afgelopen zes
weken was van de dertig keren niet minder dan 23
maal éérst *n lift naar boven langsgekomen!

En om te bewijzen dat hij werkelijk een geboren pech-
vogel is, had Jaap tegelijkertijd ook een metro-statis-
tiek bijgehouden. Elke ochtend noteert hij, zodra hij
op het station kwam, welke trein het eerst binnenreed:
de trein naar het centrum (die hij moet hebben) of
een trein de andere kant op. En wat denk je? Slechts
vijf van de dertig keer was de trein naar het centrum
de eerste geweest! Toch rijden de treinen zeer frequent,
en er gaan er precies evenveel de ene kant op als de
andere kant.

Ik heb er nog steeds grote moeite mee te geloven dat
Jaap werkelijk zo’n pechvogel is, maar ik zie hem er
toch ook niet voor aan dat hij me voor de gek houdt.
Waarom zou hij ook? Hij is wel een beetje een zeur-
kous, maar toch ook erg oprecht.

Nou ja, pechvogels moeten er ook zijn, zullen we
maar zeggen. Of weet jij een betere verklaring? (Zie
achterin!)
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°°Een onvast veertienviak

Hier een bouwplaat voor wie eens iets heel bijzonders
in elkaar wil zetten. Zoals je in de figuur kunt uittel-
len moet het een veelvlak worden met 9 hoekpunten,
14 driehoekige zijvlakken, en 21 ribben (lijnstukken
langs de omtrek tellen voor half!). De drichoeken
komen voor in 4 verschillende vormen, de ribben in 5
lengten.

Als bouwplaat is de figuur mooi links-rechts symme-
trisch, maar zodra je gaat vouwen gaat dit niet meer
op. Let op de twee soorten vouwlijnen in de tekening.
Het in elkaar zetten kan best nog wat hoofdbrekens
kosten want het resultaat is een nogal vieemd gedrocht
met twee diepe indeukingen. Pas als je de langste ribbe
en het daartegenover liggende hoekpunt (de “top’) op-
zoekt en met een kleurtje merkt, zul je weer enige
regelmaat herkennen.

Wat is er bijzonder aan?

Je kunt natuurlijk zelf op oneindig veel manieren
andere rare veelvlakken bedenken. Maar het hier be-
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schreven geval heeft de volgende zeer aparte eigen-
schap:

Als je met één hand de uiteinden van de langste ribbe
vasthoudt, kun je de top een stuk heen en weer bewe-
gen.

Het veelvlak is nict vast, niet star. Het kan, zonder
forceren, wat wicbelen.

‘So what’, kun je nu zeggen, ‘is dat dan zo indrukwek-
kend?” Waarschijnlijk niét als je het ding in handen
hebt en het ziet gebeuren.

Maar toch wél, als je bedenkt dat er ror nog maar
enkele jaren geleden nooit zo'n veelviak gemaakt was.
En haast iedereen daarom het idee had dat zo’n bouw-
sel, bestaande uit vaste zijvlakken en scharnierende
ribben, steeds een ‘stijve’ constructie zou vormen.
Daar kwam nog bij, dat al een hele tijd geleden water-
dicht bewezen was dat convexe veelvlakken wel beslist
altijd stijf zijn, Waarbij ‘convex’ wil zeggen: zonder
deuken of instulpingen.

Zo beschouwd is dit toch wel een bijzonder veelvlak,




De voorkant van het veertienvlak; de achterkant heeft
dezelfde vorm, de piramidevormige deuk zit daar aan
de bovenkant.

Het laat nog eens zien dat het in de wiskunde gevaar-
lijk is om te zeggen dat icts niet bestaat, zolang die
bewering nict volledig is bewezen.

Aanwijzingen voor bouwers

Gebruik voor de bouwplaat goed stijf tekenpapier, of
dun karton.

Kies bij het overtekenen van de figuur minstens 1 cm
als maateenheid bij de opgegeven maatgetallen.

Rits de doorgetrokken vouwlijnen aan de voorkant,
en de punt-streep-lijnen aan de achterkant; maak de
vouwen in de bijpassende richting.

Plak de vrije randen met plakband aan elkaar vast
zoals door de pijlen staat aangegeven. Of bedenk voor
het uitknippen (of beter: uitsnijden) waar plakrandjes
kunnen zitten.

- Laat van de bovenste driehoek in de bouwplaat de vrije

randen eerst nog los, zodat je kunt zien wat er binnen-
in gebeurt.
Werk uiterst precies! Succes.

°Puzzel: Hoeveel stenen?

De foto toont een waterput in de sneeuw. Iemand wil
ook zo’n fraaie put metselen en is benieuwd hoeveel
stenen daar wel voor nodig zijn. Hij zou kunnen pro-
beren ze door middel van deze foto te tellen. Veron-
derstel hierbij dat de waarnemer voldoende ver van de
put staat.

In principe kan dat als volgt: tel hoeveel stenen er aan
de voorkant te zien zijn en verdubbel dat aantal.

Maar nu komt de moeilijkheid. Aan de linker- en rech-
terzijde is de vertekening dermate groot dat door de
schijnbare verkorting het tellen daar vrijwel onmoge-
lijk wordt en daardoor de uitkomst erg onbetrouw-
baar. Aan het centrale deel van de voorzijde echter is
tellen wel goed mogelijk.

De opdracht luidt nu:

geef een methode aan om, uitgaande van de foto, een
zo nauwkeurig mogelijke schatting van het aantal ste-
nen dat bovengronds nodig is, te maken.

Oplossingen sturen naar Ir. H.M. Mulder.

Adres zie omslag.
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°Platlanders

Grenzeloos, maar toch niet oneindig groot

Onze Platlander legde zich niet neer bij de conclusie
van de arts. Hij was helemaal niet overspannen. Integen-
deel.

Dat hij wat vreemd had staan schreeuwen in die zaal
was misschien ondoordacht geweest; hij had beter na
afloop eens rustig kunnen gaan praten met Prof, Stein.
Die zou zijn argumenten begrepen hebben,

Er bleef dan alleen nog dat vreemde dat hij oorspron-
kelijk uit een andere wereld kwam.

Onze Platlander zou nu bewijzen dat het platland-
heelal waarin hij nu verbleef gekromd was.

Als dit heelal gekromd was, zoals het lijnland van de
cirkelbewoner, waarover Prof. Stein gesproken had,
zou het ook niet oneindig groot zijn. Het zou wel
grenzeloos kunnen zijn: het hield nergens op.

Als hij nu eens, te beginnen bij zijn huis, puntbakens
zou uitzetten. Telkens weer nieuwe op zulke afstan-
den van elkaar, dat vanuit elk baken alle omringende
bakens duidelijk te zien waren,

Was het heelal eindig, dan zou hij ook maar een eindig
aantal bakens nodig hebben om het heelal daarvan te
voorzien. Na enige tijd bakens uitgezet te hebben in
alle richhingen, zou hij ten slotte stuiten op gebied
waar al bakens gezet waren (zie fig. 1).

Hoe het met dit plan afgelopen is, kunnen we helaas
niet vertellen, want onze Platlander is nu al 10 jaar
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bakens aan het uitzetten. We kunnen ons wel aan een
voorspelling wagen wat betreft het aantal bakens, dat
hij nodig heeft, als we de straal van de bol kennen en
de onderlinge afstand tussen de puntbakens.

Maar laten we het eens vertalen in onze eigen wereld.
Dat de aarde bolvormig en dus het aardoppervlak on-
begrensd, maar niet oneindig groot is, weet de mens-
heid al eeuwenlang. Maar stel nu eens, dat wij dit wil-
den uitmaken door het uitzetten van bakens. Daar-
voor denken wij ons een aardoppervlak zonder water
en zonder bergen of heuvels. Nemen we ook aan, dat
de bakens vanaf een afstand van 10 km nog duidelijk
te zien zijn. Verder heeft die aarde een straal van 6000
km,

Hoeveel bakens, denk je, dat er voor een bakennet,
dat onze gehele aarde zou bedekken, nodig zou zijn?
Dit is nog nict eens zo'n gemakkelijke opgave.

Je mag gerust afronden en het probleem op een of
andere wijze eenvoudiger maken. Het gaat maar om
een ruwe benadering.

In het vorige nummer vroegen we of er in de ruimte
een gelijkzijdige zevenhoek bestaat met rechte hoeken.
(Pythagoras nr. 2, blz. 22.) Het antwoord luidt JA,
zoals je op deze foto kunt zien. We hebben zo’n zeven-
hoek gemaakt met zeven evenlange stukjes elektrici-
teitsbuis en zeven rechte ‘elleboogjes’. Als je goed be-




°°Parabolen in Lapland

grijpt hoe zo’n zevenhoek gemaakt is, dan snap je ook nummer opgemerkt, de oneven n-waarden maak je

dat je op dezelfde manier voor elke n > 7 een gelijk- door in onze zevenhoek telkens twee staafjes bij te
zijdige n-hoek met rechte hoeken kunt maken. Voor plaatsen (en dat kan natuurlijk op allerlei verschillen-
even waarden van n hadden we dat al in het vorige de manieren).

Lappen bouwen kegelvormige hutten van palen of
planken (fig. 1).

In feite is zoiets een grote open haard, waar je met
een hele familie omheen kunt gaan zitten. Op de grond
in het midden wordt een vuur gestookt en boven ver-
dwijnt de rook langs het rookgat.

Verder is er nog nog een deur en een gat vlak bij de
grond om de benodigde lucht aan te kunnen zuigen.

Fig. 2 Twee parabolen als raamwerk.

Dat zij parabolen als geraamte voor de hut kiezen is
niet zo verwonderlijk.

Als een kegel doorsneden wordt door een vlak, dat
evenwijdig is aan een beschrijvende rechte van de kegel,
dan is de doorsnijdingskromme een parabool (fig. 3).

Fig. 1 Kegelvormige Lappenhut in noord-Zweden.

Hoe wordt zoiets gebouwd?

In het dorp Fatmomakke in het noorden van Zweden
waren ze juist bezig een nieuwe hut te bouwen (fig. 2). /
In het veld waren vier gebogen houtdelen geplaatst, / //"

die twee aan twee verbonden waren tot parabolen. Zij
vormen het geraamte van de hut.
Daartegen worden dan palen of taps toelopende plan-

ken gespijkerd. Fig. 3 Een doorsnijding van een kegel is een parabool.
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De XXllle Internationale
Wiskunde Olympiade

Boedapest, juli 1982

Bij de Internationale Wiskunde Olympiade voor scho-
lieren in Boedapest hebben Daan Krammer en Tonny
Hurkens zilver en brons gewonnen. Er namen dertig
landen aan de Olympiade deel en elk land had vier
leerlingen van het vwo uitgezonden. In twee zittingen
van 4% uur moesten zij proberen zes vraagstukken op
te lossen. Hun werk werd daarna door een internatio-
nale jury beoordeeld en van punten voorzien. De beste
10 kregen een gouden medaille, de volgende 20 zilver,
en de 30 daarna brons. De overige 60 vielen buiten de
prijzen.

De Nederlandse deelnemers zijn geselecteerd via de
Nederlandse Wiskunde Olympiade en getraind met les-

brieven van het Mathematisch Instituut van de Leidse
universiteit.

Voor Nederland hadden zitting in de jury dr. J. van
de Craats van de Rijksuniversiteit Leiden en drs. J. M.
Notenboom van de Stichting Opleiding Leraren te
Utrecht.

Overzicht van de resultaten van de Nederlandse ploeg,
(die als geheel op de veertiende plaats kwam).

1 2 3 4 5 6 to-
taal

opgave nr.:

Peter de Bruin 7 0 2 0 7 1 17

Tonny Hurkens 3 0 7 3 7 2 22 (derde prijs)
Daan Krammer 6 0 7 7 7 7 34 (tweede prijs)
Richard Meijer 1 0 0 g/ 7 4 19

Totaal: 17 0 16 17 28 14 92

(maximale score per opgave: 7 punten)

De Nederlandse ploeg, v.l.n.r. Richard Meijer, Daan Krammer, Tonny Hurkens en Peter de Bruin.

~
4
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We geven hierbij de opgaven van de Internationale
Wiskunde Olympiade.

Eerste dag (beschikbare tijd: 4% uur)

Zij f een afbeelding van de verzameling van alle gehele getal-
len groter dan nul in de verzameling van alle gehele getallen
groter dan of gelijk aan nul, die de volgende cigenschappen
heeft:

a Voor elk paar (m, n) neemt f(m +n) - f(m)
van de waarden 0 of 1 aan.

b f(2)=0, f(3)>0¢cnf(9999)=3333.

Bepaal f(1982).

- f(n) ecn

Gegeven is een niet-gelijkbenige driehoek 44,4 3 met zijden
ay.a, enay (a; is de zijde tegenover 4;). Voor allei=1,2,3
is M; het midden van zijde a;, T; het punt waar zijde a; de in-
geschreven cirkel raakt, en §; het spiegelbeeld van T; in de
binnenbissectrice van hock A4;.

Bewijs dat de lijnen M (S, M5S 5 en M3S3 door één punt gaan.

Men bc:qchouwt rijen reéle getallen {x,} , & N metde vol-
gende eigenschappen:

X =1,envooralle/ >0 geldtdat 0 <x; 4 | <x;.

a Toon aan dat er voor elk van die rijen een n bestaat zo, dat

2 2 2
x Z

> 3,999.

s i +...t—
* *2 *n
b Bepaal zulk een rij waarvoor bovendien geldt dat voor alle »

2 . 2 2
>0 ’\1 Fpp =1
oot ——— <4,
X

R

Tweede dag (beschikbare tijd: 4% uur)

Stel # is ecn geheel getal groter dan nul. Bewijs: als de verge-
lijking

x3 -3 x_v2 +)'3 =

een gehele oplossing (x, v) heeft (dat wil zeggen een oplossing
waarbij x en y gehele getallen zijn), dan heeft de vergelijking
ten minste drie gehele oplossingen. Bewijs ook dat de verge-
lijking geen gehele oplossingen heeft als n = 2891.

. Op de diagonalen AC en CE van een regelmatige zeshoek

ABCDETF liggen punten M en N (M tussen A en C, N tussen C
en E) zo, dat %%[ = % = A. Bepaal X als gegeven is dat B, M

en N op één lijn liggen.

Stel S is cen vierkant met zijden van lengte 100. L is cen weg
in S, bestaande uit lijnstukken AgA |, A4, .., A4, 14,
Ay # Ay, dic zichzelf nict doorsnijdt of raakt. Bij elk punt P
van de rand van S is er een punt op [ dat tot P cen afstand
heeft die niet groter is dan =

Bewijs dat er twee punten X en Y op L bestaan met een af-
stand die nict groter is dan 1 zo, dat de lengte van L tussen X
en Y niet kleiner is dan 198.

Pythagoras
Olympiade

Nieuwe opgaven (oplossingen voor 1 maart 1983).

PO 52.

Voor zekere functie f: x — ax?+bx+c
geldt [f(O)I < 1, 1If(DI<Tlenlf(-DI=<1.
Bewijs dat [f(x)l < :— voor alle x| < 1.

PO 53.

Gegeven is een vierhock ABCD met £ DCB = £ DAB =30°.
M is het midden van AC; P en Q zijn de loodrechte projec-
tics van het punt B op de lijnen AD en CD.

Bewijs dat drichock PMQ gelijkzijdig is.

PO 54.

Bewijs dat het produkt van vier op elkaar volgende gehele
getallen groter dan nul nooit de derde macht van een ge-
heel getal kan zijn.
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Erelijst Pythagoras
Olympiade 1981/1982

De uitslag van de ladderwedstrijd voor de Pythagoras
Olympiade van de vorige jaargang is als volgt:

1. Rob de Jeu, 6-vwo, SG ‘Albert

Einstein’, Pernis IS ptn
2t/m 4. Victor Allis, 5-g, Herman

Wesselinkcollege, Aalsmeer 14 ptn

Bram Bouwens, 6-vwo, Philip

van Horne SG, Weert 14 ptn

Menke Ubbens, 4-ath, RSG

Magister Alvinus, Sneek 14 ptn

Sen 6. Steven van Enk, S-vwo, Chr.

Lyceum, Veenendaal 133 pt

Rutger Noot, 5-g, Gymnasium

Haganum, Den Haag 13% pt

7. Auke Zijlstra, 5-ath, RSG
Leeuwarden ll% pt
8. Klaas Wijbrans, 5-g, Chr.
Lyceum, Almelo 1 ]% pt
9. Jan Willem van Dalen, 5-vwo,
RSG Steenwijk 105 pt
10. Hennie Groot Lipman, 6-vwo,

F. Radewijnscollege, Raalte 10 ptn
11 t/m 13. Herman van der Molen, 5-vwo,

Fivelcollege, Delfzijl , 9 ptn

Harry Oosterveen, 6-vwo, Menso

Alting College, Hoogeveen 9 ptn

Bart de Smit, 4-g, Barlaeus-

gymnasium, Amsterdam 9 ptn

14 en 15. Ronald Heijnen, 6-vwo,

OLV Lyceum, Breda 8% pt

Henk Kreuze, S-vwo, Menso

Alting College, Hoogeveen 8% pt
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De eerste vier hebben een boekebon van f 25,— ont-
vangen. ledereen van de lijst die niet in een eindexa-
menklas zat, kreeg bovendien een uitnodiging om deel
te nemen aan de Tweede Ronde van de Nederlandse
Wiskunde Olympiade 1982.

In totaal hebben 113 leerlingen aan de Pythagoras
Olympiade 1981/82 meegedaan!

Antwoorden

bij: Altijd pech

Als Jaap naar zijn werk gaat, is de lift druk in gebruik. Hij
gaat voortdurend omhoog en omlaag.

Het is voor Jaap een gunstige situatie indicn de lift zich op
het moment dat Jaap aankomt op een hogere verdieping be-
vindt, want dan gaat de lift naar beneden als hij Jaaps verdie-
ping passeert. Maar omdat Jaap bijna bovenin woont, is de
lift telkens maar een korte periode in zo’n gunstige situatic;
het merendeel van de tijd bevindt hij zich op cen lager niveau.
Daarmeec is Jaaps “pech’ te verklaren.

Met de metro zit het net zo, want Jaap woont bijna bij het
cindpunt.




