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Bij de voorplaat Modern ‘kat en muis’. Het laatste
snufje op computergebied: microcomputers die je
bevelen kunt geven met een ‘muis’. Dat is nog eens
wat anders dan de omslachtige werking van de eerste
rekenmachines. Toch vormden die de grondslag van
de huidige ontwikkelingen op computergebied, zie
het artikel ‘De eerste rekenmachine’ op bladzijde 36.
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De winst

Stel dat jij zo’n brief ontvangt. Je haalt de bovenste
naam van de lijst weg en stuurt aan die persoon vijf
gulden. Je eigen naam zet je nu op de vierde plaats en
aan vier bekenden stuur je de brief door. Die doen
weer hetzelfde en omdat ieder de brief weer naar vier
andere mensen doorstuurt, kom je bij zestien mensen
als derde op het naamlijstje voor. Die zestien mensen
handelen weer net zo en je komt bij 64 mensen als
tweede op het lijstje met namen te staan. En dan
komt voor jou een belangrijk moment! Deze 64
mensen sturen elk de brief weer door naar vier
bekenden en jij komt bij 64 maal 4, dus 256 men-
sen, bovenaan de lijst te staan.

Nu kun je dus 256 biljetten van vijf gulden ver-
wachten. En omdat er dan vier ronden ‘gespeeld’ zijn,
kan dit inderdaad binnen twee weken, mits ieder snel
handelt. Je hebt dan 256 maal vijf gulden, dus 1280
gulden ‘gewonnen’, maar daar moet nog vijf gulden
vanaf. Die heb je namelijk gezonden naar degene die
bij jou bovenaan de lijst stond! Dus je ‘winst’ is dan
1275 gulden.

Maar daarvoor moet het spel wel vier ronden nadat jij
bent gaan meedoen, verder gaan!
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Lengte van de ketting

We nemen nu eens aan dat de brief steeds in Neder-
land blijft en dat niemand meer dan één keer mee-
doet. Stel dat jij de ketting opent, dan doen er na de
eerste stap dus 1 +4 =15 deelnemers mee (jijzelf en
vier van je kennissen). Na de tweede stap zijn dat er
1 +4+ 16, en zo gaat dat maar door. Het aantal deel-
nemers kan dan dus worden berekend met de reeks:

1+4+42 +43+ | 441144124

Wanneer je even meerekent, dan blijkt dat er in de
elfde ronde 4.194.304 nieuwe deelnemers bijkomen,
waardoor het totale aantal deelnemers op 5.592.405
komt. Die 4.194.304 nieuwelingen sturen in de
twaalfde ronde elk naar vier van hun kennissen een
kopie door. Dit levert dan weer 16.777.216 nieuwe
deelnemers en brengt het totale aantal op 22.369.621
(ruim 22 miljoen dus). Maar dat kan helemaal niet,
want er zijn maar 14,5 miljoen Nederlanders en die
kunnen nog niet eens allemaal meedoen. Immers
velen zijn nog te jong om te kunnen leren of schrij-
ven!

We kunnen dus stellen dat tijdens de twaalfde ronde
het spel afloopt, althans wanneer we de brief binnen
Nederland willen houden. De duur van die twaalf
ronden is in het ideale geval ongeveer zes weken
(denk maar eens aan de tekst in de brief na twee
weken krijg jij je geld en dan zijn er vier ronden ge-
speeld).

Wie krijgen het beloofde bedrag?

Zoals we zagen loopt tijdens de twaalfde ronde de
ketting ten einde. Het aantal deelnemende Neder-
landers aan die twaalfde ronde is

14.500.000 - 5.592.405 = 8.907.595

namelijk het totale aantal Nederlanders min het totale
aantal deelnemers na de elfde ronde.

Bovenaan de lijst van deze nieuwe deelnemers staan
de namen van de 65.536 deelnemers aan de achtste
ronde. Dus de deelnemers aan de twaalfde ronde zul-
len moeten zorgen dat de deelnemers aan de achtste
ronde het beloofde bedrag krijgen. Maar de twaalfde
ronde was met 8.907.595 deelnemers lang niet ‘vol-




geboekt’, zodat de deelnemers aan de achtste ronde
maar een gedeelte van het beloofde bedrag krijgen.
(Het kan natuurlijk best zo zijn dat een aantal wel
het beloofde bedrag krijgt, maar dan moet daar weer
tegenover staan dat anderen met niets of een heel
klein gedeelte van het beloofde bedrag genoegen
moeten nemen!)

In ieder geval is zeker dat alle deelnemers tot en met
de zevende ronde, en dat zijn er 21.845 (reken maar
na met de reeks), het beloofde bedrag helemaal toe-
gezonden krijgen. Dat is maar 0.15% van de totale
Nederlandse bevolking!

De deelnemers aan de negende (te weten 262.144),
aan de tiende (te weten 1.048.576), aan de elfde (te
weten 4.194.304) en aan de twaalfde ronde (te weten
8.907.595, let op!) krijgen helemaal niets. Zij hebben
nog nergens bovenaan de lijst gestaan. Bovendien zijn
zij hun vijf gulden kwijt! Dat zijn in totaal 14.412.619
deelnemers.

Nieuwe deelneemers Totaal aantal
per ronde na elke ronde
1=4° 1

4 =4! 5

16 = 42 21

64 = 4° 85

256 =44 341

1024 = 4° 1365

4096 = 4° 5461

16384 =47 21845

65536 = 4° 87381
262144 = 4° 349525
1048576 = 41° 1398101
4194304 = 4!! 5592405
16777216 = 42 22369621

Tabel met het aantal deelnemers per ronde (links) en
het totale aantal deelnemers na elke ronde (rechts).
Belangrijk is de achtste ronde, althans als we ons de
ideale situatie voorstellen en de brief binnen Neder-
land willen houden.

Hoe beginnen?

We stelden zoéven dat jij de ketting opent. Maar dat
is, als je er even over nadenkt, gemakkelijker gezegd
dan gedaan. Want als je de ketting wilt openen dan
heb je geen brief waaronder vier namen staan! Je kunt
dus niet de bovenste naam weghalen en je eigen naam
onderaan het lijstje plaatsen. Je hebt echter wel het
voordeel dat je naar niemand vijf gulden hoeft te
sturen.

Goed, zul je misschien zeggen, ik vraag drie anderen,
zodat ik toch een brief kan versturen met vier namen
eronder. En jij zet, omdat je de ketting opent, je eigen
naam natuurlijk bovenaan. Die brief stuur je uiteraard
naar vier andere bekenden, waarmee de ketting is
begonnen. Maar dan zul je na ongeveer twee dagen
maar vier biljetten van vijf gulden ontvangen. En de-
genen die op de tweede en derde plaats van je aller-
eerste lijst stonden, krijgen ook al niet het hele be-
drag. Ga maar na. Pas de vierde persoon van je aller-
eerste lijst krijgt, als de ketting nergens breekt, het
volledige bedrag van 1280 gulden helemaal toege-
zonden. Dus als je op deze manier de ketting opent,
moet je je eigen naam heel bescheiden onderaan de
lijst plaatsen! Maar dan moet je er wel op rekenen dat
de andere drie, die op je allereerste lijst staan, niet al
te vrolijk zullen kijken.

Dit zal natuurlijk niet je bedoeling zijn! Je wilt uiter-
aard dat iedereen vanaf het begin al het volledige
bedrag van 1280 gulden krijgt toegezonden. Probeer
zelf maar eens uit te zoeken hoe je daarvoor kunt
zorgen. Je weet nu tenslotte hoe het hele spel werkt.
O ja, probeer nu niet slim te zijn en enkele honderden
brieven te versturen waarbij jezelf bovenaan de lijst
met namen staat. Daar krijg je last mee, want dat is
door de politie verboden.

Tenslotte Het beschreven ideale geval telt liefst
99,85% teleurgestelden. In de praktijk zullen deze
zich bij een volgende gelegenheid wel driemaal be-
denken voor ze weer meedoen. Bovendien durven
ze waarschijnlijk nauwelijks nog met zo’n brief bij
hun kennissen aan te komen, die uiteraard ook wel
eens buiten de prijzen zullen zijn gevallen. De praktijk
is dus nog ongunstiger: ketting breken is regel, door-
sturen uitzondering.
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= Wat is moeilijker:
schaken of dammen?

Wanneer je veel schaakt en je kent iemand die veel
damt (of omgekeerd), dan ken je vast de volgende
vraag: is schaken moeilijker dan dammen? Je vindt
dat dan een belangrijke vraag. Want: als jouw spel het
moeilijkste is, dan ben jij ook knapper dan die ander.
Dan had die domkop maar niet dat makkelijke spel
moeten kiezen.

Overeenkomsten

Om er achter te komen welk spel nu echt het moei-
lijkste is, kun je kijken naar de overeenkomsten en
de verschillen tussen beide spellen.

Er zijn veel overeenkomsten.

Beide spellen worden gespeeld op een vierkant
zwart-wit geblokt bord. Je speelt met z'n tweeén, de
een met de witte, de ander met de zwarte stukken. Je
doet om de beurt een zet. Op elk moment weten
beide spelers precies wat er allemaal gebeurd is. (Bij
kaartspelen is dat bijvoorbeeld anders: daar weet
niet iedereen hetzelfde.)

Beide spellen speel je zonder extra hulpmiddelen —
zoals dobbelstenen — die het spel kunnen bein-
vloeden.
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Openingen

Bij het schaken kan de speler met wit in de begin-
stand 20 verschillende zetten doen (16 met een pion,
4 met een paard). Welke zet hij ook doet, zwart heeft
steeds 20 mogelijke antwoordzetten.

Nadat wit en zwart elk hun eerste zet hebben gedaan,
kunnen er al 20 X 20 = 400 verschillende standen
(stellingen, zegt een schaker) op het bord voorkomen.
Ga je vervolgens in elk van die 400 mogelijke stel-
lingen weer alle mogelijke zetten van wit uitzoeken,
dan kun je beredeneren dat er na de tweede zet van
wit 5362 verschillende stellingen mogelijk zijn. Het is
een hele uitzoekerij om daar achter te komen. Het is
zelfs zo lastig dat de ‘geleerden’ het niet eens zijn over
de vraag hoeveel stellingen er na de tweede zet van
zwart mogelijk zijn. De antwoorden daarop lopen uit-
een van 71.783 tot 72.084. Na de derde zet van
zwart schat men het mogelijke aantal verschillende
stellingen op 9.120.000.

Hoe zit dat nu bij dammen?

Hier heeft wit slechts 9 verschillende openingszetten.
En net zo heeft zwart 9 verschillende antwoorden.
Dus na een zet van beide spelers zijn er 9 X 9 = 81
verschillende stellingen mogelijk. Als ik geen fouten
met tellen heb gemaakt, is dat aantal na twee zetten
opgelopen tot 3.242.

Conclusie Het aantal mogelijke stellingen na twee
zetten is op een dambord nog geen S procent van dat
op een schaakbord. Oftewel: je zou zeggen dat scha-
ken moeilijker is dan dammen, omdat er veel meer
mogelijkheden zijn waaruit je als speler moet kiezen.

AW SAE [ e e e
AAArdalaal *5%5%% s
® o o ®
SRoReRcmOm
Y AV FRY PR Ry FAY FaY A oReBeNe
HNaIE S NE oo oo

Schaakbord met stukken (links) en dambord met
stenen (rechts) in de beginopstelling.




Aantallen partijen

Een interessante vraag is: hoeveel verschillende par-
tijen zijn er mogelijk?

Dat moeten er heel wat zijn, want hierboven kwamen
we al tot meer dan 9 miljoen verschillende schaakstel-
lingen. En er waren toen nog maar drie zetten gedaan!
In nummer twee van de vorige jaargang van Pythagoras
stond dat het aantal mogelijke verschillende schaak-
partijen geschat wordt op 10*2° een 1 gevolgd door
120 nullen. Deze schatting heeft men gemaakt voor
partijen die normaal gespeeld worden. Dus geen blun-
ders, geen dwaze zetten, zoals weggevertje, enz.
Wordt alles (wat volgens de spelregels mag), wel mee-
gerekend, dan komen er natuurlijk veel grotere getal-
len te voorschijn. De Engelse wiskundige J.E. Little-
wood heeft beredeneerd dat er niet meer_verschil-
lende schaakpartijen mogelijk zijn dan 10'® " (een 1
gevolgd door 107" nullen).

Hoe zit dat nu bij dammen?

De grootste schatting van het mogelijke aantal ver-
schillende dampartijen die ik in de boeken heb kun-
nen vinden, is 10%°. Dat is een getal dat in het niet

zinkt in vergelijking tot de eerdere getallen over scha-
ken. Maar ook 10?° is een gigantisch groot getal. Ga
maar eens na hoe ver de hele mensheid (vier miljard
mensen) komt, als we elk gedurende ons hele leven
(zeg: 100 jaar) ieder uur een dampartij zouden be-
denken die nog nooit eerder is gespeeld of bedacht.
De hele mensheid zou dit miljoenen jaren moeten vol-
houden om al die 10%° verschillende dampartijen te
krijgen. De ideale dampartij zal dus nooit gevonden
worden. Om nog maar niet te spreken van de ideale
schaakpartij!

Conclusie Al lijkt schaken dan misschien moeilijker
dan dammen, alle mogelijkheden die beide spellen
bieden, zijn niet door de mens te overzien.

Slot en vervolg

Natuurlijk is het bovenstaande maar een heel be-
trekkelijk antwoord op de vraag welke van de twee
spellen het moeilijkste is. In het artikel ‘Schaken
en dammen’ in het volgende nummer vind je hierover
nog meer denkbeelden.

Alle delen hebben gelijke oppervlakte!
Oplossingen bladzijde 34
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Gelijke som,
gelijk produkt

Zie je wat bijzonders aan de volgende vier drietallen?

(14, 50, 54)
(15, 40, 63)
(18, 30, 70)
21, 25, 712)

Nee?

Pak dan snel je rekendoosje (het mag natuurlijk ook
met potlood en papier!) en tel de getallen van elk
drietal op.

Dat komt leuk uit, maar dat is natuurlijk nog geen
kunst. Daar heb je gelijk in.

Nu vermenigvuldigen.

Weer van elk drietal apart het produkt uitrekenen.
Het resultaat heb je al uit de titel van dit stukje kun-
nen aflezen.

Wie wil weten of dit echt iets bijzonders is gaat maar
aan de slag met de volgende vragen.

e Kun je nog een vijfde drietal vinden met dezelfde
som en hetzelfde produkt als de drietallen die hier-
boven staan?

e Of om eenvoudig te beginnen: kun je twee drie-
tallen vinden die een andere constante som en een
ander constant produkt hebben?

e Drie drietallen?

o Gaat het misschien gemakkelijker met tweetallen?

o Of met viertallen?

Om te laten zien dat het voorbeeld aan het begin niet
zo bijzonder is, volgt hier tot slot nog een oplossing
met vijf drietallen.

( 6, 480, 495)
(11, 160, 810)
(12, 144, 825)
(20, 81, 880)
(33, 48, 900)
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Klapstoeltje

Op de markt in Groningen staat een poffertjeskraam.
Laatst heb ik daar m’n poffertjes koud laten worden,
verdiept als ik was in de constructie van de klapstoel-
tjes. Kijk maar eens naar bovenstaande foto en de
tekening hieronder. (In de tekening is overigens een
kleine vereenvoudiging aangebracht, een kniesoor die
daar op let.)




Er zijn zes draaipunten en geen schuifmechanismen
zoals bij veel andere soorten klapstoeltjes. De basis-
vorm is een vierhoek ABCD, die zo ongeveer een
parallellogram is. Natuurlijk, anders zou je het stoeltje
nooit plat kunnen opklappen.

Wat opvalt, is dat verbindingsstukje 4Q. Waar dient
dat eigenlijk voor? Waarom is de achterpoot niet ge-
woon aan 4 bevestigd?

De boter was al gesmolten toen ik begreep dat de
stoel dan niet opgeklapt zou kunnen worden. Drie-
hoek APD zou dan immers een starre figuur zijn en
daarmee ook vierthoek ABCD.

Maar hoe komt men dan aan de lengte van 4Q? En
waarom blijft de stoel precies in de getekende stand
staan, zelfs als je er op gaat zitten?

Het antwoord daarop halen we uit bovenstaande
figuur en de andere foto’s.

Bij het uitklappen wordt hoek D kleiner en je kunt
je voorstellen dat ook het gewicht van de ‘bezitter’
van de stoel die hoek zo klein mogelijk probeert te
maken: zijn of haar gewicht duwt het parallellogram
ABCD in 7’n laagste stand.

Neem nu de rugleuning AD als vaste lijn. Dan be-
schrijven DP en AQ cirkelstralen met D respectievelijk
A als middelpunt.

De vraag is dus: in welke stand is hoek D minimaal?
Hiervoor kijken we naar drichoek ADP, waarvan DA
en DP de scharnierende zijden zijn. Hoek D is mini-
maal als de tegenoverliggende zijde AP (die je in
gedachten maar even moet trekken) zo klein mogelijk
is. Dat is zo als (en nu Kijken we in driehoek 4QP)
hoek Q minimaal is. Wel, hoek Q is natuurlijk mini-
maal nul, namelijk als 4 op PQ ligt. In die stand blijft
de stoel dus staan als je erop gaat zitten!

Bij de echte stoel komt het trouwens niet zo ver,
doordat de draaias van 4 vastloopt tegen de achter-
poot PQ. Ook dat heeft een reden: indien 4 de lijn
PQ kon passeren (wat technisch heel goed uitvoerbaar
zou zijn), zou de stoel wat ‘veren’, doordat je door
dat minimum heen kunt bewegen. Ongeveer zoals een
knikker in een kuiltje heen en weer kan rollen.
Tenslotte zijn de lengten van DA, DP, AQ en PQ niet
onafhankelijk van elkaar te kiezen. Kijk maar naar de
foto van de opgeklapte stoel, dan zie je dat DA + DP
=AQ +PQ.

We weten dat er veel scharnierende constructies zijn

met leuke meetkundige bijzonderheden. Als je er een
tegenkomt, laat het ons dan weten!
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Internationale
Wiskunde Olympiade

In Praag is deze zomer de Internationale Wiskunde
Olympiade gehouden. Drie Nederlanders zijn daar in
de prijzen gevallen. Zilver was er voor Jan de Boer uit
Sint Nicolaasga met 26 punten, en brons voor Bart de
Smit (22 p) uit Amsterdam en Hans van Antwerpen
(19 p) uit Nuenen. Harold de Boer uit Nijeveen,
Wiebe Kees Goodijk uit Hardegarijp en Menke Ub-
bens uit Sneek behaalden geen prijs.

Er waren 192 deelnemers uit 34 landen. Bijna elk
land was vertegenwoordigd door zes scholieren. De
Nederlanse ploeg werd begeleid door de juryleden
J.M. Notenboom en J. van de Craats.

De Olympiade bestond uit twee zittingen van 4%uur
met drie opgaven per zitting. Je kunt ze vinden op
bladzijde 47 van dit nummer. Op verzoek kun je de
oplossingen toegestuurd krijgen.
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Hier volgt de landenranglijst met het totaal aantal
punten per land.

1 Sovjet Unie 235 18 Brazilié 92
2 Bulgarije 203 19 Griekenland 88
3 Roemenié 199 20 Canada 83
4/5 21 Colombia 80
Hongarije 22 Cuba 67
Verenigde Staten 195  23/24
6 Groot Brittanni€ 169 Belgié
7 Vietnam 162 Marokko 56
8 DDR 161 25 Zweden 53
9 West Duitsland 150 26 Cyprus 47
10 Mongolié 146 27 Spanje 43
11 Polen 140 28 Algerije 36
12 Frankrijk 126 29 Finland 31
13 Tsjechoslowakije 125 30 Tunesié 29
14 Joegoslavié 105 31 Noorwegen 24
15 Australié 103 32 Luxemburg 22
16 Oostenrijk 97 33 Koeweit 9
17 Nederland 93 34 Italié 0

& < De Nederlandse ploeg bij de In-
ternationale Wiskunde Olym-
piade 1984 in Praag.

Staand v.ln.r. Jan de Boer,
Harold de Boer, Menke Ub-
bens, Bart de Smit en jurylid
J. van de Craats.

Zittend v.in.r. jurylid J.M.
Notenboom, Hans van Ant-
werpen en Wiebe Kees Goo-
dijk.

Oplossingen a'tjes

1 «/10 B+ 52

2 2/3 6 (2/15)+/ 21
3 3/8 Z 1 1t

4 \/5-2 8 (1/30)\/ 181




» Correspondentie . :

Wanneer je wilt reageren op Pythagoras of melding
wilt maken van je ervaringen met wiskunde, kun je
je bijdrage richten aan het redactiesecretariaat. Ver-
meld daarbij de naam van je school en je klas.

Syracuse-rijen

Met belangstelling las ik het artikel over de Syra-
cuse-rijen. Ik had er nog nooit van gehoord en nadat
ik het gelezen had, rende ik naar mijn computer om
tot de ontdekking te komen dat mijn Commodore 64
meer dan 3 uur nodig had om alle oneven getallen
kleiner dan 10.000 te onderzoeken. De langste rij
bleek die van 6.171 te zijn. Deze bevat 262 termen.
Bij toeval ontdekte ik later 502.137, die 426 termen
bleek op te leveren. Of dit veel is in verhouding tot
zijn grootte weet ik niet. Wat mij ook opviel, was dat
dicht bij elkaar liggende begingetallen vaak hetzelfde
aantal termen geven, bijvoorbeeld:

90000 (165)

90005 (165)

90010 (165)

90001 (64) 90006 (90) 90012 (165)
90002 (64) 90007 (90) 90013 (165)
90003 (64) 90008 (165) 90014 (165)
90004 (165) 90009 (90)

Zo zijn er nog wel meer voorbeelden te noemen.
Eric Goldstein 5 vwo, Spaarne SGM, Haarlem

Een voorbeeld van een Syracuse-rij (zie ook Pytha-
goras maart 1984 ) is: 7 22 11 34 17 52 26 13 40 20
1051684 21.

Het recept: neem een willekeurig begingetal. Elke
nieuwe term ontstaat uit de vorige door de helft te
nemen (bij een even getal) of het 3-voud + 1 (bij een
oneven getal).

Het wonderbaarlijke is dat alle Syracuse-rijen wel op
1 lijken uit te komen! We vroegen o.a. naar Syra-
cuse-rijen die lang zijn in vergelijking tot hun begin-
getal.

Die gelijke aantallen die Eric in zijn brief noemt,
intrigeren ons erg. Het was nieuw voor ons!

Nancy Koppert (klas 4 havo/vwo, Zandevelt College,
s-Gravenzande) vond dat de rij van 27 als enige meer
dan vier keer zo lang is als het begingetal. (Tot hoever
heb je 't onderzocht Nancy?)

Hans Quené en Stan Bentvelsen (studenten psycho-
logie en natuurkunde stuurden de volgende beginge-
tallen met daarachter het aantal termen van de bijbe-
horende rij.

1 2 231126 23529 280

2 3 313129 26623 306

3 6 327142 34239 309

6 7 703 169 35655 322

7 15 871177 52527 338

9 18 1161 180 77031 349

18 19 2223181 106239 352

35 22 2463 207 142587 373

27110 2919 215 156159 381

54111 3711 236 216367 384

73114 6171 260 230631 441

97 117 10971 266 410011447

129120 13255274 511935468
171123 17647 277

De getallen hebben gemeen dat er géén lagere getallen
zijn waarbij een even lange of langere rij hoort. Zo
staat het getal 27 vermeld omdat er onder de 27 geen
getal is met een rij van 110 cijfers of meer.

Opvallend vinden we dat die rechterkolom zo lang-
zaam stijgt! Of is er iemand die dat uit kan leggen?
Stuur je ontdekkingen naar de redactie!

Alle delen hebben gelijke oppervlakte!
Oplossingen bladzijde 34
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De eerste rekenmachine

In de jaren 1642-44 woonde de Franse wiskundige en
filosoof Blaise Pascal (1623-1662) in Rouen. Zijn
vader werkte daar op een belastingkantoor en moest
vele avonden, soms tot diep in de nacht, doorwerken
om de talrijke berekeningen af te krijgen die voor dit
werk nodig waren.

Dit zou Pascal ertoe gebracht hebben een reken-
machine te construeren, waardoor de taak van zijn
vader aanzienlijk zou worden verlicht.

Volgens een andere lezing werkte Pascal zelf op het
belastingkantoor van zijn vader en begonnen die
eindeloos lange optellingen die hij moest maken, hem
danig te vervelen. Dus bouwde hij een machine die
dat voortaan voor hem zou kunnen doen.

Werking

Hoe het ook zij, iedereen was vol bewondering. Een
machine waarmee je kon optellen! Want eigenlijk was
dat het enige dat je met de machine kon doen. (Af-
trekkingen konden ook worden uitgevoerd, maar
daarvoor moesten er eerst in de machine enige ver-
anderingen worden aangebracht.)

Bovendien kon iedereen de werking van die machine
nog begrijpen ook. Want in de machine zaten een
aantal wielen elk voorzien van tien pennen, waarop
de cijfers O tot en met 9 waren aangebracht. Wanneer
één zo’n wiel helemaal rond was geweest, werd eerst
een wieltje dat iets meer naar links zat, een stukje
verder gedraaid, voordat er met een nieuwe rondgang
kon worden begonnen.

< De rekenmachine van Pascal. Rechts het binnenwerk
van de machine met cilinders, voorzien van getallen,
en pennenwielen. Op de voorgrond liggen nog enkele
losse onderdelen (o.a. een tandwiel en een pennen-
wiel). Het binnenwerk werd opgeborgen in de doos
op de achtergrond. De bovenkant van die doos is
voorzien van kiesschijven om de getallen in te voeren,
en venstertjes om de uitkomsten af te lezen. Links
een pagina uit de Encyclopédie van Dennis Diderot
(1713-1784), waarin de werking van de pascaline
wordt beschreven.

Blaise Pascal (1623-1662)

Geen kopers

Blaise reisde met zijn vader stad en land af. Overal
werd de pascaline, zoals de machine werd genoemd,
gedemonstreerd. En omdat deze demonstraties suc-
cesvol verliepen, dachten de Pascals veel machines te
kunnen verkopen en snel rijk te worden.

Helaas, uiteindelijk konden zij maar een paar kopers
vinden.

Hoe dat zat?

De kantoorbedienden waren bang ontslagen te worden
wanneer hun bazen een pascaline zouden aanschaffen
(je ziet, ook toen al!). Ze deden dan ook al het moge-
lijke om hun werkgevers daarvan te weerhouden.
Maar. . . dat zou niets uitgehaald hebben, als deze
werkgevers er niet aan twijfelden of de aanschaf van
een pascaline wel de moeite waard was. Een pascaline
was duur (het was in die tijd niet eenvoudig om goede
tandraderen te maken). Ook onderhoud en reparatie
waren niet goedkoop. Daartegenover stond dat het
loon van het personeel laag was.

Verder hadden zij heel goed in de gaten dat de pasca-
line slechts een telmachine was die eigenlijk alleen het
leven van hun personeel een beetje verdraaglijker
maakte. En zij peinsden er niet over daar hun geld aan
te verspillen!
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De pascaline nu

In 1671 construeerde Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) een machine die kon optellen, aftrek-
ken, vermenigvuldigen en delen (zie het artikel Gott-
fried Wilhelm Leibniz in nummer 1 van deze jaar-
gang). Dit apparaat verdiende dus veel meer de naam
rekenmachine dan de telmachine van Pascal. En in de
loop van de geschiedenis zijn er nog heel wat andere
machines geconstrueerd. Maar na de komst van de
elektronische zakrekenmachine en de microcomputer
zijn ze op één na allemaal verdwenen.

Laat die ene nu net de pascaline zijn!

Want (en misschien was je er bij de beschrijving van

Boven: kilometerteller van een fiets, een moderne
versie van de pascaline.

Rechts: het binnenwerk van een simpel telmachientje
dat tegenwoordig voor enkele guldens te koop is. Door
bijvoorbeeld de bovenste knop in te drukken wordt het
bovenste cijferwieltje een plaatsje verder gedraaid. De
veer zorgt ervoor dat de knop weer terug springt als hij
wordt losgelaten. Wanneer het bovenste wieltje hele-
maal rond is geweest, nemen de extra tandjes bij de 2 en
de 3 het wieltje daaronder een plaatsje mee. Het tweede
wieltje geeft dan dus een tiental aan, enz.
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de werking zelf al opgekomen) kilometertellers in
auto’s, tellers in gasmeters, in elektriciteitsmeters en
in band- en cassetterecorders, tellers in de randen van
een biljart, rondentellers bij sportwedstrijden, enz.
zijn niets anders dan aangepaste telmachines van
Pascal.

Dat hebben Blaise Pascal en zijn vader wellicht in hun
stoutste dromen niet kunnen vermoeden. Als ze nu
zouden hebben geleefd, hadden ze dus alsnog for-
tuinen kunnen vergaren!

Maar. . . ze zouden ook een bittere teleurstelling heb-
ben moeten slikken. In tegenstelling tot wat algemeen
werd aangenomen, was Pascal niet de eerste die een
rekenmachine ontwierp!




De rekenklok

In 1957 ontdekte Franz Hammer enkele brieven van
een wis- en sterrenkundige uit Tibingen, Wilhelm
Schickard (1592-1635), aan zijn beroemde tijdgenoot
Johannes Kepler (1571-1630). In één van die brieven
(gedateerd 20 september 1623) schreef Schickard dat
hij een machine had ontworpen die kon optellen, af-
trekken, vermenigvuldigen en delen.

In een volgende brief (gedateerd 25 februari 1624)
liet hij Kepler het volgende weten.

1k heb een mechanicién hier uit de omgeving,
Johann Pfister, opdracht gegeven het ontwerp
te bouwen. Onlangs is echter brand uitgebroken
bij Pfister en het half voltooide apparaat

is daarbij volledig verwoest.

Dit verlies is des te groter, nu Pfister voorlopig
geen tijd meer heeft om opnieuw aan de bouw
te beginnen.

Het is er ook nooit meer van gekomen.

Na de ontdekking van Schickard’s brieven hebben
Bruno von Freytag-Loringhoff en Erwin Epple aan de
hand van de daarin verstrekte technische gegevens,
de machine van Schickard kunnen reconstrueren.

En. . . het apparaat bleek te werken!

De rekenklok (Rechen Uhr) van Wilhelm Schickard
zoals die werd gereconstrueerd door Bruno von Frey-
tag-Loringhoff en Erwin Epple.

Alle delen hebben gelijke oppervlakte!

25
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Variaties met vierkanten

In kunstboeken kom je regelmatig plaatjes met reek-
sen van vierkanten tegen, dikwijls met prachtige
kleureffecten.

Hoe zit zo’n reeks nu in elkaar?

AEEEEEEEEEEEEEER
Hvyysvsvsvsvvssus
vyvysvssvssssss
Buddyivdasinge
AN Y L L L L L L L L]
(AN NY LTI
Nyl AEEEEEEY
Ny EEEEERN
APy AREEEEEYy
NyygEEEEENY
HeveANEEREERY
HYgeNEEERERY
ER AL 234 T
AN AN YT T LT

EE YT 2T OX
Hvvevssvsssds
Hevves 1 1))

R LR % 8- .33
HYyvyee i 1 1)
EEEEEE R
EEEEEN 11
EEEEEN RE®
EEEEEE EEN
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Meestal kan ik het niet nalaten om dat even uit te
zoeken. Om je daar wat inzicht in te geven heb ik
geprobeerd wat variaties te maken volgens twee veel
voorkomende principes. Ze beginnen hierboven. Zie
je dat er zowel links als rechts steeds cen bepaalde
regelmaat in de afmetingen van de opeenvolgende

vierkanten zit?
De eerste twee figuren geven het constructieprincipe




voor de lengten van de opeenvolgende zijden weer.
Steeds links een constant verschil (de rekenkundige
rij 1,4, 7,10, 13, 16, .. .), en rechts een constante
verhouding (de meetkundige rij 1,/ 2, 2, 2/ 2, 4,
4/ 2, 8,8/ 2,16, ...). Misschien krijg je ook zin om
er enige te maken. Kun je nog andere variaties be-
denken? Met kleuren kun je er tenslotte prachtige
schilderijen van maken.

&

Het laatste vierkant

Dit spel is eenvoudig te spelen, maar niet zo een-
voudig te winnen!

Je speelt het met z’n tweeén. Het speelveld bestaat uit
een groot vierkant dat onderverdeeld is in vijfen-
twintig kleinere vierkanten.

Om beurten schrap je een vierkant met zijde een of
twee door. Winnaar ben je als je het laatste vierkant
weet te veroveren.

Hieronder zie je rechts een volgekruist speelveld. Door
het aantal doorgeschrapte vierkanten (kruisjes) te tel-
len kun je vaststellen dat de beginner in dat voorbeeld
heeft verloren.

Probeer eens uit te zoeken of een van beide spelers
het spel geheel naar zijn hand kan zetten. Indien dat
mogelijk is, hoe moet die speler dat dan aanpakken?

1

XN/ X
X

XXX

X
X

XX

_‘
-
Q
11
~

Alle delen hebben gelijke oppervlakte!
Oplossingen bladzijde 34

Bladzijde 40 linksboven Frank Stella,
linksonder Victor Vasarely, Eridan C, 1968.
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== Geheimschrift || c———————

In het eerste artikel over geheimschrift (zie het vorige
nummer) zijn een aantal methoden behandeld waarbij
de Kklare tekst werd omgezet in de cijfertekst door
elke letter afzonderlijk te vervangen. Hierbij kon je de
volgende drie systemen onderscheiden.

® [Elke letter wordt vervangen door een vaste andere
letter of symbool. (Het geheimschrift van Poe liet het
algemene geval zien; in het caesaralfabet, de methode
van Bacon en het Rozenkruisersgeheimschrift kwamen
extra regelmatigheden voor waardoor het ontcijferen
voor buitenstaanders een stuk gemakkelijker werd.)

® Methoden waarbij de lettervolgorde gewijzigd
wordt (hekcode, route- en kolomtranspositie).

® Via een sleutelwoord wordt elke letter wisselend
vervangen door een andere letter (methode van de
Vigenére).

We gaan nu kijken naar systemen waarbij groepjes van
twee opvolgende letters (digramsystemen) of meer
(Polygramsystemen) tegelijk worden vervangen. Ook
hierbij werden voor het gemak weer extra regelmatig-
heden in de sleutel verwerkt wat het illegaal ontcijfe-
ren ten goede kwam,

Digrammen

Omdat je elk van de 26 letters van het alfabet kunt
koppelen aan een andere letter, zijn er 26% = 676 let-
terparen mogelijk. Deze letterparen kunnen in een
groot vierkant worden geplaatst, dat is onderverdeeld
in 676 kleinere vierkantjes. In elk van die kleinere
vierkantjes zet je een letterpaar. Boven het vierkant
en links ervan schrijf je de 26 letters van het alfabet.
Dat ziet er dan ongeveer uit als

A B CDE F

GX|FN|RA|PD|CO| LK

LU|TD|BN| EZ | AS | HF

MG |OP |HJ | EY | LB | JC

OO W >

ON | CE | KL | LW| HR | HP
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Dit vierkant bepaalt de sleutel. Om de cijfertekst te
maken, moet je eerst de klare tekst opdelen in letter-
paren (als de klare tekst uit een oneven aantal letters
bestaat, voeg je aan het einde een X toe). Dus als je
klare tekst

DAT IS FLAUWEKUL
is, dan wordt dat
DA TI SF LA UW EK UL

Vervolgens ga je aan de hand van het sleutelvierkant
al die letterparen vervangen door andere. Het paar DA
vervang je door het letterpaar in het vierkantje dat
wordt bepaald door de rij D en door de kolom A.
(Dus kijken naar de D in het verticale alfabet links
van het grote vierkant en naar de A in het horizontale
alfabet erboven.) Daar staat het paar QN. En dat is
dan het eerste letterpaar van de cijfertekst. Daarna
vervang je op dezelfde manier de andere letterparen
van de klare tekst.

Wanneer je de zo verkregen cijfertekst wilt ontcijfe-
ren, kun je in principe weer het sleutelvierkant gebrui-
ken. Je moet dan eerst het kleine vierkantje met het
paar QN zoeken en daarna kijken welke letters de rij
en de kolom bepalen waarin dat vierkantje staat. Dat
is een heel gezoek. Daarom is het handiger om ook
een invers vierkant te hebben, een vierkant waarin op
de kruising van de rij Q en de kolom N het paar DA
staat, enz.

Omslachtig Al met al is dit een behoorlijk omslach-
tig systeem. Zoals je zag, waren er 676 letterparen
mogelijk en die worden willekeurig in een sleutelvier-
kant geplaatst. En omdat er geen sleutelwoord of een
regel gegeven wordt (zoals bijvoorbeeld bij de vige-
nere, dat ook nogal omslachtig is) waarmee je dat kunt
construeren, moeten gebruikers van dit systeem al-
tijd beschikken over het hele sleutelvierkant.

Doordat het sleutelvierkant zo omvangrijk is en door-
dat er nogal wat verschillende sleutelvierkanten moge-
lijk zijn, is dit systeem voor buitenstaanders vrij lastig
te ontcijferen. Het lijkt daarom op het eerste gezicht
behoorlijk veilig, ook al is werken ermee voor insiders
niet bepaald handig. Je kunt tenslotte ook niet alles
hebben, zullen we maar zeggen!



0, wil je weten hoeveel sleutelvierkanten er mogelijk
zijn? Reken maar mee!

Er zijn 676 letterparen, die verdeeld moeten worden
over 676 kleine vierkantjes. Stel je voor dat al die let-
terparen in een bakje liggen en dat je ze er een voor
een uithaalt en in het nog lege sleutelvierkant plaatst.
Je pakt het eerste letterpaar uit het bakje. Dit kan
dan op 676 mogelijke manieren in het sleutelvierkant
worden geplaatst. Daarna pak je het tweede letterpaar
en dat kan dan bij elk van die 676 manieren van het
eerste paar op 675 verschillende plaatsen in het vier-
kant gelegd worden. Je hebt dan dus al 676 x 675
mogelijkheden.

Voor het derde letterpaar dat je uit het bakje neemt
zijn er bij elk van de 676 x 675 mogelijkheden van de
eerste twee paren 674 plaatsen vrij. Daarmee kom je
op 676 x 675 x 674 mogelijkheden. En zo ga je maar
door.

Uiteindelijk levert dat 676! (dat is 676 x 675X 674 x
... % 2 x 1)mogelijke sleutelvierkanten op.

De playfair

Een wat gebruikersvriendelijker digramsysteem werd
voorgesteld door de Britse wiskundige John Playfair
(1748-1819) en een variant daarop door de natuur-
kundige Charles Wheatstone (1802—1875).

Bij de playfair bestaat het sleutelvierkant uit maar 25
hokjes waarin op een of andere manier de letters van
het alfabet worden geplaatst (voor het gemak worden
de I en de J aan elkaar gelijkgesteld). Dit kan volko-
men willekeurig, zoals

=N | |6 '
cC|l>» | |O0O|®
x|z |[X]|S
Z—-I'T'IC)E

3
S
P
v

Maar over de plaatsing van de letters kunnen ook een-
voudige afspraken worden gemaakt en er kan zelfs
met sleutelwoorden worden gewerkt (zie figuur op de
volgende bladzijde).

In dit sleutelvierkant kunnen de letters ten opzichte
van elkaar slechts drie posities innemen: ze kunnen in
dezelfde kolom staan, in dezelfde rij of op tegenover-
gestelde hoekpunten van een rechthoek die wordt ge-
vormd door de twee rijen en de twee kolommen waar-
in de letters staan. Zo staan I en S in dezelfde kolom,
G en E in dezelfde rij en zijn R en E de tegenoverge-
stelde hoekpunten van de rechthoek XESR.

Vercijfering De klare tekst wordt weer opgedeeld in

letterparen. Komen er dan letterparen voor die be-
staan uit twee dezelfde letters, dan wordt dat paar op-
gesplitst door er een X tussen te zetten. Daarna wordt
elk letterpaar vercijferd door een van de volgende re-
gels toe te passen.

e Vormen de letters K; en K, de tegenovergestelde
hoekpunten van een rechthoek, dan worden ze ver-
vangen door C; en C, die de andere hoekpunten van
die rechthoek vormen. Hierbij staat C, in dezelfde rij
als K,, en C; in dezelfde rij als K,. Dus volgens bo-
venstaand voorbeeld wordt het paar RE vervangen
door SX.

® Wanneer K; en K, in dezelfde rij staan, worden ze
vervangen door C; en C, die direct rechts daarvan
staan. Hierbij laat men de vijfde kolom volgen door
de eerste. Dus LN wordt UV en GE wordt EC.

e letters K; en K, die in dezelfde kolom staan,
worden vervangen door C; en C, die direct daaron-
der staan. Hierbij laat men de bovenste rij volgen op
de laatste. Dus IS wordt vercijferd als EP, terwijl OU
wordt vercijferd als YB.

Zwakke plekken Ook hier is uit de sleutel vrij snel
de contrasleutel af te leiden. Gebruikers (die het sleu-
telvierkant dus kennen) hoeven slechts de weg terug
te volgen. Buitenstaanders zullen eerst het sleutelvier-
kant moeten zien te construeren. Dat is niet zo’n
moeilijk karwei, als ze maar een lange cijfertekst in
handen hebben kunnen krijgen.

Doordat elk letterpaar steeds door eenzelfde letter-
paar wordt vercijferd (dit geldt trouwens ook voor
het eerder besproken digramsysteem), kun je begin-
nen met de cijfertekst op te splitsen in letterparen.
Uiteraard moet je dan eerst wel vastgesteld hebben
dat je met een digramsysteem te doen hebt, maar
ook daar bestaan methoden voor.
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JIH|G|F|E PIY|T|H|A
Ki{v|iu|T|D G|O|R|S|B
Liwlz|S|C CiDIE|F |
M{X|Y|R|B K{iL{M|N|Q
NIO|P|Q|A Uulviw|X|Z

A Systematisch opgezet sleutelvierkant voor de play-
fair. Te beginnen rechtsonder worden de letters in al-
Jabetische volgorde spiraalsgewijs en tegen de kiok in
draaiend in het vierkant geplaatst.

Daarna kun je gaan tellen hoe vaak bepaalde letterpa-
ren voorkomen in deze cijfertekst. Die moet je dan
vergelijken met soortgelijke tellingen die gedaan zijn
voor de diverse andere talen waarin de Klare tekst
geschreven kan zijn. Je ziet, dat gaat ongeveer op de-
zelfde manier als het tellen van letters ter ontcijfering
van het caesaralfabet. Verder wordt elk letterpaar bij
omkering vercijferd door het bijbehorende cijferpaar
om te keren. Als bijvoorbeeld een paar SM wordt
vercijferd door KA, dan wordt MS vercijferd door
AK. Bij het eerder besproken digramsysteem gebeur-
de dat niet. Daardoor zijn bepaalde eigenaardigheden
van letterparen en hun omkeringen daar niet zo ge-
makkelijk in te herkennen als in de playfair.

Het systeem van Hill

In 1929 beschreef de Amerikaan Lester S. Hill een po-
lygramsysteem dat bij uitstek geschikt was om door
computers (die toen overigens nog niet bestonden)
te laten verwerken.

Om te beginnen moeten alle letters van de klare tekst
vervangen worden door getallen, dus vercijferen in de
letterlijke betekenis van het woord! In principe kun
je 26 willekeurige verschillende getallen nemen, maar
doorgaans vervangt men elke letter door het getal dat
haar plaats in het alfabet aangeeft.
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B Sleutelvierkant voor de playfair waarbij een sleutel-
woord (PYTHAGORAS) wordt gebruikt. Eerst wordt
van links naar rechts en van boven naar beneden het
sleutelwoord in het vierkant geschreven. Komen er
letters meer dan een keer in het sleutelwoord voor
(zoals hier de A), dan worden die na de eerste keer
overgeslagen. Vervolgens wordt het vierkant opgevuld
met de resterende letters in alfabetische volgorde. De
letters uit het sleutelwoord worden daarbij overgesia-
gen. Zo is het sleutelvierkant gemakkelijk te onthou-
den, maar het systeem wordt er wel zwakker door.
Want meestal komen de letters V W X Y en Z in de
laatste hokjes en dat is voor buitenstaanders een goed
aanknopingspunt voor ontcijfering.

_

Dus A wordt 1, B wordt 2, enz. Daarna wordt de rij
getallen die is ontstaan, opgesplitst in groepjes van 7,
met 2 <n < 26.

We zullen hier maar » = 2 nemen, zodat we te maken
krijgen met een digramsysteem. Zodoende wordt

DAT IS FLAUWEKUL
41 209 196 121 2123 511 2112

De getallen C, en C, voor de eerste twee letters van
de cijfertekst worden nu als volgt bepaald.

Cr=a-4+b1
C2=C'4+d'1

Hierbij zijn @, b, ¢ en d nog vrij te kiezen getallen; 4
en 1 de eerste twee getallen uit de rij die was ontstaan
uit de klare tekst. Om de volgende twee letters van de
cijfertekst te krijgen handel je net zo, evenals voor de
volgende paren. Wanneer we nemena =3,b=8,¢=5
en d =9, dan wordt het eerste letterpaar van de cijfer-
tekst aangegeven met de getallen C; = 20 en C, = 29.
Dus het eerste letterpaar van de cijfertekst wordt TC,
want van getallen groter dan 26 moet je eerst een ge-
heel aantal malen 26 aftrekken (m.a.w. je werkt mo-
dulo 26). De volgende paren van de cijfertekst kun je
nu gemakkelijk zelf bepalen.




K WERK AL De GEEN ’
HELE DAG OP DEZE \{«/oND’ER
TEKST, MAJOOR — TI15'T

MAAR HY IS NIET
TE KRAKEN.

De wiskundige Hieronymus Cardanus (1501-1576)
is de vermoedelijke uitvinder van het cardan-rooster,
een sjabloon dat bestaat uit een vel papier of karton
met een aantal gaten. Dit wordt op een leeg vel papier
gelegd en door de gaten wordt de klare tekst geschre-
ven. Na verwijdering van het sjabloon wordt de ruim-
te tussen deze woorden volgeschreven, zodat het
geheel eruit ziet als een onschuldige boodschap. De
ontvanger legt eenzelfde sjabloon op de tekst en kan
de geheime boodschap door de gaten lezen. De sleutel
wordt dus bepaald door het sjabloon.

Sleutelmatrix Wanneer we het systeem van Hill be-
perken tot een digramsysteem, wordt de sleutel gro-
tendeels bepaald door de getallen a, b, ¢ en d. En ge-
let op de plaatsen van die getallen in de vergelijkingen
waarmee je de getallen voor de letters van de cijfer-
tekst uitrekent, geeft men dat meestal als volgt aan.

a b . 3 8
(c d) of in ons geval (5 9)

Zo’n rangschikking van getallen noemt men een ma-
trix en we kunnen hier dus spreken van een sleutelma-
trix.

Lezers uit de hogere klassen wisten dat natuurlijk al.
Maar . . . bij hen moet nu toch wel een licht opgaan,
zo dat al niet gebeurd is. Want het bepalen van de ge-
tallen voor de opeenvolgende letterparen komt neer

op
(@) - (20

c,]  \c d 1
Je hebt dan natuurlijk ook door dat als A de sleutel-
matrix is voor het vercijferen, A™' de matrix is waar-

mee je de cijfertekst kunt ontcijferen.

Zelf aan de slag

Het systeem van Hill is in de praktijk weinig gebruikt
omdat vercijferen en ontcijferen zonder computer
zeer tijdrovend is. Maar waarom zouden we dit sys-
teem met onze huiscomputers geen nieuw leven inbla-
zen? Kortom, wie schrijft een programma of geeft
desnoods een structuurdiagram waarmee je een wille-
keurige klare tekst kunt vercijferen en iedere cijfer-
tekst kunt ontcijferen?

Laat de computer eerst vragen naar de n en wanneer
je die ingetikt hebt, naar de sleutelmatrix. Daarna
moet hij vragen of je vercijferen of ontcijferen wilt,
waarna je desgewenst de klare tekst of de cijfertekst
in kunt tikken. Denk eraan dat er bij het ontcijferen
nog een addertje onder het gras zit vanwege het wer-
ken modulo 26!
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Pythagoras
Olympiade

a)

Nieuwe opgaven (Oplossingen inzenden voor 1 maart
1985 aan Pythagoras Olympiade, Cornelis Kruseman-
straat 601, 1075 NS Amsterdam (NL ). Wedstrijd-
voorwaarden en prijzen staan vermeld op pagina 8 van
deze jaargang.)

PO 73

Voor elk natuurlijk getal n verstaan we onder S (n) de som
van de cijfers van n. Bepaal (zonder rekenmachine of
computer)

1. alle n waarvoor n + S(n) = 19841985,

2. alle n waarvoorn + S(n) = 19851984,

of bewijs dat zulke getallen » niet bestaan.

PO 74

Binnen een rechthoek R met een oppervlakte 2 ligt een
vierhoek V met oppervlakte 1. Op elke zijde van R ligt
een hoekpunt van V. Bewijs dat minstens één van de dia-
gonalen van V evenwijdig is aan een zijde van R.

PO 75

Voor elk paar gehale getallen x en y groter dan nul is een
getal f(x,y) gedefinieerd zo, dat

1. f(x,y) = x voor alle x,

2. f(x,») = f(y,x) voor alle x en y,

3. (x+p) f(x,y) =y f(x,x + y) voor alle x en y.

Bepaal £(1984,1024).

Oplossingen prijswinnaars van de opgaven
PO 61-64

PO 61

De getallen van 1 tot en met 100 worden in tien groepjes
van tien verdeeld. De som van de getallen in het j-de
groepje noemen we s..

Bij welke verdeling is het product: 5, s, * 53" ..." S9 " S10
zo klein mogelijk?

Oplossing van Roelant Nieboer, 6 vwo, Herman Wesselink
College, Amstelveen:

We kunnen aannemen dat s; < §, < ... < §g < §10- Stel nu
dat er een i/ en eenj te vinden zijn zo dat er een getal a; uit
groepjes §; en een g; uit s; zijn met 5; <s; ena; > aj. Verwis-
seling van a; en a, maakt het product s1 Sy ° s10 dan
kleiner, want 5; > (s +@@; —ay)) (s; - )) =5

+ (a; - aj) (s; — s,§ (a —a ) Dle enige mogeh_]{(e verdelmg
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waarbij zo’n verwisseling niet meer plaats kan vinden, is de
verdeling waarbij s; = 1 + 2+ ..+9+ 10,5, =11 + 12 +
++ 19+ 20, .., 510 =91 +92+ ...+ 99 + 100. Dit is dus
de verdeling waarvoor het product minimaal is.

Er waren 38 inzendingen, waarvan slechts 7 volledig correct.
De meesten vonden wel de goede verdeling, maar gaven geen
sluitend bewijs dat elke andere verdeling een groter product
geeft. Prijswinnaars: Jan de Boer, 6 vwo, RSG Magister Al-
vinus Sneek, en Ben Moonen, 5 ath, St. Janscollege, Hoens-
broek. Goede oplossingen gaven ook nog Wiebe Kees Goodijk,
6 vwo, Christelijk Gymnasium Leeuwarden, Hans le Grand,
6 g, Bataafse Kamp, Hengelo, Dirk Ophoff, 5 vwo, Gomarus
College, Groningen, en Menke Ubbens, 6 vwo, RSG Magister
Alvinus, Sneek,

PO 62

Bepaal alle paren positieve gehele getallen (r, m) waarvoor
geldt dat

1 +21+..+n!=m2,

(k! is een afkorting voor 1+ 23" ..." k)

Oplossing van A, Lodder, S ath. RSG Schoonoord, Zeist:

Alle kwadraten eindigen op 0, 1, 4, 5, 6 of 9, Alle faculteiten
k! voor k > 5 eindigen op een 0, en 1! + 2! + 3! + 4! = 33
eindigt op een 3. Voor n > 5 bestaat er dus geen m waarvoor
1!+ 2! + ...+ n! =m2. Controle van n = 1, 2, 3, 4 geeft als
oplossingen (n, m) = (1,1) en (n, m) = (3,3).

Er waren 47 inzendingen, waarvan 43 correct. Prijswinnaars:
Arjeh Cortissos, J.S. Maimonides, Amsterdam en Herman
Pijl, 5 Xaveriuscollege, Borgerhout, Belgié.

PO 63

Bewijs: als je drie punten kiest in een vierkant met zijde 1
dan is er een tweetal onder met een afstand kleiner dan of
gelijk aan /6 — \/ 2.

Laat ook zien dat het geval \/ 6 — </ 2 in de vorige zin
niet vervangen kan worden door een kleiner getal,

Oplossing van Jan de Boer, 6 vwo, RSG Magister Alvinus,
Sneek (enigszins bewerkt):

Stel dat het niet waar is, dus dat er een drichoek ABC in het
eenheidsvierkant is met alle drie de zijden > / 6 — </ 2.
Als een hoekpunt, zeg A, niet op een zijde van het vierkant
ligt, kun je het in een richting loodrecht op BC van BC af
bewegen totdat het op een zijde komt. De zijden AB en AC
worden dan nog groter, dus ook de nieuwe driehoek voldoet
dan aan het gestelde. We kunnen dus aannemen dat de drie
hoekpunten alle drie op een zijde liggen. Twee hoekpunten
kunnen niet op dezelfde zijde liggen, want hun afstand is
groter dan / 6 — </ 2 > 1. Als er geen hoekpunt samenvalt
met een hoekpunt van het vierkant, is er één zijde van het
vierkant waarop helemaal geen hoekpunt van de driehoek
ligt. Een van de hoekpunten van de driehoek, zeg A, ligt het




dichtst bij die zijde. Als je A nu verschuift langs de zijde van
het vierkant naar de hoek met de ‘vrije’ zijde, nemen de
lengtes AB en AC weer toe. We kunnen dus uitgaan van de
volgende situatie.

Hoekpunt A valt samen met een hoekpunt P van het vier-
kant PQRS, de hoekpunten B en C bevinden zich op de zij-
den QR en RS van het vierkant, en de zijden AB, BC en CA
hebben alle drie lengte groter dan </ 6 — +/ 2. Het is nu
echter gemakkelijk in te zien dat dit onmogelijk is: de punten
B en C moeten buiten een cirkel met middelpunt A en straal
6 — +/ 2 liggen in het vierkant PQRS. Elk tweetal punten
in dat gebied heeft echter afstand < </ 6 — +/ 2, zoals je
onmiddellijk verifieert. Je ziet ook dat er precies een gelijk-
zijdige driehoek met zijden / 6 — </ 2 past in het vierkant,
waarmee bewezen is dat het getal ./ 6 — </ 2 niet door een
kleiner getal vervangen kan worden.

Er waren 40 inzendingen, waarvan 7 volkomen correct. Prijs-
winnaars: Jacob v.d. Zwan, 5, Gymnasium Sorghvliet, Den
Haag, en Menke Ubbens, 6 vwo, RSG Magister Avinus Sneek.
Verdere goede oplossingen: Hans le Grand, 6 g, Bataafse
Kamp, Hengelo, Roelant Nieboer, 6 g, Herman Wesselink
College, Amstelveen, Luk Macken, O.L.V. College, Antwer-
pen, en Dirk Ophoff, 5 vwo, Gomarus College, Groningen.

De meeste anderen vonden wel de goede ‘grenssituatie’ met
de gelijkzijdige driehoek in het vierkant, maar gaven geen
volledig bewijs. Zij kregen een half punt.

PO 64
Zijn er behalve 101 nog andere priemgetallen van de vorm
101010... 101?

Oplossing van Roelant Nieboer, 6 vwo, Hermann Wesselink
College, Amstelveen, en van Jacob v.d. Zwan, 5, Gymna-
sium Sorghvliet, Den Haag:

Stel x = 10101 ... 101 wordt geschreven met n enen (n > 2).
Dan geldt 99 * x = 99999 ... 99 (27 negens) = 1027 — 1 =
(10" — 1) (10" + 1). Rechts staat een ontbinding van 99x
in twee factoren. De eerste factor, 10” — 1, is deelbaar door
9; het getal dat na deling door 9 overblijft, is groter dan 1,
want n > 2. Van de overblijvende factoren moet er nog
minstens één deelbaar zijn door 11, want x is een geheel
getal. Ook hierbij kan niet één van de factoren helemaal weg-
gedeeld worden, weer omdat n > 2 is. Het overblijvende getal
x bevat dus zeker twee factoren groter dan 1, en dus is het
geen priemgetal,

Er waren 16 inzendingen, waarvan 8 correct. De prijzen gin-
gen naar Danny ten Haaf, 4 g, Dominicus College, Nijmegen,
en Dirk Ophoff, 5 vwo, Gomarus College, Groningen. Verder
waren er goede oplossingen van Jan de Boer, 6 vwo, RSG
Magister Alvinus, Sneek, Willem Brussaard, 5 havo, van Lode-
stein SG, Amersfoort, Bert Moonen, 5 ath, St. Janscollege,
Hoensbroek en Menke Ubbens, 6 vwo, RSG Magister Alvinus,
Sneek.

Opgaven Internationale
Wiskunde Olympiade
Eerste dag (4 juli 1984, 8.00 - 12.30 uur)

X, y en z zijn niet-negatieve re€le getallen waarvoor geldt
x +y+z=1.Bewis:
0<xy +yz +zx — 2xyz < 7/27.

Bepaal een paar gehele getallen @ en b, beide groter dan nul,
zodat geldt

(1) ab(a + b) is niet deelbaar door 7,

(2) @+b) —a” — b is deelbaar door 77,
Motiveer je antwoord.

In het vlak zijn twee verschillende punten O en A gegeven.
Voor elk punt X van het vlak, X # O, is a(X) de grootte van
de hoek tussen OA en OX in radialen, gemeten vanaf OA in
de richting tegen de wijzers van de klok in (0 < a(X) < 27).
Verder is C(X) de cirkel met middelpunt O en straal van
lengte OX + (a(X)/0X)).

Veronderstel dat elk punt van het vlak gekleurd is met een
kleur die gekozen is uit een eindige verzameling van kleuren,
Bewijs dat er een punt Y bestaat met a(Y) >0 z6, dat de
kleur van Y ergens voorkomt op de cirkel C(Y).

Tweede dag (5 juli 1984, 8.00 - 12.30 uur)

ABCD is een convexe vierhoek waarvoor geldt dat de lijn
CD raakt aan de cirkel met 4B als middellijn. Bewijs dat de
lijn AB dan en slechts dan raakt aan de cirkel met middellijn
CD als de lijnen BC en AD evenwijdig zijn.

Van een convexe n-hoek in het vlak (7 >3) is d de som van
de lengtes van alle diagonalen en p de omtrek. Bewijs:
n-3<2dp<n/21[(n+1)/2]1-2

([x] is het grootste gehele getal kleiner dan of gelijk aan x).

Gegeven zijn vier oneven gehele getallen a, b, ¢, d waarvoor

geldt
(1) 0<a<b<c<d,
(2) ad = bc,

(3) a+d=2Kenb+c=2Mvoor zekere gehele k en m.
Bewijsa = 1.

Voor elke opgave kon maximaal 7 punten behaald worden.
De vraagstukken (2), Roemenié (3, 4), Mongolié¢ (5) en Polen
(6).
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De verhuiswagen

In de verhuiswagen staan de meubels opgesteld vol-
gens figuur A (vier fauteuils, vier kasten en een piano
die tweemaal zo veel oppervlakte in beslag nemen, en
een tafel die een viermaal zo groot oppervlak in be-
slag neemt).

Ach, dat is waar ook, de fauteuils moeten er als eerste
uit! De verhuizers zeggen: ‘Wij tillen niks meer, we
hebben ’t in onze rug.’

Dus schuiven maar! Ze rijden pas weg als de meubels
opgesteld staan volgens figuur B,

Hoe doen ze dat?

Om erachter te komen, heb je al genoeg aan een vel-
letje papier met een veld van 5 bij 4 maal de zijde van
de kleine vierkantjes (te weten de fauteuils) en tien
losse stukjes papier met de juiste afmetingen. En. . .
geen huiswerk in de komende dagen!
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