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Correctie:
In de Pythagoras Olympiade van het vorige
nummer moet regel 3 van PO 75 luiden:

1.flx, x) = x voor alle x,

Bij de voorplaat De domtoren van Utrecht, juist
gefotografeerd tijdens het achterovervallen. . .

Er is maar één punt van waaruit je oog de foto ‘goed’
ziet, d.w.z. in het juiste perspectief. Hoe je de plaats
van dat punt bepaalt? Lees daarvoor het artikel ‘De
juiste afstand tot de foto’ dat hiernaast op bladzijde
51 begint.
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De juiste afstand tot de foto.

Deze gravure komt uit ‘Perspective’ van Jan Vredeman
de Vries. Dat boek is gedrukt in 1605. Het is bedoeld
voor schilders, graveurs, beeldhouwers, timmerlui,
architecten en vele anderen om het tekenen met
diepte te leren. De gravure zou dus diepte goed
moeten weergeven, maar toch heb ik het gevoel dat er
iets niet klopt. De tegels op de voorgrond lijken wel
voorover te vallen. De vloer lijkt eigenlijk een beetje
bol.

Voordat we een definitief oordeel vellen, moeten
we eerst nagaan of onze manier om zo’n prent te
bekijken wel de goede is.

Je weet natuurlijk dat je met twee ogen diepte kunt
waarnemen. Dat is een heel ingewikkeld proces: je
twee ogen zien twee verschillende beelden en de

grote computer onder je schedeldak construeert
daaruit een driedimensionaal beeld.

Maar als je met twee ogen naar een foto kijkt, vertelt
deze vorm van dieptewaarneming je alleen hoever de
foto (of de gravure) van je af is. Maar dat willen we
nu juist niet. We willen immers ondanks de platheid
van het papier een indruk van diepte ondergaan. Het
wordt dus kijken met een oog voor alle experimenten
die in dit artikel worden beschreven.

De Orison

Nu gaan we proberen ons ene overgebleven oog in een
zo correct mogelijke positie ten opzichte van de plaat
te brengen.

Je moet op den duur het gevoel krijgen dat je in de
ruimte op een of andere vloertegel staat, daarom
stellen we eerst de hoogte van het oog in. Merk je dat
er in de gravure drie stel ogen zijn, die op een lijn
getekend zijn die ‘Orison’ is genoemd?
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Jouw oog moet ook op die hoogte komen, dus lood-
recht boven die lijn. Voorlopig houden we het maar
even op het midden van die lijn. Als je nu nog zorgt
dat de lijn die je oog met het midden van de Orison
verbindt, horizontaal loopt (daarvoor zul je Pytha-
goras wat op moeten tillen), is alles wat op de tekening
boven ooghoogte is, ook boven jouw oog. En alles
wat op de tekening onder ooghoogte is, is dan natuur-
lijk onder je oog. We komen dus in de goede richting.
Maar we zijn er nog niet. De schijnbare bolling van de
vloer is er nog steeds.

Het bepalen van de juiste afstand

Nu kun je de afstand van je oog tot de tekening nog
veranderen. Probeer eerst eens of je daardoor de
vloer echt goed kan krijgen.

Er is ook nog een nauwkeuriger methode. Daarmee
gaan we nu de juiste afstand tot de gravure bepalen.
We nemen aan dat de tegels vierkant zijn. Zet de rij
tegels A, B, C, D, E, . . . in gedachten eens heel ver
voort. Laat je oog van A naar B, van B naar C, enz.
verspringen. Steeds moet je oogas zich iets omhoog en
naar rechts richten. Uiteindelijk richt je oog zich op
punt R dat op de Orison ligt. Dat punt geeft de
richting aan waarin die eindeloze rij tegels loopt.
Evenzo vinden we in het oneindig verlengde van 4,
F,G,H 1I,...hetpuntL op de Orison.

En nu komt het: wil je de tekening als echr kunnen
voelen, dan moet je toch op zijn minst vanuit je
oog die twee richtingspunten R en L onder negentig
graden zien. Maar daar is dan meteen de juiste afstand
tot de plaat door bepaald. Kijk maar eens naar het
volgende schetsje, een bovenaanzicht van de gravure
en de lijn waarop je oog moet zitten.

£\ 000
Y

gravure
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Als je oog in X' is, ben je nog te ver. Hoek LX'R is
nog te klein. X' is te dichtbij, de hoek is te groot.
X is precies goed. Merk je dat LXR de helft van een
vierkant is? Daaruit volgt dat de afstand van X tot de
lijn LR (en dus tot de gravure) juist de helft van LR
moet zijn.

De juiste plaats voor het oog is nu bepaald en het
loont de moeite het gevondene aan de praktijk te
toetsen. Helaas is Pythagoras zo klein dat je vlak op
de bladzijde zit, maar je zult hopelijk wel zien dat het
idee in ieder geval klopt. Als je de moeite neemt om
het hele gedoe met een grotere soortgelijke prent
uit te voeren, zul je merken hoe verbluffend het
effect kan zijn. Een onderdeel van de suggestiviteit
is trouwens dat je oog — dat nu op een vast punt
voor de gravure zit — zich in de gravure voelt, omdat
de rand van de gravure niet meer te zien is.

Over tot voorbeeld 2

Op de omslag staat een foto van de Domtoren in
Utrecht, juist gefotografeerd tijdens het achterover
vallen . . .

Als je alle in werkelijkheid omhoog lopende lijnen van
de foto doortrekt, vind je een punt waar ze allemaal
doorheen gaan. Dat punt ligt buiten de foto. Het stelt
de richting recht-boven voor. Laten we dat punt B
noemen.




Op dezelfde manier vinden we een punt dat bij de
richting rechts hoort (je snapt toch wel dat het rechts
is, en niet rechts beneden?). Dat punt geven we aan
met V, omdat het in werkelijkheid de richting noord
voorstelt. In de voorgaande schets is punt W ook alvast
aangegeven; W staat natuurlijk voor west.

Voor het juiste oogpunt X moet nu natuurlijk gelden:
hoek WXB is negentig graden,

hoek BXN is negentig graden,

hoek NXW is negentig graden.

Al proberend kun je weer zo’n punt X vinden. Er is
ook weer een meer wiskundige manier om dat punt X
te vinden.

Vanuit X moet je NW weer onder negentig graden
zien, maar nu ligt X niet midden boven WN!
Dat geeft een mogelijkheid voor drichoek WXN.

De lijnen van de foto doorgetrokken.

Die driehoek is nu niet de helft van een vierkant,
maar van een rechthoek. Noem die even WXNY. Je
ziet dat XY en WN elkaar middendoor delen en als P
het midden van WN is, geldt ook nog XP = % WN.

X
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Omgekeerd, als XP = 5 WN, dan is hoek WXN inder-
daad gelijk aan negentig graden.

Je zou aan P een draadje waarvan de lengte gelijk is
aan % WN kunnen maken. Het uiteinde van dat draad-
je wijst alle mogelijke punten X aan. Al die mogelijke
punten samen vormen een bol met middellijn WN.

De rest is duidelijk. Je maakt ook draadjes aan de
andere middens (van WB en BN) of denkt de andere
bollen erbij.

Het gezochte punt wordt nu bepaald door ofwel drie
draadjes met hun uiteinden bij elkaar tegelijk te span-
nen, ofwel door het snijpunt van de drie bollen.
(Pardon, twee snijpunten! Maar we houden ons bij
het snijpunt voor de foto.) Als je nu je oog op de plaats
van het gevonden punt houdt, kun je nog zelf met
foto en al bewegen. Zorg nog dat B recht boven je
00g is, zo voorkom je dat de toren omvalt.

De drie draadjes met de uiteinden bij elkaar gespan-
nen. Hierdoor krijg je punt X, het punt waar je je oog
moet houden.

V
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De laatste stap

De laatste stap is alleen weggelegd voor bewoners van
Utrecht en omgeving. Anderen kunnen in gedachte
meegaan naar het Domplein. Tegenover nr. 22 op drie
meter naar het westen vanaf de lantaarnpaal is namelijk
de foto gemaakt. Zorg daar dat alle richtingen en af-
standen kloppen.

Nu sta je de echte Dom af te dekken met je foto!
Preciezer gezegd: elke lijn van een punt van de toren
naar je oog gaat juist op het overeenkomstige punt
door het vlak van de foto.

Dat is eigenlijk het geheim van een foto of een teke-
ning met dieptewerking: proberen de indruk te geven
dat je door het vlak van weergave alles onder de juiste
hoeken ziet.

Het derde voorbeeld Over het derde voorbeeld (foto
hieronder) schrijf ik maar niets op. Schilderij en
schilderij op schilderij lopen een beetje in elkaar over.
Het schilderij is van Margritte. Zie je een verband met
het Dom-verhaal?




Asun Ortusar (klas 4 vwo van de Osdorper Scholen-
gemeenschap, Amsterdam) bekijkt de foto van de

Dom terwijl ze haar oog in het punt X houdt, het
punt waar de draadjes samenkomen.

Knippertjes

Na de ‘alpha-tjes’ uit nummer 1 en de ‘a-tjes’ uit num-
mer 2 deze keer ‘knippertjes’: opgaven waarbij allerlei
figuren in twee congruente delen geknipt moeten
worden. Enkele voorbeelden vind je hiernaast.

QR QP QP
XK K

-

a
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Waarom moest de lotto over?

Ulitslag lotto ongeldig verklaard
wegens ontbreken balletje

Van onze verslaggever

DEN HAAG — De lottotrekking van d is door t /! t
van de met het toezicht belaste notaris mr L. van Solkema ongeldig ver-
klaard. De trekking heeft namelijk met slechts 40 en niet met de vereiste 41
balletjes plaatsgevonden. Een van de balletjes was niet in de bekende glazen
bol gevallen, zo ontdekte de notaris vlak na de trekking.

Stichting De Nationale Sporttotalisator zal vanavond opnieuw een trekking
doen plaatsvinden, die door de NOS wordt uitgezonden om acht uur op
Nederland 2. De trekking voor het cijferspel van zondag blijft geldig.

Directeur J. Zwartjes van de toto-stichting kon zich zondagavond niet
herinneren dat in het tienjarig bestaan van de lotto al eens een trekking
ongeldig was verklaard. ,,Volgens mij is het de eerste keer”, zegt hij. ,,De
notaris heeft geconstateerd dat een van de balletjes op het rooster is blijven
hangen en niet in de bol is terecht gekomen. Het was echter te laat om de
trekking in dezelfde uitzending over te doen.”

Volgens Zwartjes wordt het spel in de wet omschreven als ,,6 uit 417 als een
balletje niet meedoet is de trekking daarom ongeldig. ,,Zo staat het in de regels
en de notaris is er voor om dat te controleren”, zegt hij. De stichting was
zondagavond nog niet gebeld door teleurgestelde deelnemers, die aanvanke-
lijk dachten een prijs te hebben gewonnen. Volgens Zwartjes kan de stichting
niets doen om hen nog een beetje tegemoet te komen. ,,Dat laten de regels niet
t0e”

De directeur meent niet dat de controle niet deugt. ,,De controle is juist wel
waterdicht gebleken. Waterdichtheid en openbaarheid zijn de kurk waarop
onze lotto drijft.” Zwartjes hoopt wel dat de notaris voortaan beter zal
opletten of er balletjes in het rooster blijven hangen.

De uitslag van de-afgekeurde trekking was: 6, 15, 20, 30, 32, 36; reservege-
tal 3.

Herinner je je dit krantebricht over de lottotrekking
van 28 oktober j.1.? Wat vind je van de beslissing van
notaris Zwartjes? Was het die avond inderdaad een
spel van 6 uit 40 geworden, en daarom in strijd met
de wet?

Naar onze mening niet! Elk balletje had het immers
kunnen overkomen dat het achterbleef op het roos-
ter. Het is alsof eerst een willekeurig balletje wordt
getrokken dat niet meedoet. Weet je dat zo zelfs de
hele lotto-trekking georganiseerd zou kunnen worden?
Eerst een aantal nief-winnende balletjes trekken en
uit wat overblijft de winnende! Of zelfs: eerst alle
34 niet-winnende balletjes. De balletjes met de win-
nende nummers blijven dan als laatste liggen, en
daaruit moet alleen nog het reservegetal getrokken
worden.

Heel anders zou het natuurlijk zijn als vooraf bekend
zou zijn dat bijvoorbeeld bal nr. 17 niet mee zal doen.
Dan pas wordt het echt een spel van 6 uit 40, omdat
je dan wel gek zou zijn om 17 op je lotto-formuliertje
aan te kruisen.

We zullen contact opnemen met notaris Zwartjes,
want het krantebericht overtuigt ons er niet van dat
de trekking ongeldig was!
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Onmogelijke tekeningen

Het kan je best overkomen dat je een tekening maakt
van een voorwerp dat niet kan bestaan . . . zonder dat
je dat zelf in de gaten hebt.

Hier is de eerste:

Laten we vooraf eerst even vaststellen wat voor een
voorwerp je daarbij in je hoofd hebt. We spreken af:
een driezijdige piramide. Of omschrijf je het liever als
een voorwerp met vijf vlakken? (Komt dat trouwens
op hetzelfde neer?)

Wel, al ‘zie’ je zo’n voorwerp er in, het blijkt niet te
kunnen! En voor je op bladzijde 62 kijkt waarom niet,
dagen we je uit om dat zelf uit te vinden.

Hier is er nog een:

Eerst weer even vaststellen wat het voor zou moeten
stellen: een balk die aan de onderkant loodrecht is
afgezaagd en aan de bovenkant schuin. Akkoord?
Nou, ook dat kan niet. Kijk maar op bladzijde 62.




— Correspondentie . '

Wanneer je wilt reageren op Pythagoras, of melding
wilt maken van je ervaringen met wiskunde, kun je
je bijdrage richten aan het redactiesecretariaat. Ver-
meld daarbij de naam van je school en je klas.

Palindromen: de aap uit de mouw

Naar aanleiding van uw artikel ‘Palindromen’ in het
eerste nummer van Pythagoras ben ik met mijn com-
puter nagegaan of de bewering dat de procedure
van herhaald omkeren en optellen voor elk uitgangs-
getal een palindroom oplevert.

Mijn eerste programma kon getallen de baas tot een
lengte van 256 cijfers. Het heeft gedraaid voor getal-
len van 10 tot 2000. Daaruit bleek dat ongeveer 95%
van die getallen binnen zes stappen tot een palindroom
leidt dat kleiner is dan een miljoen.

Palindromen die pas ontstonden na meer dan zes
stappen behoorden tot de volgende ‘families’ van
getallen:

basisgetal stappen palindroom
89 24 8813200023188
167 11 8855 5588
177 15 88368 86388
188 7 233 332
190 7 45254
197 7 881 188
589 8 1136311
739 17 5233333325
899 17 133697 796331
1798 18 89540004598
1894 13 5278 8725
1898 7 2322232
1992 T 993 399
1994 7 293 392
1995 8 1245 5421
1998 15 89397 79398
1999 7 712 217

De familie 196 gaf tot op 256 cijfers nog geen palin-
droom.
Onder een familie versta ik de getallen die tot hetzelf-

de palindroom leiden. Tot de familie 89 behoren
bijvoorbeeld 187 (= 89 + 98), enz. maar ook getallen
met dezelfde som van de buitenste cijfers, dus 286,
385 en uiteraard ook alle omgekeerden van deze ge-
tallen.

Hoewel ik de kans op het vinden van een palindroom
reeds uiterst klein achtte heb ik toch nog een tweede
programma geschreven dat getallen tot 1050 cijfers
aankon. Ook dat gaf na meer dan 3000 stappen nog
steeds geen palindroom. De kans dat dit ooit het
geval zal zijn acht ik wel zeer gering.

B. Veen Velp

In ons artikel ‘Palindromen’ spraken we het vermoe-
den uit dat elk natuurlijk getal door een proces van
herhaald omkeren en optellen tot een palindroom
leidt, een getal dat hetzelfde blijft als je de volgorde
van de cijfers omkeert.
Voor 79 gaat dat als volgt.

79 +97=176

176 + 671 = 847

847 + 748 = 1595

1595 + 5951 =7546

7546 + 6457 = 14003

14003 + 30041 = 440044 : palindroom!
We beweerden zelfs het voor alle getallen onder de
2000 gecontroleerd te hebben. De heer Veen toverde
met zijn 196 de aap uit de mouw: we hadden het
inderdaad slechts van horen zeggen.
Is er iemand die ons te hulp wil schieten door 196 tot
vele duizenden stappen te onderzoeken? Wie weet
komt er toch een palindroom te voorschijn.

Exponentenladder

Van de heer de Jongste uit Den Haag ontvingen we
het verlossende woord over de ‘exponentenladder’ uit
het oktobernummer: 120

12 01 20

120" %

Volgens diverse bronnen moet je zo'n_ ladder van

3 3
boven naar beneden lezen. Dus 33" is 337), wat neer-
komt op 3*7 = 7625597484987. En dat is veel meer

dan (33)%, wat slechts 19683 is.

9
Met drie negens krijg je: 99 = 9387420489 " op dat is
een getal van 360 miljoen cijfers!
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= Schaken en dammen

Over de vraag of schaken moeilijker of makkelijker is
dan dammen, spraken we met enkele deskundigen: de
wiskundeleraren Bronstring en Bouwmeester, en de
oud-wereldkampioen dammen Jannes van der Wal.
Evert Bronstering speelt bijna ieder jaar in de finale
van het Nederlands Kampioenschap dammen. Hans
Bouwmeester is internationaal schaakmeester, was
jarenlang de Nederlandse bondscoach en heeft veel
Prisma-leerboeken over schaken geschreven. In zijn
vrije tijd beoefent Jannes van der Wal het schaken als
hobby.

Een plat spel

Bouwmeester: ‘ledere Nederlander leert in zijn jeugd
dammen. Dat komt omdat de regels zo simpel zijn:
om de beurt een zet, een vijandelijke schijf slaan door
er overheen te springen, een schijf aan de andere kant
aangekomen promoveert tot dam, dat zijn twee stenen
op elkaar, waarmee de hele diagonaal wordt beheerst.’
De meeste schakers hebben dan ook eerst leren dam-
men. Toch heeft de Nederlandse dambond maar
10.000 leden, de schaakbond ongeveer 35.000. Bij de
werelddambond zijn 20 landen aangesloten, bij de
wereldschaakbond 120.

Bouwmeester: ‘Het schaken prikkelt de fantasie meer.’

58 Pythagoras

Jannes van der Wal aan de slag.

De schaakstukken zijn verschillend van vorm, ze be-
wegen zich verschillend en ze hebben een zekere
romantische betekenis. Alle damstenen daarentegen
zijn gelijk. Schaakgrootmeester Donner heeft het
damspel daarom jarenlang uitgescholden voor een
plat spel. Later ontdekte hij dat dat toch iets anders
lag.

Doordat je bij dammen moet slaan, moet een dammer
veel meer rekenen en tellen. Een schaker zit veel meer
te dubben dan te tellen. Dammers rekenen heel vaak
meer dan 10 zetten vooruit. Schakers doen dat zelden.
Een dammer kan nooit denken: ik doe maar eens een
poosje niks. Een schaker kan dat wel. Hij speelt dan
zijn stukken wat heen en weer, in afwachting van wat
zijn tegenstander gaat doen.

Jannes van der Wal: ‘Tk kan wel zetten kiezen waar-
mee ik de spanning in stand houd, of de spanning
juist ophef; maar een beetje laveren, dat kan niet.”
Bronstring: ‘Je kunt bij dammen de schijven van je
tegenstander omsingelen. Dat kan alleen maar omdat
je niet achteruit kunt zetten. De stukken gaan in prin-
cipe vooruit.’

Wanneer er tijdens een dampartij meerdere dammen
op het bord komen, verandert dat.

Bronstering: ‘Je kunt dan lang zo ver niet meer voor-
uit denken. Het aantal mogelijkheden is daar veel te
groot voor.’

Van der Wal: ‘Zo is nog steeds niet bekend of een




eindspel van vijf tegen twee dammen theoretisch
gewonnen is, of remise.

Een verschijnsel dat bij schaken veel voorkomt, is het
offer. Bij een offer geef je stukken weg om een betere
positie te krijgen; niet om snel die stukken weer terug
te winnen. Bij schaken komt het veel voor. Bij dam-
men ook?

Bronstring: ‘Ja, het komt voor, maar minder vaak.’

Remise-dood

Er wordt nogal eens gezegd en geschreven dat het
dammen ten onder zal gaan aan de remise-dood. Te-
veel partijen, zo vindt men dan, eindigen in remise.

Grappig is dat er iets niet klopt als je het uitzoekt:

zowel in grote schaaktournooien als in grote damtour-
nooien eindigt gemiddeld 45 procent van alle partijen
in remise. Het verhaal over de dreigende remise-dood
van het damspel moet dus ergens anders vandaan
komen. In de tweekampen om de wereldtitel dammen
is het al zo’n vijftien jaar zo dat bijna alle partijen in
remise eindigen. Volgens Bronstring komt dat omdat
de spelers dan te bang zijn om te verliezen. En het
damspel zit zo in elkaar dat topspelers vrijwel niet
van elkaar hoeven te verliezen. Dit komt onder andere
doordat drie dammen in het eindspel niet van een
dam kunnen winnen.

Jannes van der Wal: ‘Als je als topspeler een tournooi
wilt winnen, moet je proberen van elke zwakkere speler
te winnen. Je moet dan risico’s gaan nemen. Zoals

Het offer

Hieronder een offer bij dammen, dat berucht is ge-
worden voor deze en soortgelijke spelsituaties. Het
wordt daarom wel het Drost-systeem genoemd.
Bronstring: ‘Na 33-28 van wit offert zwart met de
zet 711 een schijf met de bedoeling om na verwijde-
ring van de eigen centrumschijf 23 een aanval te
hebben op het vijandelijke steunpunt 27.
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Hieronder een offer bij schaken.

Bouwmeester: ‘Wit speelde 20 Pg3XhS5! in de over-
tuiging na 20 —, ghS met 21 Ph4 gevolgd door 22
DhS5 en een eventueel g5-g6 een sterke aanval te krijgen.
Veel berekening kwam daar niet aan te pas. Donner
speelde 20 —, De7-d7 21 Tgl-g3, Dd7-d8 waarna wit
de gewonnen pion terug offerde met 22 Ph5-f6,
Ph7Xf6 23 g5Xf6, hefXf6. Wit won later in de aanval
door met de h-pion op te komen.’
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Bouwmeester-Donner, Hoogoventournooi 1955
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bijvoorbeeld in tijdnood komen. Dan ontstaat er
extra spanning en daardoor wordt de kans groter dat
je — door je betere inzicht in het spel — de zwakkere
speler verslaat.’

Bouwmeester: ‘Worden dampartijen in de opening al
beslist, of pas later?’

Van der Wal: ‘Jonge dammers en schakers winnen
vaak door een goede voorbereiding.’

Evert Bronstring

Hans Bouwmeester

Bouwmeester: ‘Versta je daaronder ook de lichame-
lijke voorbereiding?’

Van der Wal: ‘Ja. In het Nederlands kampioenschap
van dit jaar zat er maar één die lichamelijk beter was
dan ik.’

Bronstring: ‘De meeste partijen worden beslist in het
gevecht dat plaatsvindt bij de overgang van het mid-
denspel naar het eindspel.’

Bouwmeester: ‘Dat is bij schaken net zo.’

Geschiedenis

De grote ontwikkeling van het schaakspel is begonnen
in het midden van de vorige ceuw. In 1851 werd in
Londen een groot internationaal tournooi gespeeld.
Vanaf dat moment zijn er boeken geschreven over
schaken, is er gestudeerd, enz. Bouwmeester: ‘In de
jaren dertig is vervolgens het schaken in Rusland op
grote schaal aangepakt. Men trok daar buitenlandse
trainers aan en heeft er veel geld en energie in gesto-
ken. Het schaken heeft daar nu een basis van beton.’
Bronstring: ‘Voor het dammen moest Koeperman in
de jaren zestig hetzelfde doen in Rusland. Hij is toen
begonnen met alle Nederlandse damboeken te ver-

Knippertjes \
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Knip de figuren in twee congruente delen!
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talen. En meer boeken bestonden er toen eigenlijk
niet.”

Van der Wal: ‘Door deze historische voorsprong in
ontwikkeling staat het schaken vandaag de dag op
een hoger niveau dan het dammen. Omstreeks 1960
was het niveau van het dammen in Nederland lang zo
hoog niet als nu. Rozenburg speelde niet meer en
Sijbrands speelde nog niet.’

Bronstring: ‘Als je zou willen, zou je nu misschien
nog net alle damboeken die er bestaan, kunnen
bestuderen.’

Dat is bij schaken absoluut uitgesloten. We kwamen
hierop omdat omstreeks 1960 de volkomen onbekende
Senegalees Baba Sy bijna wereldkampioen dammen
werd. Hij was analfabeet toen hij voor het eerst op de
grote tournooien verscheen.

Bronstring: ‘Openingen kende hij niet, die probeerde
hij snel te ontwijken. Maar in het vervolg van de partij
speelde hij volgens bekende patronen. Het feit dat
hij niet had kunnen studeren, betekende dus niet dat
hij een heel ander soort spel speelde.’

Van der Wal: ‘Later ging hij wel studeren, maar dat
bezorgde hem alleen maar veel problemen. Hij kon in
1960 zo ver komen, omdat het dampeil toen nog
tamelijk laag was.’

Bouwmeester: ‘Zou er nu nog een Baba Sy kunnen
komen?’

Van der Wal: ‘Nee, dat denk ik niet.’

Nederlandse
Wiskunde Olympiade

NS AN

Op 14 september 1984 isin Utrecht de Tweede Ronde
van de Nederlandse Wiskunde Olympiade 1984 ge-
houden. De 100 deelnemers hadden 3 uur de tijd om
de vier opgaven op te lossen, die op bladzijde 71 staan.
In het volgende nummer komen de oplossingen. Per
opgave konden maximaal 10 punten worden behaald.
De tien prijswinnaars waren (bij gelijke score telde de
Eerste Ronde mee):

I Hans van Antwerpen, Nuenen 37p
2 Machiel van Frankenhuijsen, Nijmegen 36p
3 Eric Tjong Tjin Tai, Hardenberg 35p
4 Jeroen Hansen, Geldrop 34p
5 Ben Moonen, Hoensbroek 33p
6 Rob Hooft, Utrecht 32p
7 Jeroen Nijhof, Borne 31p
8 Marcel Monterie, Nieuwkoop 30p
9  Willem Brussaard, Dronten 29p
10 Klaas van Aarsen, Epe 29p

Eerste Ronde 1985 Op vrijdag 22 maart 1985 wordt
op de scholen de Eerste Ronde van 1985 gehouden.
Alle niet-examen-klassers HAVO en VWO mogen
meedoen. Informeer bij je wiskundeleraar of bij drs.
H. N. Schuring, secretaris Nederlandse Onderwijscom-
missie voor Wiskunde, CITO, Postbus 1034, 6801 MG
Arnhem.

Knippertje

Knip de figuren in twee congruente delen!
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< Dammen is in Senegal een volksspel dat op straat

beoefend wordt.
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Onmogelijke tekeningen:
oplossing

Waarom zijn die tekeningen ‘onmogelijk’?

Twee opstaande vlakken in figuur 1 snijden elkaar
volgens een rechte lijn a.

Breng je in gedachten dan het derde opstaande vlak
aan, dan snijdt dat de andere vlakken volgens de
lijnen A en ¢. Het snijpunt van b en c ligt in alle drie
de vlakken en moet dus ook op @ liggen. In de tekening
is dat niet het geval (zie figuur 1a).

O

=)
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Als het voorwerp goed getekend was, dan zou het wel
een afgeknotte piramide zijn!

Met gebogen vlakken of vlakken met een knik erin
kun je wel zoiets krijgen, maar je stelde je nu een-
maal een figuur voor die opgebouwd was uit vijf
platte vlakken. Figuur 1b toont de figuur met een
knik in het voorvlak, Nu kan het wel, maar nu zijn
er dan ook zes vlakken in plaats van vijf!

Ook de andere figuur kan niet: 4, B en C bepalen
een plat vlak, dat het voor- en het achtervlak (even-
als het linker- en het rechtervlak) snijdt volgens
evenwijdige lijnen. D' ligt dus wel in dat vlak, maar
D niet (zie figuur 2a). Met een knik kan het weer wel
(zie figuur 2b).




Vierkantenspiraal

De vier figuren hiernaast bestaan uit laagjes ivoor-
karton, waaruit vierkanten zijn weggesneden. Ze
vormen een soort stripverhaal.

Elk vierkant ontstaat uit een vorige door deze te ver-
kleinen volgens een vaste verhouding en dan z6 te
draaien dat de hoekpunten op de zijden ervan komen
te liggen. Na elk vierkant kun je dit proces opnieuw
beginnen. Elk klein vierkant met alles wat er binnen
zit, is dus gelijkvormig met de figuur als geheel.

Spiralen Als we de vaste verhouding p noemen, dan
vormen de zijden van de opeenvolgende vierkanten de
ij 1,p, p% 03, . ..

Het stripverhaal: in de eerste foto is p gelijk aan
% \/2 (ongeveer gelijk aan 0,71). In de volgende figu-
ren is p: 0,75 0,85 en . .. 1! Het is verbazend om
te zien welke verschillende vormen hierbij horen.
Vooral als p bijna 1is, zie je duidelijk een spiraalvorm.
De lijnstukjes die de spiraal vormen, maken een vaste
hoek van 45° met de diagonalen van de vierkanten:

Die lijnstukjes-spiraal nadert tot een vloeiende krom-
me, waarbij de hoek van 45° de richting van de raak-
lijn aangeeft. Om die reden heet de spiraal een ‘gelijke-
hoek-spiraal’. Maar als p gelijk aan 1 wordt, dan is er
geen sprake meer van een spiraal. Kijk maar naar de
vierde foto.
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Computers werken met het tweetallig stelsel. Dat zul
je wel vaker gehoord of gelezen hebben. Maar . . . op
het toetsenbord staan gewoon onze tientallige cijfers
en de letters van het alfabet. En als je op het toetsen-
bord van je computer je naam (bijvoorbeeld Jan of
hoe je ook heten mag) tikt, komt die direct voor je
neus te staan, op het beeldscherm. Hoe kan dat nu,
vraag je je misschien af, hoe komen die gewone letters
en cijfers op het scherm en hoe zit dat met die enen
en nullen van het tweetallig stelsel. Bij een gewone
oude schrijfmachine zie je tenminste nog wat er
gebeurt: die heeft metalen armpjes die de letters en
cijfers op het papier overbrengen. Worden de tekens
die op het beeldscherm verschijnen dan soms over-
gebracht door een soort elektronische armpjes? In dit
artikel vertellen we je iets over de manier waarop
cijfers, letters en andere tekens zoals een punt, een
komma, een vraagteken, enz. (men spreekt meestal
van alfanumerieke tekens) binnen een computer
worden voorgesteld en hoe ze via het toetsenbord op
het beeldscherm verschijnen.

Nullen en enen, bits en bytes

Bij het tweetallig stelsel heb je maar twee cijfers een
O en een 1.Jezouduskunnen zeggen dat een computer
met enen en nullen werkt. Nou, het zal je verbazen,
eigenlijk is dat helemaal niet waar. Dat werken met
nullen en enen maken wij mensen er maar van. Een
computer werkt met lage (0) en hoge elektrische
spanningen (1) als er tekens overgebracht moeten
worden. Voor het opslaan van tekens gebruikt hij
elektronische schakelaartjes die twee standen ‘aan’
(1) en ‘uit’ (0) in kunnen nemen. Die schakelaartjes
vind je vooral in het geheugen. Men spreekt dan ook
wel van geheugencel in plaats van schakelaartje.

De informatie die door de stand van het schakelaar-
tje in één geheugencel kan worden vastgelegd, heet
cen bit (samentrekking van binary digit, tweetallig
cijffer). Om meer informatie vast te kunnen leggen
(want twee soorten is wel wat weinig), worden die
geheugencellen in reeksen achter elkaar geschakeld.
Bij de meeste microcomputers zijn dat er acht.
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Zo’n rijtje van acht bij elkaar horende geheugencellen
heet een geheugenelement. De informatie die daarin
opgeslagen kan worden (allerlei verschillende standen
van die elektronische schakelaartjes dus) noemt men
een byte (dat komt van by eight, per acht).

Van Jan naar 01001010 01100001 01101110

Maar goed, voor de mens is het wel handig om met de
codes 0 en 1 te werken. Of beter gezegd met rijtjes
van acht enen en nullen. Hoe ziet Jan eruit in zo’n
enen-en-nullen-code?

Dat hangt van het gebruikte code-systeem af. Een
veel gebruikt systeem is de ASCII-code. ASCII
(spreek uit: askie) is een afkorting van American
Standard Code for Information Interchange. Het is
een standaardmanier om alfanumerieke tekens en nog
wat andere dingen voor te stellen door een volgnum-
mer. Dat volgnummer wordt vanuit ons tientallig
stelsel overgezet naar het tweetallig stelsel, dat alleen
maar de cijfers O en 1 kent, precies dus wat we nodig
hebben!

Kijk maar eens in de tabel. Mogelijk begrijp je nu
waarom elk alfanumeriek teken wordt omgezet in een
rijtje van acht enen en nullen. Juist! Precies een byte.
Zo wordt Jan op de volgende manier omgezet:

J - 74-01001010
a —~> 97-01100001
n - 110—~01101110

Voor het geval dat je het tweetallig stelsel niet kent,
volgt hier een korte uitleg. Zoals het tientallig stelsel
gebaseerd is op machten van tien (bijvoorbeeld 74 =
7 - 10 + 4), zo is het tweetallig stelsel gebaseerd op
machten van twee:

01001010 = 027 + 1.2¢ + 0.25 + 0.2% + 1.2% +
022 +1.2! +0.2°

=0-128 + 164+ 032+ 016 + 1.8+ 04+ 1.2+0
=74

Wanneer je nu Jan typt, weet je dus dat je drie series
van 8 elektrische signalen door de computer jaagt.
(Wanneer je je computer openschroeft, zie je inder-




32 00100000 SPATIE 65 01000001
33 00100001 ! 66 01000010
34 00100010 2 67 01000011
35 00100011 # 68 01000100
36 00100100 S 69 01000101
37 00100101 % 70 01000110
38 00100110 & 71 01000111
39 00100111 : 72 01001000
40 00101000 ( 73 01001001
4] 00101001 ) 74 01001010
42 00101010 ® 75 01001011
43 00101011 + 76 01001100
44 00101100 77 01001101
45 00101101 78 01001110
46 00101110 . 79 01001111
47 00101111 / 80 01010000
48 00110000 0 81 01010001
49 00110001 1 82 01010010
50 00110010 2 83 01010011
51 00110011 3 84 01010100
52 00110100 4 85 01010101
53 00110101 S 86 01010110
54 00110110 6 87 01010111
5500110111 7 88 01011000
56 00111000 8 89 01011001
57 00111001 9 90 01011010
58 00111010 ! 91 01011011
59 00111011 ; 92 01011100
60 00111100 =L 93 01011101
61 00111101 = 94 01011110
62 00111110 > 95 01011111
63 00111111 ? 96 01100000
04 01000000 @
Codes van schrifttekens volgens het ASCII-systeem.
De volgnummers 0 i/m 31 (tweetallig 0000000 t/m
00011111) zijn gereserveerd voor signalen die niet-
afdrukbaar zijn (bv. 7 = belsignaal).

99 01100001

A a
B 98 01100010 b
@ 99 01100011 ¢
D 100 01100100 d
E 101 01100101 e
F 102 01100110 £
G 103 01100111 g
H 104 01101000 h
I 105 01101001 i
] 106 01101010 i
K 107 01101011 k
L 108 01101100 I
M 109 01101101 m
N 110 01101110 n
0 111 01101111 0
P 112 01110000 P
Q 113 01110001 q
R 114 01110010 r
S 115 01110011 s
T 116 01110100 t
U 117 01110101 u
% 118 01110110 v
W 119 01110111 w
X 120 01111000 X
s 121 01111001 Yy
7z 122 01111010 z
[ 123 01111011 {
\ 124 01111100 I
] 125 01111101 }
: 126 01111110 ~
127 01111111 DELETE

De codes vanaf 128 (ofwel 10000000), dat zijn dus
alle codes die tweetallig met een 1 beginnen, worden
verschillend per computer en per toepassing voor van
alles en nog wat gebruikt.

daad brede kabels lopen die bestaan uit 8 of meer
draadjes. Daar komen die spanningen dus op te staan
waarmee de schakelaartjes in het geheugen kunnen
worden omgezet. Vind je het nu niet bijna zo tastbaar
als de armpjes van een ouderwetse typemachine?)
Natuurlijk weet je nu nog niet hoe al die signalen
weer leesbare letters op het beeldscherm opleveren.
Maar dat verhaal laten we graag over aan een ander
tijdschrift: het is nogal natuurkundig.

Rekenen met letters

Nu je zo’n beetje weet hoe de code in elkaar zit, kun
je ermee gaan rekenen. Bijna elke programmeertaal
biedt wel de mogelijkheid om het ASCII-volgnummer
van een teken (in het computerwereldje spreekt men
ook wel van character) op te roepen. In BASIC gaat

dat met de functie ASC. Bijvoorbeeld:

ASC(J) = 74
ASC(a) = 97
ASC(n) =110

En de functie die het omgekeerde doet, de inverse, is
CHRS. Deze voegt aan een volgnummer het juiste
teken toe. Dus:

CHRS( 74)
CHRS( 97)
CHRS(110)

1l
(S

1]

Met deze twee functies kun je letters omzetten in
andere letters of tekens. En, je voelt al waar we naar
toe willen, je kan er gebruik van maken om met de
computer een tekst te vercijferen (of zo je wilt, een
cijfertekst ontcijferen).

Pythagoras 65




Een vercijferprogramma

Om te laten zien hoe dat gaat, zullen we dat maar
eens toepassen op het caesaralfabet, dat uitgebreid
besproken is in artikel ‘Geheimschift I’ uit het eerste
nummer van deze jaargang. Hierbij wordt elke letter
uit de klare tekst vervangen door een letter die drie
plaatsen verder in het alfabet staat. Voor het gemak
worden daarbij spaties weggelaten en worden alleen
hoofdletters gebruikt. De gebruikte ASCII-tekens
lopen dus van 65 tot en met 90. De omzetting illus-
treren we weer met Jan:

J ASC 74 +3 77 CHRS$ M
A i 65 =3 68 - D
N 78 81 Q
JAN wordt dus MQD. Voor de omzetting van cen
willekeurig stuk klare tekst geven we een structuur-
diagram.

De manier waarop je de klare tekst invoert, en de
cijfertekst af laat drukken is nogal athankelijk van de
gebruikte programmeertaal en van je kennis van de
programmeerkunst. Desnoods voer je elk teken apart
in (bijvoorbeeld in BASIC met een INPUT-opdracht),
en laat je het direct verwerken en afdrukken.

geheimschriftcode: verschuiving van het alfabet

sla de tekst op in het geheugen

verschuiving: =3

HERHAAL voor
elk teken
van de tekst

getalcode: = ASC (teken) verschuiving

ALS getalcode > 90 DAN
ﬁ getalcode: = getalcode — 26

tekencode: = CHRS (getalcode)

druk tekencode af

TOTDAT einde van het programma bereikt is

Ook ontcijferen Heb je al opgemerkt dat het ver-
cijferprogramma tegelijkertijd een ontcijferprogram-
ma is? Tenminste wanneer je een verschuiving toepast
van 23 in plaats van 3. Wanneer de oorspronkelijke
tekst vercijferd is volgens een onbekende verschuiving,
kun je de computer alle verschuivingen laten uitpro-
beren, totdat je een leesbare tekst krijgt! Pas dat
maar eens toe op de opgave aan het einde van het
eerder vermelde artikel over geheimschrift.

Knippertjes

Knip de figuren in twee congruente delen!
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= GeheimsChrift ||| m————

In de vorige twee artikelen over geheimschrift hebben.

we het gehad over een aantal manieren waarop je een
tekst kunt vercijferen. Ze zijn inmiddels volkomen
achterhaald, omdat er volledig uitgewerkte methoden
bestaan om ze te herkennen en te ontcijferen. Dit
keer zullen we het hebben over het, zij het zeer geringe,
onderscheid tussen geheimschrift en code.

Geheimschrift en code

Zoals je in het voorgaande artikel ‘De ASCII-code’
kunt zien, kan de ASCII-code ook worden opgevat
als een methode om een willekeurig stuk tekst te
vercijferen. Er is geen wezenlijk onderscheid te
maken tussen zo’n code en een cijfertekst. Waarom
spreken we dan toch van code en bijvoorbeeld niet
van ASCII-vercijfering? Of waarom hebben we het
over morsecode (je weet wel punt, streep, punt:
® — @) cn niet over morse-vercijfering?

De morsecode is ontstaan toen in de vorige eeuw
stukken tekst via de (kabel) telegraaf overgeseind
moesten worden. De gewone lees- en schrijfletters
waren daar niet voor te gebruiken. Er was namelijk
alleen maar een duidelijk onderscheid te maken
tussen korte en langere tijd stroom, te schrijven
als punten en strepen of te horen als korte en lange
piepen. Daarom kende Samuel Morse (1791-1872)
aan alle letters van het alfabet een signaal toe (morse-
alfabet) dat uit een aantal korte en lange stroom-
stootjes bestond. Die omzetting werd noodzakelijker-
wijs opgedrongen door het communicatiemiddel dat
men ter beschikking had. Er was niets geheims aan,
want het ging er juist om dat zoveel mogelijk mensen
dat morse-alfabet kenden. Anders zou er helemaal
geen sprake kunnen zijn van communicatie.

Toen de telex zijn intrede deed ging men over op de
vijf-eenheden-code of baudotcode (genoemd naar de
Fransman Jean Baudot (1845-1903)). Daarbij wer-
den aan elke letter vijf gelijke tijdsintervallen toege-
kend waarin al (1) dan niet (0) een stroom kon wor-
den gezonden. Dat lijkt dus al veel op de ASCII-code,
want elk teken werd voorzien van vijf nullen en enen,
dat wil zeggen een signaal dat uit een aantal keren

geen stroom (de nullen) en een aantal keren wel stroom
(de enen) bestond.

Een code is dus een manier om tekens (letters, cijfers
en leestekens) om te zetten in een signaal dat slechts
een beperkt aantal toestanden kent, een discreet sig-
naal. (Als het signaal slechts twee toestanden heeft,
spreekt men van een binair signaal.) Het omzetten
van de tekens in het betreffende signaal heet coderen,
het omgekeerde decoderen.

In de loop der jaren zijn er talloze codes ontwikkeld,
niet alleen voor het telegraaf- en telexverkeer, maar
ook voor computers, want die werken ook met dis-
crete signalen. De ASCII-code is uiteindelijk in 1963
als een standaard code voor het omzetten van tekens
in discrete signalen onstaan uit zo’n zestig reeds be-
staande codes.

Codeboeken

Zoals je misschien wel weet, moet je bij het zenden
van een telegram per teken betalen. Als je dus een be-
richt over moet telegraferen, kan dat een dure aange-
legenheid worden. Tegenwoordig kun je dan ook
maar beter de telefoon nemen. In de vorige eeuw kon
dat niet, men was al blij dat men de telegraaf had!
Toch moesten er soms voor handelsdoeleinden be-
hoorlijk lange berichten overgeseind worden. Daarom
verving men bepaalde standaard woorden en soms hele
standaard zinnen door een paar letters. En dat werd
vastgelegd in een soort woordenboeken, codeboeken
genoemd. Zo drukte men niet alleen de kosten, maar
het werkte nog efficiént ook. Want de meest ervaren
telegrafisten konden hoogstens zo’n twintig woorden
per minuut verwerken.

Een prettige bijkomstigheid was dat codeboeken ook
nog voor een zekere geheimhouding konden zorgen,
want je hoefde ze uiteindelijk niet aan iedereen be-
schikbaar te stellen. Voor een aantal firma’s die met
elkaar handel dreven, vormden ze hét middel om
ervoor te zorgen dat de concurrentie niet al te snel te
weten kon komen wat er tussen hen allemaal omging.
Per slot van rekening was de telegraaf een openbaar
communicatiekanaal, waarbij ieder die dat wilde ge-
makkelijk kon ‘meeluisteren’.

Strikt genomen zijn die codeboeken op te vatten als
een soort sleutel en de tekst die je daarmee maakt,
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als een cijfertekst. Maar zoals gezegd, in principe
werden ze niet ontworpen voor het maken van geheim-
schrift. Terugzoeken van de codes in die boeken
was dikwijls een heel geblader.

Bovendien wist je nooit precies wie er allemaal zo’n
codeboek hadden. Zeker de commerciéle codeboeken
waren, als je er een beetje moeite voor deed, gemak-
kelijk te verkrijgen. En het zekere voor het onzekere

nemen en dus de sleutel veranderen, betekende
dat je cen heel nieuw codeboek moest maken. Dat
was nu ook weer niet icts dat je van de ene op de
andere dag deed. Al met al hebben die boeken er
wel toe bijgedragen dat men, zeker in de volksmond,
nauwelijks onderscheid weet te maken tussen code
en geheimschrift.

Strip- en cilindersystemen

Zoals in ‘Geheimschrift 1" al werd vermeld, kun je
de 26 letters van het alfabet willekeurig van plaats
verwisselen. Je hebt dan 26! (26 faculteit = 26 - 25 -
24 .....3. 2. 1)mogelijke sleutels. In plaats van
met één alfabet te werken waarbij de letters wille-
keurig van plaats verwisseld zijn, kun je met een
aantal van dergelijke verwisselingen (we zeggen liever
permutaties ) werken.

Stripsystemen Zo'n methode werd aan het einde
van de 18e eeuw beschreven door Thomas Jefferson
(1742—1826). Hij stelde voor een aantal permutaties
van het alfabet op afzonderlijke strips (A) uit te
schrijven. Volgens een voorgeschreven sleutel kun je
uit die voorraad strips een selectie nemen (in ons
voorbeeld zes, maar in de praktijk waren het er
meestal 15 tot 20). Daartoe kun je de strips nummeren.
Die strips worden in een door de sleutel aangegeven
volgorde onder elkaar gelegd (B). Vervolgens worden
ze zo verschoven dat je de klare tekst, hier het woord
geheim, op een verticale lijn kunt lezen (C). De cijfer-

tekst kan dan bestaan uit de letters die op een wille-
keurige andere verticale lijn staan (C1 of C2). Wanneer
de klare tekst langer is dan het aantal voorgeschreven
strips, dan gebeurt het vercijferen in groepen. Elk van
die groepen is net zo lang als het aantal gebruikte
strips. De verkregen cijfertekst wordt ontcijferd door
dé strips in de door de sleutel aangegeven volgorde te
leggen, ze te verschuiven tot je langs een verticaal de
cijfertekst ziet staan en de verticaal te zoeken die een
begrijpelijke tekst levert.

Cilindersystemen Aan het einde van de 19e eeuw
kwam Etienne Bazeries met een variatie op het strip-
systeem. Hij stelde voor een aantal permutaties van
het alfabet op de randen van schijven te zetten. Ver-
volgens worden deze schijven in een door de sleutel
bepaalde volgorde op een as geschoven. Het verschui-
ven van de strips kan dan worden vervangen door de
schijven te draaien (D). Deze methode vormt de basis
van de mechanische en elektrische rotorsystemen (o.a.
de Enigma, zie het artikel ‘De cerste elektronische
computer’ in nummer 4 van de vorige jaargang) die
tijdens de Tweede Wereldoorlog werden gebruikt.
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Los zand

Pak je schaduw
P A }9

Een microcomputer is zo geprogrammeerd dat je een
punt P over het scherm kunt laten wandelen. Een
tweede punt Q, de ‘schaduw’ van P, beweegt daarbij
over dezelfde afstand als P, maar in een richting die 90°
gedraaid is (met de wijzers van de klok mee) ten op-
zichte van £. Hoe moet je P laten bewegen om Q met
P te laten samenvallen?

Met z'n dertigen op een spijkerbord

Op dit spijkerbord waarbij de spijkers op 1 cm van el-
kaar zitten, kun je met een elastiekje allerlei gesloten
figuren maken. Hoeveel van die figuren bestaan er
waarvan de omtrek precies 12 c¢m is?

. . . . ® .
%‘o . - .
/ [ ] L L]

%
* ®

%
® . . ° . ®
. L0777

Het elastiekje mag zichzelf niet overlappen of snijden,
en mag het binnenste ook niet in stukken delen. Con-
gruente figuren (figuren dus die ten opzichte van el-
kaar verschoven zijn, gespiegeld en/of gedraaid) gelden
als gelijk.

Door systematisch zoeken zul je er spoedig 25 vinden,
van de ... 30!

Hoe zit dat?

Twee professoren hebben een meningsverschil. Beiden
moesten zonder rekenmachine cosl15° berekenen.
Professor A gebruikte de verschil-formule voor de
cosinus:

cos15° = cos (45° — 30°)

= cos45° - cos30° + sin45° - sin30°

_1 1 1 1

L Z ‘\/6 + Z \/2

Professor B ging uit van de dubbele-hoek-formule
voor de cosinus en kreeg iets heel anders:

c0s30° = 2cos?15° — 1, dus
cos15° =\/(% +% cos 30°)
=V (G +5V3)

Hoe zit dat?
Alle ingezonden door Jan Eggers en Rob de Jong.

Lopen met je hersens

m

Iedere hardloper weet dat je bij het hardlopen niet
alleen je benen maar ook je hersens moet gebruiken.
Dat is speciaal het geval bij het volgende circuit,
waarbij S zowel start als finish is, en waarbij de lijnen
! en m moeten worden aangetikt. Welke punten op /
enm geven de kortste weg?

Ingezonden door J. C. van Rhijn
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Pythagoras
Olympiade

/N

Nieuwe opgaven (Oplossingen inzenden voor 15 april
1985 aan Pythagoras Olympiade, Cornelis Kruseman-
straat 60T, 1075 NS Amsterdam (NL).
Wedstrijdvoorwaarden en prijzen zijn vermeld op
pagina 8 van deze jaargang.)

PO 76

In een viervlak ABCD zijn de hoeken ABC, BCD en CDA
recht.

Bewijs dat hoek DAB scherp is.

C

we

A

PO 77
Bepaal alle paren natuurlijke getallen x en y waarvoor
geldt dat

1.1_ 1
Xty T 1985
PO 78

Bewijs dat voor alle x geldt:
cos(sin(x)) = sin(cos(x))
(we werken in radialen).

Oplossingen en prijswinnaars van de opgaven
PO 65—66

PO 65

Honderd genummerde kaartjes worden zonder op de num-
mers te letten in een 10 bij 10 patroon gelegd, Daarna
leggen we ze per rij op volgorde: in elke rij beginnen we
met links het kaartje met het laagste nummer te leggen,
dan het op één na laagste, enz,

Vervolgens doen we hetzelfde per kolom: bovenaan het
laagste kaartje, dan het op één na laagste, enz, Liggen na
deze herverdeling de rijen nog steeds van links naar rechts
in opklimmende volgorde?
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Oplossing van Jan de Boer, 6 vwo, RSG Magister Alvinus,
Sneek:

Stel dat, nadat de rijen en daarna de kolommen op volgorde
zijn gelegd, in twee kolommen twee getallen naast elkaar
staan waarvan de linker groter is dan de rechter. Noem de
getallen in de linkerkolom a, @y, ..., @1, en dic in de rech-
terkolom by, ..., bqq. Stel a,, > bp. Dan isap ook groter dan
by, w. bp—l’ bp. Bij de (11 — p) getallen p, g moeten,
voordat de kolommen op volgorde zijn gelegd, (11 — p) getal-
len in de b-kolom geweest zijn die elk groter waren dan een
getal uit {ap, ‘710}- Maar omdat elk der getallen ap, g
groter is dan elk der getallen bl, — bp, zou dat betekenen
dat er (11 — p) getallen uit de b-kolom groter zijn dan elk van
de getallen b], bp; tegenspraak, want er zitten maar 10
getallen in die kolom.

Er waren 28 inzendingen, waarvan 18 correct. Prijswinnaars:
Bert Jaap Koops, 5 vwo, Menso Alting College, Hoogeveen,
en Roelant Nieboer, 6 vwo, Herman Wesselink College,
Amstelveen.

PO 66

Wat is de inhoud van de figuur die je krijgt als je de afge-
beelde bouwplaat maakt? (De figuur is opgebouwd uit
een vierkant, een doormidden te vouwen regelmatige
zeshoek en twee gelijkzijdige driehoeken, allemaal met
zijden van lengte 1.)

Oplossing van Hans v.d. Berg, 5 ath, RSG Den Hulster, Venlo
(iets bekort):

Noem het middelpunt van de regelmatige zeshock C, dan kun
je de figuur opbouwen uit een regelmatige vierzijdige pyra-
mide met het vierkant als grondvlak en C als top (alle ribben
hebben lengte 1), en twee regelmatige viervlakken (driezijdige
pyramides, waarvan ook alle ribben lengte 1 hebben. De in-
houd van een pyramide is gelijk aan 1/3 maal hoogte maal
oppervlakte grondvlak, en een simpele berckening geeft voor
de vierzijdige pyramide inhoud 2/ 6, en voor de viervlak-
ken elk /2 / 12. De totale inhoud is dus </ 2/ 3.

Er waren 33 inzendingen, maar, het is treurig het te moeten
vermelden, niet minder dan 15 hiervan slaagden er in deze
eenvoudige opgave van cen foute uitkomst te voorzien!
Prijswinnaars: Henk Bruin, S vwo, Praedinius Cymnasium,
Groningen en Caroline Hummels, 5 vwo, Pius X College,
Almelo.
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1 Twee cirkels C; en C; met stralen #; en r, raken de lijn p in
het punt P. Cirkel Cy ligt verder geheel binnen cirkel C,. De
lijn g snijdt p loodrecht in het punt S, raakt cirkel Cy in R, en [ ]
snijdt C in M en N (N ligt tussen R en S).

i Bewijs dat de lijn PR de hoek MPN middendoor deelt.

ii Bereken de verhouding 7,7, als bovendien nog geldt dat lijn
PN hoek RPS middendoor deelt.

2 Het getekende schakelschema bevat een batterij B, een lamp-
je L en vijf schakelaars §; t.e.m. S5. De kans dat schakelaar

kelaars is die kans

QLY MPRARDT

S3 gesloten is (kontakt maakt) is 3 , voor de andere vier scha-

(de kansen zijn onderling onafhankelijk).

Bereken de kans dat het lampje brandt.

Bewijs dat voor elke n geldt dat \3/(

S S
\2 S3 4
L
q —
S5
M
- I
LE
_ Lok s ey (3 — )
3 Stela 2.5.8.. (*3; D

1

—g e ————
m+) " Y G+

4 Door haakjes te plaatsen in de uitdrukking 1:2:3 kunnen we

4
P S

1:(2:3) =

staan, al dan niet in

wat de kleinste?

twee verschillende getalwaarden krijgen:

‘nestvorm’,

(1:2):3 = é en

3
5. Nu worden haakjes geplaatst in de uitdrukking
1:2:3:4:5:6:7:8 en hierbij zijn meerdere paren haakjes toege-

(i) Wat is de grootste getalwaarde die we dan kunnen krijgen, en

(ii) Hoeveel verschillende getalwaarden kunnen verkregen worden?

Knippertjes

@B
=~

V%

.gg

Knip de figuren in twee congruente delen!
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