


Boomhoogten meten met een baak

Staan er in Nederland of Belgié bomen van meer dan 30 meter hoog?
Enkele jaren geleden leverde een oproep in dit blad als hoogste
resultaat eenboom van 25 meterin de buurt van Baarn (zie de nummers
21-2 en 23-2). Boeken over bomen vermelden echter voor onze
omgeving hoogten van meer dan 30 meter. Zou dat echt waar zijn, of
is het nooit gecontroleerde bluf? De Nederlandse versie van het
Guiness-Book-of-Records geeft wel de dikste en de oudste boom, maar
niet de hoogste.

Hopelijk word je door dit artikel over methoden van hoogtemeting
aangemoedigd om hoge bomenin je omgeving op te meten, enonsije
resultaten te laten weten.
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Figuur 1. De verhouding boom : baak is gelijk aan de verhouding VT : VB op de maat-
lat. Dus: boomhoogte = baaklengte X (VI/VB).

Twee principes

Hoe hoog een bepaalde kerktoren
of Tv-mast is, staat wel ergens in
een boekje. Voor bomen is dat
niet zo: de hoogte van een boom
is ieder jaar weer anders. Boven-
dien kun je ook nooit tot het
hoogste punt klimmen om van
daaruit een meetlijn naar de
grond te laten zakken.

Er bestaan uiteenlopende metho-
denomde hoogte van bomen toch
te weten te komen. Welke metho-
de het handigstis, valt niet direct
te zeggen. Dat hangt af van de
nauwkeurigheid die je wilt heb-
ben (meters of centimeters) en
van de omstandigheden in het
terrein. Voor iedere methode
geldt, dat als je de lengte in
meters wilt weten, je zult moeten
uitgaan van een wel bekende

basislengte in meters op een

andere plaats. Via wat metingen

en wat meet-kunde, isdan uit die
bekende lengte de onbekende
boomhoogte te vinden. De ver-

schillende meet-methoden berus-

tenvrijwel allemaalop éénvande
volgende principes.

1. Horizontaal. De basislengte
wordt afgepast (of met een
meetlint nauwkeurig opgemeten)
op de grond, in het horizontale
vlak in de buurt van de voet van
de boom. Het terrein moet dat
echter wel mogelijk maken: het
moet voldoende vlak zijn.

2. Verticaal. De basislengte
wordt verticaaluitgezet, door een
lat (vakterm: baak) van een
bekendelengte rechtoptegende
stam van de boom te plaatsen. Of,
als daar teveel takken zitten,
dicht naast de boom.
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Met de baak minderrekenwerk
We gaan hier niet alle voor- en
nadelen van beide principes
behandelen, de meeste ervaar je
toch pasalsjezelfechtin het veld
aanhet metenbent. We beperken
ons tot de ‘verticale’ methode, het
meten met de baak.
Dit is ook het principe dat door
vaklui gebruikt wordt. Voordelen
zijn:
® hetterreinrondomdete meten
boom hoeftniet vlak te zijn: de
boom mag op de top van een
heuvel staan, tegen een helling
of in een laagte;
® het terrein mag erg oneffen
zijn, want er hoeft geen grond-
afstand afgepast te worden;
® eris (vrijwel) geen rekenwerk
nodig om de hoogte te vinden.
Dit omdat de gegeven basis-
lengte al dezelfde (verticale)
richting heeft als de gezochte
boomhoogte.
In figuur 1 zie je hoe de meting
wordt uitgevoerd.
De berekening van de hoogte uit
de evenredigheid van de vier
maten, kan nu nog op twee
manieren worden vereenvoudigd.
Bij de eerste met een gewone
('lineaire’) schaal op de maatlat,
bij de tweede met een speciale
('reciproke’') schaal.

Lineaire schaal

Met een gewone (opvouwbare)
duimstok. Of met een rolmaat
(een oprolbare dunne stalen
band) waar je bij de meetpunten
paperclips op kunt schuiven.
Neem de voetrichting (V) aan het
nul-eind van de schaal, en houd
hem z6 ver van je af (of wijzig je
afstand tot de boom zd) dat de
bovenkant-baak-richting (B) juist
10 cm boven Vligt. Ook 5 cm mag,
of een andere 'mooie’ maat. Draai
danje oog wat omhoog enlees de
schaal af bij de toprichting (T).
Vermenigvuldig tenslotte VT met
de (eenvoudige) verhouding
baaklengte: VB, en je hebt de
boomhoogte.

Figuur 2. De CHRISTEN-hoogtemeter, gegraveerd in een messing strip. De afstand
tussen de verbrede uiteinden is 30 cm. Op de reciproke schaal is de boomhoogte direct
in meters af te lezen. Deze strip wordt gebruikt in combinatie met een baak (stang)
van 3 meter of 4 meter (omgekeerde stand) lengte, die verticaal tegen de boom staat.
Met een baak van 4 meter worden nauwkeuriger resultaten verkregen.
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Reciproke schaal

Hier is een speciaal aangepaste
maatlat (zie figuur 2) voor nodig.
Houd die maatlat —weer verticaal
—z6 dat V en T op de beide
uiteinden van de schaal vallen
(tussen de klauwtjes). In de
bovenkant-baak-richting, bij B, is
nu op de schaal direct de boom-
hoogte in meters af te lezen.
Zonder enig rekenwerk!

Hoe maakje zo'n schaalverdeling,
bij een zekere keuze van baak-
lengte en maatlatlengte?

Dit volgt direct uit de bij figuur 1
genoemde evenredigheid: het
schaalstreepje dat hoort bij een
boomhoogte van n baakhoogten,
moet op 1/n van de volle hoogte
van de schaal staan.

Dus een boom van 4 baakhoogten
staat aangegeven op /4 van de
schaal, een boom van 10 baak-
hoogten op 1/10, enz.

We werden op deze meetmethode
(indevakliteratuur bekend alsde
methode-CHRISTEN) gewezen
door de heer Van den Beld uit
Geldrop. Hij leende ons ook z'n
mooie messing maatlat uit, die
met een baak van 3 meter op de
terreinfoto’s is gebruikt.




Ben je reisvaardig?

Ookindit nummer gaan we weer op reis. En wel over een schaakbord.
Nee, niet over een onmogelijk schaakbord zoals de prent van Sandro
Del Prete op de omslag en bovenstaande foto van Bruno Ernst
misschien zouden doen veronderstellen. We reizen over gewone
schaakborden en gebruiken slechts één schaakstuk: het paard. Maar
daarmee springen we er dan ook vrolijk op los.

Zoals detitel al aangeeft, zullen we in dit artikel wat voorbereidingen
treffen voor de tochten die we in de artikelen 'Reis over een schaakbord
I' en'Reis over een schaakbord II' gaan ondernemen. We doendataan
de hand van een aantal (bekende) problemen, waarvan we de
oplossingen zo niet helemaal, dan toch wel gedeeltelijk geven.

Onze eerste sprongen Natuurlijk moeten we even
Zoals je misschien wel weet, wennen aan de bewegingen van
beweegt in het schaakspel het het paard. Daarom zullen we

paard zich met sprongen over het eerst eens kijken naar het
bord. Zo'n paardesprong bestaat  kleinste schaakbord waarop nog

uit een verschuiving over twee paardesprongen mogelijk zijn:
velden vooruit en een naar links een drie bij drie bord.
of een naar rechts. Paardesprongen zijn daar alleen
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Figuur1. A. Opeendrie bij
drie bord kun je vanuit een
veld aan de rand van het

21516

A

bord niet met een
paardesprong op het
middelste veld komen.

819

B. Andersom kun je,
wanneer je op het middelste
veld begint, geen kant meer

A B

mogelijk van en naar de velden
aan de rand (figuur 1). Startend
vanuit elk willekeurig veld aande
rand kun je zelfs een gesloten
tocht om het middelste veld heen
maken. Daarbij doe je alle velden
aanderand precies een keeraan
alvorens terug te keren op het
veld waar je begon. Aande hand
van figuur 1A kun je dat
controleren. Begin bij voorbeeld
maar eens op het veld met de 1,
dan kun je achtereenvolgens de
velden6,7, 2,9, 4, 3en8aandoen
om tenslotte weer bij 1 terug te
keren. Het middelste veld met de
5 komt daarin niet voor! Zijn er
nog andere sprongen mogelijk
dan we hier hebben aangegeven?

De vier paarden

Deze bevindingen komen ons
goed van pas bijhet oplossen van
een bekend probleem. In figuur

uit met je paard.

2A staan vier paarden, twee witte
entwee zwarte, op een bord met
negenvelden. Hoe kun jenuin zo
weinig mogelijk zetten er voor
zorgendatde witteende zwarte
paarden van plaats verwisselen?
(Anders dan in het echte
schaakspel hoeven wit en zwart
hierbij niet om beurten te zetten.)
Daartoe gaan we een graaf
tekenen waarin alle paardespron-
gen zijn opgenomen, die op dit
bord mogelijk zijn. We beginnen
met alle velden een nummer te
geven (zoals we in figuur 1A al
deden). Vervolgens verbinden we
de velden op een paardesprong-
afstand van elkaar met eenlijntje
(figuur 2B). Zo ontstaat dan een
graaf waarin de randvelden de
knooppunten vormen en de
verbindingslijntjes de kanten.
Het middelste veld (voorzien van
de 5) is daarin dus niet
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opgenomen.

Die graaf kan met wat heen en
weer geschuifdevorm aannemen
van een cirkel (figuur 2C), want
zoals we reeds zagen was er een
gesloten tocht mogelijk langs de
randvelden.

Nu zie je direct de oplossing. Je
moet namelijk alle paarden achter
elkaar langs de cirkelvormige
graaf laten bewegen, totdat ze
van plaats zijn verwisseld. Dat
kan in twee richtingen. De
bijbehorende zetten die
achtereenvolgens op het bord
gedaan moeten worden, zijn
gemakkelijk met figuur 2C te
reconstrueren.

De zes paarden

Het probleem van de zes paarden
lijkt veel op dat van de vier
paarden. Op een drie bij vier
schaakbord staan zes paarden,
drie witte en drie zwarte (figuur
3). Ook nu is het weer de
bedoeling om de witte en de
zwarte paarden van plaats te
laten verwisselen. (En ook nu
hoeven wit en zwart niet om
beurten te zetten!)

Nu je weet hoe je dat aan moet
pakken, zal het wel niet zo
moeilijk zijn om een oplossing te
vinden met minimaal 18
sprongen.

Een bord vol paarden?
Hoeveel paarden kun je op een
schaakbord van normale
afmetingen (dus 8 x 8 velden)
neerzetten zonder dat ze elkaar
aanvallen?

Om dit probleem op telossen heb
je geen grafen nodig. Je hoeft
alleen maar even te letten op de
'kleuren’ vande velden. Sta je met
je paard op een licht veld, dan
kom je na een paardesprong altijd
op een donker veld terecht.
Omgekeerd kom je vanaf een
donker veld altijd op een licht veld
uit (figuur 4). Het antwoord is dan
ook 32 paarden. Die zet je
namelijk allemaal op de donkere
velden of allemaal op de lichte
velden!

Ga nu zelf eens na hoe dat zit op
een bord met een oneven aantal
velden, bij voorbeeld een vijf bij
vijf bord of het hierboven
besproken drie bij drie bord.
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Nieuwe lijnentrio’s in de driehoek

Wie een paar maanden meetkunde heeft gehad is ongetwijfeld al enige
merkwaardige lijnen tegengekomen in de driehoek. Als je bij voorbeeld
in een driehoek twee hoogtelijnen trekt, dan blijkt ook de derde door
het snijpunt van die eerste twee te gaan. . . endat is merkwaardig. Zo

is het ook met deellijnen (bissectrices), zwaartelijnen en middelloodlij-
nen, en nog een aantal andere merkwaardige lijnentrio's. We hebben
er zelfs eens een heel nummer van Pythagoras mee gevuld (nummer

9-5).

Onlangs heeft de Duitser Peter Baptist uit Bayreuth een nieuw
merkwaardig lijnentrio in de driehoek gevonden, of eigenlijk oneindig
veel van zulke trio’s. Die vondst is op zichzelf al merkwaardig, want
wie dacht dat een onderwerp dat z6 uitputtend is bestudeerd, nogiets

nieuws zou opleveren?

De lijnen van Baptist

Teken een driehoek ABC en kies
daarin een punt P (figuur 1).
Vanuit de hoekpunten A, Ben C
trekjedrieliinen AA’, BB'en CC’
die door dit punt P gaan. Daarna
verbindje A’, B'’en C’'met elkaar.
Je hebt dan een nieuwe driehoek
A’'B'C’.Demiddens vande zijden
daarvannoem je M;, M, en M;. Nu
trek je AM,; en BM,. Die lijnen
snijden elkaar in Q (figuur 2). En
nu komt het. Wanneer je Cmet M;
verbindt, dan blijkt 66k die lijn
door Qtegaan. . .endatis merk-
waardig.

Figuur 1

Het bewijs dat dit altijd waar is,
geeft Baptist met de stelling van
Ceva. Die stelling ken je waar-
schijnlijk niet en het bewijs is ook
watlangdradig. Daarom laten we
het hier maar weg.

(Natuurlijk kun je ook een bewijs
gevendooraandepunten A, B, C
en P coordinaten toe te kennen,
vergelijkingen van lijnen op te
stellen,daarmee snijpuntscoordi-
naten te bepalen, enz. Het lukt,
maar het vereist wel heel wat
schrijfwerk.)

Figuur 2




Punt P buiten de driehoek!
Wat zou er gebeuren als we punt
P buiten de driehoek kiezen?
Baptist schrijft daar niet over,
maar zijn bewijs, dat de drie lijnen
dan eveneens door één punt
gaan, gaat ook voor dit geval
letterlijk op.

Als ik echter probeer daar een
duidelijke tekening van te maken,
komt het nieuwe snijpunt Qaltijd
ver buiten mijn tekenblad terecht.
Maar wie zoekt, die vindt. . .
welke lezer stuurt ons voor dit
geval een aannemelijke tekening?

Afbeeldings-onderzoek

Bij het zoeken naar zo'n tekening
dringen zich vanzelf nog weer
andere vragen op. Het construc-
tievoorschrift van Baptist is
namelijk ook te zien als een
afbeeldings-voorschrift: elk punt
Pisopte vattenals een origineel
waarbij via constructie (bij gege-
ven vaste punten A, B en C) een
beeldpunt Q ergens in het vlak
gevonden wordt. Een soort
functie dus, maar nu niet werkend

Figuur 3

op getallen, maarop punteninhet
vlak.

Het 'functie-onderzoek’ leidt

hierbij tot vragen als:

— Geeft die afbeelding bij élk
punteenbeeldpunt? (of liggen
sommige beelden 'in oneindig’,
voor welke originelen?)

— Zijn er punten die zichzelf als
beeldpunt hebben? (zoge-
naamde dekpunten)

— Van welke originelen ligt het
beeld binnen de driehoek?

— Zijn er rechte lijnen te vinden
waarvan het volledige beeld
weer een rechte is?

— Hoe is bij een gegeven beeld-
punt Q, het origineel Pterugte
construeren? (Dit is uiterst
lastig te vinden.)

— Tenslotte: het beeldpunt Q is
weer als origineel te beschou-
wen waarmee hetzelfde procé-
dé eindeloos voortgezet kan
worden. In figuur 3 zie je het
begin. Zo op het eerste gezicht
is daar niet veel aan te bele-
ven. .. Of toch wel?




Even door priemen

Voor het vinden van prima priemgetallen (zie het artikel 'Prima, prima!’
in het vorige nummer) had je een lijst met priemgetallen nodig ofeen
programma waarmee je zo'nlijst door je computer konlaten opstellen.
Heb je die lijst of dat programma nog? Dan kun je hem nog een keer
gebruiken, want we gaan nog een keer met priemgetallen aan de slag.
We gaan namelijk reeksen samenstellen, die alleen maar uit

priemgetallen bestaan.

Priemreeksen

Een priemreeks ontstaat op de
volgende manier. Neem een
priemgetal, verdubbel het en tel
er 1 bij op. Als het resultaat
daarvan een priemgetal is, her-
haal je de hele bewerking. Is het
resultaat weer een priemgetal,
dan herhaal je de bewerking
opnieuw, enz. Pas als het resul-
taat geen priemgetal meer is,
stop je.

Begin bij voorbeeld met 2. Ver-
dubbelen en 1 optellen levert 5.
Dat is een priemgetal. We kunnen
dus doorgaan. Na de volgende
stap krijgenwe 11, daarna 23, 47
en 95. En omdat 95 geen priemge-
tal is houdt de reeks daarbij op.
We kunnen die reeks noteren als:
2—-5—-511—->23— 47— 95
Nog een voorbeeld. Als je start
met 41 krijg je de priemreeks:
41 — 83 — 167 — 325

Andere priemreeksen zijn een-
voudig samen te stellen. Ofwel je
doet dat aan de hand van een lijst
met priemgetallen ofwel je past je
prima programma daartoe aan
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dat aan het begin van het artikel
'Prima, prima!' werd besproken.
We zullen je nu niet vragen om
zoveel mogelijk priemreeksen op
te stellen en op te sturen. In
principe zijn er namelijk zoveel
priemreeksen als er priemgetal-
len zijn. Ook al eindigen sommige
van die reeksen (zoals 7 — 15) al
na éénstap. Wat we je welwillen
vragen is een zo lang mogelijke
priemreeks op te sturen.

Werk besparen

Lees echter nog even verder,
voordat je nu jelijst met priemge-
tallen pakt of een programma
gaat maken. Want je kunt jezelf
en eventueel je computer heel
wat werk besparen. Je hoeft
namelijk niet alle priemgetallen
één voor één af te gaan en ze als
begin van een priemreeks nemen.
Kijk maar eens naar de reeks die
uitgaat van 5. Die komt er uit te
zien als:

5— 11— 23— 47 — 95
Inderdaad, die zit opgesloten in
de reeks die uitgaat van 2 en is
dus altijd korter dan die reeks.




rletzelfde gaat op voor de reeksen
die uitgaan van 11, 23 of 47. Die
zullen ook allemaal korter zijn dan
de reeks die uitgaat van 2. Als je
dereeks met startpunt 2 eenmaal
gehad hebt, hoef je dus de reek-
sen die uitgaan van 5, 11, 23 en
47 niet meer te onderzoeken.
Elk priemgetal dat je ook maar
ergensin eenreeks hebt gebruikt,
kun je daarom direct daarna uit je
lijst schrappen. De reeks die van
dat getal uitgaat, zalimmers niet
langer worden dan de reeks
waarmee je bezig was. Dat be-
spaart heel wat zoekwerk.

Andere recepten

Naast priemgetallen die ontstaan
uit een 'tweevoud-plus-een’ kun
Je natuurlijk ook andere recepten
nemen om tot dergelijke reeksen
te komen. Zo kun je bij voorbeeld
ook uitgaan van een 'drievoud-
plus-een’ of een 'viervoud-plus-
een’, enz. Of priemreeksen die
dan ontstaan langer of korter
worden dan bij een 'tweevoud-
plus-een’is wellicht het onderzoe-
ken waard.

Kortom, wat is het beste priem-
reeks-recept?

Binaire rijen zonder groepsherhaling

Met 'binair’ bedoelen we dat er voor elke plaats in de rij maar twee mogelijkhe-
denzijn (0 of 1). En met 'groepsherhaling’ dat hetzelfde patroon van (2 of meer)
nullen en enen tweemaal direct naast elkaar voorkomt.

Hier volgen enkele voorbeelden mét groepsherhaling:

Wie maakt de langste herhalingsvrije rij?
Er is een maximale lengte voor zulke rijen zonder groepsherhalingen. Kun je

die maximale lengte vinden?

Zonder computerhulp is dit nog best uit te zoeken. Zeker als je met een aantal
mensen samenwerkt. Heel wat moeilijker wordt het als er voor elke plaats in

de rij drie mogelijkheden zijn (0, 1 of 2).

Dit lijkt ons iets voor computerfreaks. We hebben geen idee hoe lang de
herhalingsvrije rijen nu kunnen worden. Misschien is erwel geen grensaande
lengte van zulke ternaire rijen. Als dat zo is, zul je echter zelf naar een bewijs
moeten zoeken, want dat kan je computer niet leveren. We zijn benieuwd naar

de resultaten!
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Reis over een schaakbord I

Op de Pythagoras-poster die twee jaar geleden verscheen, kwam een
probleem voor dat iniets andere woorden op het volgende ne erkwam.
Is het mogelijk om op een schaakbord van vijf bij vijf met een paard
alle velden aan te doen zonder meer dan eenmaal op hetzelfde veld te
komen?

Enige tijd na het verschijnen van de poster liet Rudi Oosterveldweten
dat hij al langer met dat probleem bezig was geweest (Pythagoras
23-3). Toen hij eenmaal had ontdekt dat er meerdere oplossingen
mogelijk waren, vroeg hij zich af hoeveel het er in totaal zouden zijn.
Met zijn computer kwam hij toen tot 1728 oplossingen.
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Bovendien gaf Rudi een vijf bij vijf schaakbord met op elk veld een
getal. Dat getal stelde het aantal oplossingen voor dat mogelijk was
wanneer er in het betreffende veld werd begonnen.

In figuur 1 zijn Rudi’'s resultaten nog eens weergegeven. Maak of teken
je voor jezelf een vijf bij vijf schaakbord en ga je daarna zomaar eens
wat proberen, dan zul je spoedig ondervinden dat het niet meevaltom
ook maar één oplossing te vinden. Datis dus vervelend: wetendater
1728 mogelijke oplossingen zijn, terwijl je er nauwelijks één kunt

vinden!

Een graaf brengt uitkomst
Toch is het niet zo moeilijk om
zelfs al die 1728 mogelijke oplos-
singen op te sporen, als je het
probleem maar op de juiste
manier benadert. Na onze bevin-
dingen met de vier en de zes
paarden in het artikel 'Ben je
reisvaardig?’ ligt het voor de hand
om voor het vinden van oplossin-
gen je toevlucht tot een graaf te
zoeken.

Bovendien hebben we niet voor
niets het probleem aan hetbegin
van dit artikel in andere woorden
weergegeven. Hierdoor valt
waarschijnlijk de overeenkomst
met het spel van Hamilton (zie het
artikel 'Reis over een twaalfvlak'
in het vorige nummer) in het oog.

Ook daarbij bracht een graaf
uitkomst.

We gaandus eerst alle velden van
het vijf bij vijf schaakbord numme-
ren, van 1 tot 25 (figuur 2). Vervol-
gens verbinden we alle velden die
op een paardesprong-afstand van
elkaar liggen door een lijntje. Zo
wordt dus het veld met de 6
verbonden metdevelden 3,13 en
17 (figuur 2), enzovoorts.

Nuis het de kunst om de graaf zo
regelmatig mogelijk te tekenen,
anders verlies je het overzicht en
dat is nu juist niet de bedoeling.
Met wat heen en weer geschuif
kun je uiteindelijk de in figuur 3
afgebeelde graaf krijgen. Daar-
mee kun je gemakkelijk een groot
aantal oplossingen vinden.

soa 0 |56] 0304 | 1]2]3]a]|5]° 3
0 |56| 0|56| 0 6/7|8|9 |10 6<
56| 0|64/ 0|56 |11[12]1%|14]15 \ 13
0|56|0(56|0 16|17(18(19 |20 17
304| O | 56| O (304 2'1.22 23|24|25

Figuur 1 Figuur 2
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De graaf langs

Begin om een voorbeeld te geven
maar eens bij de 1. Ga vandaar
naarde 12 en zo de buitensterand
vande graaflangs. Alsjebijde 8
gekomen bent, ga je via de 11
naar de binnensterand. Diega je
weer helemaal af en tenslotte
spring je via 22 naar 13. Daarmee
heb je dan met paardesprongen
alle velden van een vijf bij vijf
schaakbord aangedaan. Er zijn
twee manieren om deze reis op
het schaakbord weer te geven:
met een lijnenpatroonof met een
getallenpatroon (in figuur 4

over elkaar heen). Bij het getallen-
patroon worden de velden die
achtereenvolgens worden aange-
daan, genummerd van 1, het
beginpunt, tot 25, het eindpunt.
(Denk erom dat bij het getallenpa-
troon de velden hernummerd
worden in vergelijking met de
nummering van de velden in
figuur 2 of de graaf van figuur 3!)
Als we afgaan op de berekenin-
genvan Rudi Oosterveld bestaan
er 1728 van dergelijke lijnenpatro-
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Figuur 4

nen en dus ook 1728 getallenpa-
tronen. Wanneer je het systema-
tisch aanpakt, kun je ze allemaal
met behulp van de graaf uit
figuur 3 te voorschijn toveren.
Je kunt je echter wat werk bespa-
ren door op het volgende te
letten. Dat in Rudi's tekening de
hoekvelden, develden 3,11, 15en
23, endevelden 7,9, 17 en 19
(nummering zoals in figuur 2)
groepsgewijs hetzelfde aantal
oplossingen geven, volgt uit de
symmetrie van het vijf bij vijf
bord. Het gelijk zijn van het aantal
oplossingen voor de velden 3en 7
(en daarmee ook 11, 15, 23, 9, 17
en 19) blijkt echter pas na het
afzoeken van alle wegen in de
graaf!

Waarom je startend op een aantal
velden helemaal geen enkele
oplossing kunt vinden, is met je
bevindingen bij het laatste pro-
bleemin'Ben jereisvaardig?’ niet
moeilijk meerinte zien. Er zijn 13
lichte velden en 12 donkere. Elke
paardetocht moet dus op een licht
veld beginnen en eindigen!




Ruiterpaden

De paardetocht zoals die is weer-
gegeven in figuur 4 heeft een
beginpunt en een eindpunt. Die
twee liggen niet op een paarde-
sprong-afstand van elkaar. Ge-
zien de overeenkomst metdereis
over het twaalfvlak van Hamilton
kun je je afvragen of er een
paardetocht mogelijk is waarbij
begin- en eindpunt wel op een
paardesprong-afstand van elkaar
liggen. Anders gezegd: bezit de
graaf van figuur 3 een hamilton-
pad? Of moeten we in dit geval
maar spreken van een ruiterpad?
Omdat elke paardetocht op een
licht veld moet beginnen én
eindigen is een hamilton- of
ruiterpad op een vijf bij vijf bord
onmogelijk. Twee lichte velden
kunnen immers nooit op een
paardesprong afstand van elkaar
liggen!

De eerste paardetocht
Misschien heb je je al lezend
afgevraagd waarom er bij het
probleem van de paardesprongen
opde posterisuitgegaan van een
vijf bij vijf schaakbord. Of hoe het
zit bij een ander formaat schaak-
bord. Nu we toch bezig zijn zullen
we dat dan ook maar onderzoe-
ken.

Op een drie bij drie bord kun je
onmogelijk met een paard alle
velden aandoen. Ook al zou je
sommige velden meer dan een-
maal aan mogen doen. (Neem
daarvoor het probleem van de
vier paarden in 'Ben je reisvaar-
dig?’' nog maar eens door.)

Ook op een vier bij vier bord is
geen paardetocht mogelijk waar-
bij je elk veld slechts eenmaal
aandoet. Gadat zelf maar eensna
door eerst de bijpehorende graaf
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te tekenen. Of kun je dat mis-
schien op een andere manier
aantonen?

Een vijf bij vijf bord is dus het
kleinste bord waarop paardetoch-
ten mogelijk zijn.

Het eerste ruiterpad

Een zes bij zes schaakbord is het
kleinste bord waarop paardetoch-
ten mogelijk zijn waarbij het
begin- en eindpunt op een paarde-
sprong afstand van elkaar liggen.
Om je daarvan te overtuigen vind
je in figuur 5 een lijnenpatroon
van een van de mogelijke oplos-
singen. Aan het tekenen van de
bijbehorende graaf zullen we hier
maar niet meer beginnen. Je zult
welaan willennemen dat dat veel
lastiger is dan bij de graaf voor het
vijf bij vijf bord.

Voor borden die groter zijn dan
zes bij zes kunnen altijd paarde-
tochten gevonden worden, aldan
niet langs een ruiterpad. In het
artikel 'Reis over een schaakbord
II' worden nog een aantal moge-
lijkheden voor het acht bij acht
bord besproken.
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De vierkantenvierhoek uit een

Grieks kruis

Een algemene, maar moeilijk bewijsbare stelling luidt:

bij een mooie stelling hoort een mooi bewijs.

De eigenschap van de gelijke en loodrecht op elkaar staande
verbindingslijnen in de vierkantenvierhoek vonden we mooi genoeg
om in Pythagoras te zetten (nummer 25-1 bladzijde 16). De bewijzen
die we ervan hadden echter niet. Dat was dus niet te rijmen met

bovengenoemde stelling!

We zijn daarom reuze blij met de reactie van N. M. Buizert uit
Amsterdam, die liet zien dat het wél simpel en begrijpelijk — dus ook

'mooi’ — kan.

Eenvoudig beginnen

De gegeven willekeurige vier-
hoek, met vier ongelijke zijden en
daar vier ongelijke vierkanten
tegenaan, is te ingewikkeld. Kijk
daarom eerst naar een eenvoudi-
ger bijzonder geval.

Het simpelst is natuurlijk een
vierkant ABCD met gelijke vier-
kanten tegen elke zijde (een
Grieks kruis). De verbindingslij-
nen PR en QS zijn dan natuurlijk
gelijk en staan loodrecht op
elkaar. . . niet waar?

SPUWESTERICEUE £ AMREE ALICCTEL HHING

THRI(H 1939

Het kruis in het Zwitserse wapen is een
voorbeeld van een Grieks ('gelijkarmig’)
kruis. Deze figuur vormt het uitgangspunt
van het bijgaande bewijs.
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Dan een klein stapje

Trek nu stapje voor stapje dat
vierkant ABCD wat uit z'n fat-
soen. Net zolang tot je de drake-
rigste vierhoek krijgt die je maar
wilt hebben. Maar neem die
stapjes niet te groot. Verschuif bij
voorbeeld eerst het hoekpunt B
van het beginvierkant een stukje,
tot B’

De vierkantmiddens Ren Sblijven
daarbijop hun plaats, alleen Pen
Qverschuiven wat, naar P’en Q.
Hoe precies? Dat zie je in de
figuur.

Driehoek II ligt —45° gedraaid ten
opzichtevan], enis /2 V 2 keer zo
groot (want AP: AB = halve
diagonaal : zijde van een vierkant
=AP’': AB'=12V2:1). Dus: ook
lijnstuk PP’ligt —45° gedraaid ten
opzichte van BB’ en is ook /2 V/ 2
keer zo groot.

Hetzelfde verhaal kun je nog een
keer afsteken, want driehoek IV
ligt + 45° gedraaid ten opzichte
vanIIl. Dus QQ’ligt + 45°gedraaid
ten opzichte van BB’ en is 1/2V 2
keer zo groot.

Conclusie: PP’is gelijk aan en
staat loodrecht op QQ’. Dit 'gelijk’




p'

en 'loodrecht’ gold al voor PR en
QS, en daarom geldt het ook voor
de driehoeken PP'R en QQ'S als
geheel. En dan dus ook de derde
zijden: PPRen Q'S.

Einde van het eerste stapje.

De rest gaat net zo

Als B’ nog niet ligt waar je hem
hebben wilde (wat natuurlijk
stom is, want als je er toch mee
op sjouw bent kun je hem beter
meteen naar z’'ngoede plaats
brengen) schuif je hem verder.
Daarna ga je D naar z'n goede
plaats dirigeren. Bij al die stapjes
blijven PR en QS gelijk en lood-
recht op elkaar, alleen met een
toenemend aantal accenten bij

die letters. De eigenschap is wat
we noemen invariant onder
vervorming van de vierhoek. Of
ook: de eigenschap blijft behou-
den bij vervorming van de vier-
hoek.

A en C mogen ook nog een beurt
hebben, maar een handigerd zou
erhelemaal aan het begin al voor
gezorgd hebben dat twee hoek-
punten van het beginvierkant al
juist opde verlangde plaatsinde
eindvierhoek lagen!

Een schitterend, simpel bewijs
vonden we en dat wilden we je
toch niet onthouden. Waarom is
het zo moeilijk om zoiets te
vinden?
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Een aardige legpuzzel

Legpuzzels worden elk jaar bij honderdduizenden verkocht. Puzzels
die bestaan uit duizenden stukjes, worden soms binnen enkele

avonden in elkaar gelegd.

Pentomino, waar we het hier over zullen hebben, is eigenlijk ook een
soort legpuzzel. Hij bestaat uit maar twaalf stukjes die je op haast
talloze manierenin elkaar kunt leggen. Dat lijkt heel eenvoudig, maar
daar kon je je wel eens lelijk in vergissen.

Probeer het maar eens.

Vierkantjes rangschikken
Hoewel de pentomino-puzzel
soms in allerlei prachtige uitvoe-
ringen in speelgoedwinkels te
koop is, kun je de twaalf stukjes
gemakkelijk zelf even maken.
Even een stuk ruitjespapier
pakken, figuur 1 overnemen,
uitknippen en klaar ben je.
Voordat we met die stukjes wat
gaan doen, moet je ze eerst nog
maar eens goed bekijken. Elk
stukje bestaat uit vijf gelijke
vierkantjes. En die twaalf stukjes
vormen juist de twaalf verschil-
lende patronendie je kunt krijgen

Figuur 1
18

door die vijf vierkantjes op alle
mogelijke manieren met hun
zijden tegen elkaar te leggen!
Patronen die elkaars spiegelbeeld
zijn, worden daarbij maar voor
één figuur geteld.

Op zichkunje het maken vandie
twaalf patronen ook al als een
puzzel beschouwen. Voor vijf
vierkantjes komt het maken van
dergelijke patronen misschien
wat flauw over, maar probeer het
zelf eens voor zes, zeven en acht
vierkantjes uit te zoeken.
Hoeveel patronen Kkrijg je in elk
van die gevallen?




Pentomino

Wat je nu met die twaalf stukjes
moet doen? Oh, gewoon even een
rechthoek leggen van zes bij tien
vierkantjes. Je hebt namelijk
twaalf stukjes die elk een opper-
vlakte hebben van vijf vierkantjes.
De totale oppervlakte van al die
stukjes is 12 x 5 = 60 vierkantjes,
wat dat betreft moet zo'n zes bij
tien rechthoek dus mogelijk zijn.
Enals het binnen vijf minuten niet
lukt, niet gaan denken: 'Die lui
van Pythagoras weten het weer
mooi te vertellen. Die oppervlak-
teberekeningen kloppen wel,
maar datin elkaarleggen vanzo'n
rechthoek kan natuurlijk nooit.
Laatze het zelf maar eens doen!’
Nou eerlijk gezegd zijn we er zelf
een tijd mee bezig geweest.
Uiteindelijk wisten we toch één
van de 2339 verschillende oplos-
singen te vinden (figuur 2).
Misschien is dat wel het aardige
vande pentomino-puzzel. Je hebt
maar twaalf stukjes en die kun je
al op meer dan tweeduizend
manieren z06 rangschikken dat er
een zes bij tien rechthoek ont-

Figuur 2

staat. En als je even niet uitkijkt,
doe je langer over één van die
oplossingen, dan over het in
elkaar leggen van een gewone
legpuzzel met tweeduizend
stukjes!

Nu we onze oplossing hebben
gegeven, moet je natuurlijk zelf
proberen een of meer andere te
vinden, er zijn tenslotte nog
genoeg mogelijkheden.

Andere rechthoeken

Met het leggen van rechthoeken
van zes bij tien vierkantjes is het
gepuzzel noglang niet ten einde.

Figuur 3. Voor rechthoeken van drie bij twintig zijn er maar twee mogelijkheden en
die lijken ook nog veel op elkaar. Kijk maar, alleen het gedeelte tussen de dikkere lijnen
lijkt op het eerste gezicht anders. Dat is niet waar, het ligt alleen maar anders!

Je kunt dat gedeelte gemakkelijk van de ene rechthoek naar de andere overbrengen
door het er uit te lichten en 180 graden te draaien.
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Figuur 4. Een van de 368 verschillende
mogelijkheden voor een rechthoek van
vier bij vijftien vierkantjes.

Figuur 5. Een van de 1010 mogelijjke
oplossingen voor een rechthoek van vijf
bij twaalf vierkantjes. Het is trouwens een
heel bijzondere, want hjj is in twee
rechthoeken van vijf bij zes vierkantjes te

verdelen.

Figuur 6

Je kunt ook op vele manieren
rechthoeken van drie bij twintig,
vier bij vijftien en vijf bij twaalf
vierkantjes leggen (figuur 3, 4 en
5). Ook allemaal rechthoeken met
een oppervlakte van zestig vier-
kantjes endus gelijk aan de totale
oppervlakte van alle stukjes.
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Stukjes leggen

Elk pentominostukje kon verkre-
gen worden door steeds vijf
vierkantjes met de zijden tegen
elkaar teleggen. Je kunt ze echter
ook maken door een aantal stuk-
jes op de juiste manier neer te
leggen. Weer een puzzel dus!
Uiteraard krijg je dan stukjes van
grotere afmetingen. Zoisin figuur
6 het X-vormige stukje neerge-
legd. Wanneer je dat goed bekijkt,
zie je dat daar negen stukjes voor
nodig zijn en dat het X-vormige
stukje zelf niet gebruikt wordt.
Dit gaat voor alle twaalf pentomi-
nostukjes op. Je zoekt het stukje
uit dat je na wilt maken en ge-
bruikt dat als voorbeeld. Van de
elf overgebleven stukjes heb je er
dan maar negen nodig om dat
voorbeeld na te kunnen maken.
Op deze manier krijg je stukken
die elk een oppervlakte hebben
van 9 x 5 = 45 vierkantjes en
waarbij alle afmetingen driemaal
ZO groot zijn.

B




Reis over een
schaakbord 11

In dit tweede artikel zullen we aandacht besteden aan paardetochten
over het acht bij acht bord. Tenslotte komt dat overeen met de
afmetingen van een normaal schaakbord, en vindt het probleem van
de paardetochten zijn oorsprong in het schaakspel.

Omdat een paard van die 'rare’ sprongen maakt, wordt erinde oudste
schaakboeken nogal wat aandacht besteed aan zijn bewegingen. Zo
vroeg men zich daarin af of een paard alle velden kan bereiken en hoe
een paard in zo weinig mogelijk zetten van een gegeven veld naar een
willekeurig ander veld kon komen. Uiteindelijk leidde dit tot de vraag
of je met een paard alle velden van het schaakbord aan kon doen,
zonder meer dan eenmaal op hetzelfde veld te komen.

Enkele fraaie oplossingen 1
Men heeft kunnen berekenen dat 1 [48)31(50}33 16|63 18

het aantal oplossingen op een 14|35
acht bij acht bord in de buurt komt 30|51/46| 3 |62|19|1%

van 10%7. Aldie oplossingen heeft 47| 2 (49(32|15|34(17 |64
men echter nog lang niet volledig i

kunnen onderzoeken, laat staan 52|29|4 [45)20/61 36 1_3%
ze een voor een kunnen tekenen.

De Zwitserse wiskundige Leon- 44 56| 9 |4021 €0

hard Euler (1707-1783), een van 28(53| 8 |41]24|57(12|37

de grondleggers van de grafen-

theorie, kwam met een wel heel 43| 6 |55|26]39|10(59(22
fraaie oplossing voor de dag. Het 54\27\42| 7 58(13 58 11

getallenpatroon daarvanis weer-
gegeveninfiguur 1. Zie je waarom
die oplossing zo fraai is? Figuur 1. Half-magisch vierkant
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Nee? Tel dan de acht getallen in
elke rij en elke kolom maar eens
bij elkaar op. Datlevert steeds 260
op. Helaas is de som van de
getallen in elk van de diagonalen
geen 260, zodat Euler’'s oplossing
net geenmagischvierkantis. We
zullen het daarom maar een
half-magisch vierkant noemen.
Dit half-magisch vierkant kan
bovendien nog opgedeeld wor-
den in vier andere half-magische
vierkanten. Daarbijis de som van
de getallen in elk van de rijen en
elk van de kolommen 130.

Vertoont de oplossing van Euler
een fraaigetallenpatroon, die van
de Engelse wiskundige Abraham
De Moivre (1667-1745) vertoont
een lijnenpatroon dat er zijn mag
(figuur 2). Hierbij is het bord
verdeeld in een buitenring en een
binnengebied. Eerst worden op
twee na uitsluitend velden in de
buitenring aangedaan, die daar-
toe een aantal keren in dezelfde
richting doorlopen wordt. Daarna
wordt de tocht voortgezet over de
nog resterende velden in het
binnengebied.
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Figuur 2. De oplossing van De Moivre
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Halfbord oplossingen

Hetis waar, hoe fraai de oplossin-
gen van Euler en De Moivre ook
zijn, de begin- en eindpunten
ervan liggen niet op een paarde-
sprong afstand van elkaar. Toch
is ook dat mogelijk, zoals Euler
met het lijnenpatroon van

figuur 3 liet zien. Eerst worden
alle velden in de bovenste recht-
hoek van acht bij vier aangedaan
en daarna die in de onderste
rechthoek. Zo'n oplossing wordt
een halfbord oplossing genoemd.

De halfbord oplossingen zijn
volledig onderzocht. In totaal zijn
er 122.802.512. Hiervan zijn er
7.763.536 waarbij het begin- en
eindpunt op een paardesprong-
afstand van elkaar liggen, ruiter-
paden dus. Verder zijn er 3.944
oplossingen die lijnsymmetrisch
zijn. Ze kunnen gespiegeld wor-
den om de lijn die het bord in de
twee rechthoeken verdeelt. Ook
zijn er nog 4.064 puntsymmetri-
sche oplossingen. Het lijnenpa-
troon van de onderste helft van
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Figuur 3. Halfbord oplossing van Euler
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het bord kan verkregen worden
door dat van de bovenste helft te
puntspiegelen om het middelpunt
van het bord.

De halfbord oplossing van Euler
uit figuur 3 is dus een puntsym-
metrisch ruiterpad.

B, D, A, C hupsakee

Je kunt het schaakbord ook in vier
delen (kwadranten) van vier bij
vier velden splitsen. Nu zijn er op
een vier bij vier bord vier verschil-
lende tochten mogelijk waarbij
steeds vier velden worden aange-
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daan. Elk van die tochten is
gesloten. In figuur 4A zijn die
tochten aangegeven met A, B, C
en D. De paardetocht langs een
ruiterpad infiguur 4B is tot stand
gekomen door beginnend op het
veld met de stip eerst in elk van
de kwadranten een B-tocht af te
werken. Dan volgt in elk van
kwadranten een D-tocht, vervol-
gens een A-tocht en tenslotte een
C-tocht. Je zult het er waarschijn-
lijk wel mee eens zijn dat dit een
oplossing is die uitblinkt vanwege
zijn systematische aanpak.

Half-magische ruiterpaden

De hoofdprijs van dit springfestijn
gaat natuurlijk naar paardetoch-
tenlangs ruiterpaden die half-ma-
gische vierkanten opleveren.
Hieronder (figuur 5) vind je zo'n
oplossing. Net als in de half-magi-
sche oplossing van Euler is de
somvandegetalleninelkvande
kolommen enrijen 260. Erisgeen
opsplitsing mogelijk in vier kleine-
re half-magische vierkanten.
Voorzover bekend zijn er geen
half-magische ruiterpaden waar-
bij ook dat nog kan.
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Figuur4, B, D, A, C. ..
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Figuur 5. De hoofdprijs




Zelf een tocht uitzetten

Er bestaan heel wat half-magi-
sche ruiterpaden. Hieronder
(figuur 6) vind je vier schaakbor-
den. Op elkdaarvanis een gedeel-
te van het getallenpatroon van
een half-magisch ruiterpad gege-
ven. Je moet ze zelf maar eens
proberen afte maken. De som van
de getallen in elk van de rijen en
in elk van de kolommen moet ook
hier telkens weer 260 worden.
Op bord A vind je steeds de
velden die om de drie sprongen

worden aangedaan, op bord Bde
velden die om de vier sprongen
worden aangedaan en op bord C
develdendie omde zes sprongen
worden aangedaan.

Tenslotte vind je op bord D steeds
de velden die om de acht spron-
gen worden aangedaan. Hier
wordt er heel wat van je vinding-
rijkheid verwacht, zelfs al vertel-
len we je nog dat je telkens vier
velden na elkaar in eenzelfde
kwadrant van het bord aan moet
doen.

3419 22|13 33
49(10 61
64| |16 5 3 17
l61]46 s YA 571 (29| |45
7 1| |25 371 |21 |49
4 37 25 (9] |13
31 2843 23
58 55(40 41
A B
43 31 49
55 .
49| |1 33 |17
19 13 9
1
61 i 41
57
7 25 57
C D

Figuur 6. Zelf op pad
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Pythagoras
Olympiade

/N

Zoals we in het vorige nummer al aangekondigd hebben, gaan we weer
door met de Pythagoras Olympiade. Dat is een wedstrijd voor
slimmerikken die al enige jaren in Pythagoras draait. Deze jaargang
komen er in elk nummer twee opgaven. Je zult er nauwelijks
wiskundige voorkennis voor nodig hebben, maar wel een flinke dosis
gezond verstand! Tot ruim een maand na de verschijningsdatum kun

je oplossingen insturen.

Prijzen

Iedere opgaveis een wedstrijd op
zichzelf. Je hoeft niet aan alles
mee tedoen, je kunt van elke som
afzonderlijk een oplossing inzen-
den. Bij elke opgave verloten we
onder de goede inzenders twee
prijzenvan f 10,—/Bfr. 150. Verder
vormen de 10 opgaven van deze
jaargang samen een ladderwed-
strijd. ledere goede oplossing
geeft 1 punt. Voor de besten van
de ladderwedstrijd zijn drie
prijzen van f 25,—/Bfr. 400 be-
schikbaar. Bovendien ontvangen
de beste tien van de ladderwed-
strijd een uitnodiging voor de
Tweede Ronde van de Nederland-
se Wiskunde Olympiade, zelfs al
hebben ze niet aan de Eerste
Ronde meegedaan of daarbij niet
genoeg punten behaald (ze
moeten natuurlijk op het moment
vande Tweede Ronde nog welop
school zitten; de huidige eindexa-
menklassers vallen dus uit de
boot, want de Tweede Ronde
vindt in het najaar van 1986
plaats).

Oplossingen

De uitwerkingen komen weer in
Pythagoras. Bij elke opgave zalde
oplossing van één vande deelne-
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mers worden gepubliceerd. Maar
gezien de benodigde correctietijd
zaldat alsregel pasinde volgende
jaargang kunnen gebeuren.
Maar. . . je kunt de uitslag en de
uitgekozen oplossingen eerder
krijgen, als je een aan jezelf
geadresseerde en gefrankeerde
enveloppe meestuurt.

Inzendingen

Leerlingen van het voortgezet/
secundair onderwijs kunnen hun
oplossingen sturen aan:
Pythagoras Olympiade,

Marinus de Jongstraat 12,

4904 PL. Oosterhout (NB).
Vermeld op elk (éénzijdig be-
schreven) vel: naam, adres,
geboortedatum, school, school-
type en klas. Verder moet elke
oplossing op een nieuw vel
beginnen, want we kijken ze
afzonderlijk na. We bekijken
alleen goedleesbare oplossingen
die volledig uitgewerkt zijn, met
verklarende tekstin goed lopende
zinnen.




Nieuwe opgaven
Oplossingen inzenden voor 15
januari 1986.

PO 82

Eris eenklok met twaalfin plaats van
twee wijzers. In de beginstand wijst
elke wijzer een ander uur aan, zodat
ze samen een regelmatige ster met
twaalf punten vormen. Alle wijzers
lopen met een constante snelheid
(maar ze lopen niet allemaal even
snel).

Op een bepaald moment staan alle
wijzers tegelijk op de 3. Kan het
voorkomen dat ze op zeker moment
allemaal tegelijk op een ander cijfer
staan?

(Geef een volledig gemotiveerd
antwoord!)

PO 83

Op het oppervlak van een bol is er voor
bijna elk tweetal punten precies één
kortste pad dat die punten verbindt:
span maar een touwtje tussen die
punten op het boloppervlak. Als de
twee punten echter diametraal
tegenover elkaar liggen, dan zijn er
oneindig veel 'kortste paden’ (denk
maar aan de globe met daarop alle
meridianen die noord- en zuidpool
verbinden).

Bekijk nu het oppervlak van een
massief regelmatig viervlak. Bewijs
dat er op dat oppervlak bij elk punt P
eenpunt Q bestaat zo, dat er minstens
drie verschillende kortste paden van
P naar Q lopen.

Uitslag ladderwedstrijd

Het heeft ons de vorige jaargang
niet meegezeten. Allereerst
verscheen Pythagoras telkens
later dan de bedoeling was; met
name onze Belgische deelnemers
kregen het blad vaak pas na het
verstrijkenvande inzendtermijn!
Entotovermaat vanramp werden
drie van de twaalf opgaven door
drukfouten verknoeid:

PO 75 er had moeten staan:
1. fix,x) = x voor alle x.

PO 78 er had moeten staan:
cos(sinx) > sin(cosx) voor
alle x.

PO 80 laatsteregelmoestluiden:
n!—(n—1)!indat stelselop
precies n nullen eindigt?

We hebben besloten PO 75 en
PO 78niet telaten meetellen voor
de ladderwedstrijd: bij PO 80
werd de correcte formulering
door de meesten wel begrepen.

De eindstand van de ladderwed-
strijd is:

Remko Kootstra, Ommen 10 p
Joris van der Hoeven,

Pieterburen
Dirk Ophoff, Bedum
Bart Broers, OQudorp (NH) 9 p
Sybrand Dijkstra,

Kortrijk, Belgié
Danny ten Haaf, Beuningen
William Omtzigt,

De Kwakel 8,5p
Erik van Klinken, Emmen 7,5p
MartenvanDijk, DenBosch 7 p
Jeroen Tiggelman, Rijswijk 7 p
Claudine de Baere,

Maldegem, Belgié
Jeroen Nijhof, Borne 6 p
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Oplossingen en prijswinnaars van de opgaven PO 70-71

PO 70

Eencommissie telt 15leden: 6 uit Den

Haag, 2 uit Gouda en 7 uit Arnhem.

1. In welke plaats aan de weg Den
Haag-Arnhem, moet de commissie
vergaderen omde totalereiskosten
zo laag mogelijk te houden?

2. En als de commissie wordt uitge-
breid met nog twee leden uit
Arnhem?

We vragen gemotiveerde antwoor-

den; je mag aannemen dat de reiskos-

ten evenredig zijn met de afte leggen
afstand.

Oplossing van Jeroen Gerritsen

(Veghel, 4 vwo):

1. De 6 leden uit Den Haag leggen
samen met 6 leden uit Arnhem
samen altijd minstens de afstand
Den Haag-Arnhem af. Een lid uit
Goudalegt samen met het overblij-
vende lid uit Arnhem altijd min-
stens de afstand Gouda-Arnhem
af. De totale reiskosten zijn dus
minimaal als het overblijvende lid
uit Gouda helemaal niet hoeft te
reizen. Dat is het geval als de
commissie in Gouda vergadert.

2. Dezelfde redenering toont aan dat
de commissie in Arnhem moet
vergaderen als er nog twee leden
uit die plaats bijkomen.

Erwaren 37 inzendingen, waarvan 32
correct. Prijzen: Erik Fledderus
(Wolvega, 3 vwo), en René Peters
(Dongen, 5 vwo).

PO 71

Bewijs dat de kans dat Nieuwjaarsdag
op zondag valt niet precies gelijk is
aan 1/7. (In ons kalendersysteem zijn
2000, 2400, 2800, ... wel schrikkel-
jaren, maar de andere eeuwjaren
zoals 1900, 2100, 2200, ... niet!)

Oplossing van Nicole Potters (De

Lier, 6 vwo):

Twee constateringen:

1. Vierhonderd opeenvolgende jaren
bevatten4x(25x(4x365+1)—1)

+ 1 dagen = 146.097 dagen =
precies 20871 hele weken.

2. Na 400 opeenvolgende jaren
herhaalt het patroon van schrikkel-
jaren zich exact.

De kans dat Nieuwjaarsdag op

zondag valt,is dus gelijkaande kans

dat Nieuwjaarsdag in 400 opeenvol-
gende jaren op zondag valt. In zo'n
periode valt Nieuwjaar een geheel
aantal malen op zondag, maar 1/7 van
400isgeengeheel getal. De kans dat

Nieuwjaar op zondag valt is dus niet

precies 1/7.

Je kunt (bijvoorbeeld met de compu-

ter, maar gewoon aftellen is ook wel

te doen) nagaan dat in een 400 jaars
periode Nieuwjaar 58 x op zondag,

56 x op maandag, 58 x op dinsdag,

57 xop woensdag, 57 xopdonderdag,

58 x op vrijdag en 56 x op zaterdag valt.

Erwaren 32inzendingen, waarvan 25
correct. Prijzen: Nicole Potters, en Jan
Dijkstra (Doldersum).

/N
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Internationale
Wiskunde
Olympiade

In juli 1985 is in Finland de 26e Internationale Wiskunde Olympiade
gehouden. Aan deze wedstrijd namen 209 scholieren uit 38 landen
deel. In twee zittingen van elk 4'/2 uur moesten ze proberen zes
vraagstukken op te lossen. Hieronder vind je die opgaven.
Uitwerkingen krijg je als je een kaartje stuurt naar J. van de Craats,
Marinus de Jongstraat 12, 4904 PL Oosterhout (NB).

De Olympiade is een individuele wedstrijd. Voor elk van de opgaven
konden de deelnemers maximaal 7 punten behalen. Prijzen werden
toegekend aande hand vanieders totaalscore. De 14 deelnemers met
34-42 punten kregen een gouden medaille, de 35 deelnemers met 22-33
punten kregen zilver, ende 52 deelnemers met 15-21 punten brons. In
principe waren er uit elk land 6 deelnemers, maar sommige landen
zonden een kleiner team. De puntentotalen per land waren als volgt
verdeeld:

Roemenié 201 Griekenland 69
Verenigde Staten 180 Joegoslavié 68
Hongarije 168 Zweden 65
Bulgarije 165 Mongolié 62
Vietnam 144 BELGIE 60
Sovjet-Unie 140 Marokko 60
West-Duitsland 139 Colombia 54
D.D.R. 136 Turkije b4
Frankrijk 125 Tunesié (4) 46
Groot-Brittannié 121 Algerije 36
Australié 117 Noorwegen 34
Canada 105 Iran (1) 28
Tsjechoslowakije 105 Cyprus 27
Polen 101  V.R. China (2) 27
Brazilie 83 Finland 25
Israel 81 Spanje (4) 25
QOostenrijk 77 Italié (5) 20
Cuba 74 1Jsland (2) 13
NEDERLAND 72 Koeweit (5) 7
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Van de Nederlandse ploeg won Ben Moonen uit Hoensbroek een
bronzen medaille. De andere Nederlanders zaten allemaal net onder
de prijzendrempel.

De resultaten van de Nederlanders

Opgavenr. 1 2 3 4 5 6 totaal
Hans van Antwerpen 4 1 0 4 0 2 13
Machiel van Frankenhuysen 1 6 0 2 0 2 11

Jeroen Hansen 0 ¥ 0 0 o 0 12

Ben Moonen 3 0 0 ¢ 0 6 16 (brons)
Jeroen Nijhof 7 2 1 0 0 0 10

Eric Tjong Tjin Tai 3 7 0 0 1 1 12
Totaal: 18 23 1 13 6 11 72

De zes opgaven waren achtereenvolgens afkomstig uit Groot-Brittan-
nié, Australié, Nederland, Mongolié, Sovjet-Unie en Zweden. Voor
Nederland hadden zitting in de Internationale Jury J. van de Craats en
J. M. Notenboom. Volgend jaar zal de Olympiade in Polen worden
georganiseeerd.

De Nederlandse ploeg in Helsinki na afloop van de prijsuitreiking. Van links naar rechts:
J. M. Notenboom, Hans van Antwerpen, Ben Moonen, Machiel van Frankenhuysen,
Jeroen Nijhof, Jeroen Hansen, Eric Tjong Tjin Tai en J. van de Craats.
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Opgaven

1 Eencirkelwaarvan het middelpuntligt op zijde AB van een convexe vierhoek
ABCD raakt de drie andere zijden.
Bewijs: als ABCD een koordenvierhoek is, dan geldt
AD + BC=AB.

2 Gegevenzijnnatuurlijke getallen nen kmet een grootste gemene deler gelijk
aanl,en0< k<n.
Elk getal uit de verzameling
M={1,2, .. n-1}
is blauw of wit gekleurd op zo'n manier dat aan de volgende voorwaardenis
voldaan:
(a) voor elke i € M hebben i en n—i dezelfde kleur,
(b) voor elke i € M, i # k, hebben i en |k—i| dezelfde Kleur.
Bewijs dat alle getallen uit M dezelfde kleur hebben.

k
3 Bij elk polynoom P(x) = Z a; x met gehele coéfficiénten beschouwt men de
J=0
coéfficiénten die oneven getallen zijn.
Hun aantal noemt men wi(P).
Zij Q(x)=(1+x)ivoori=0,1,2, ..
Bewijs: als i, iy, ..., i, gehele getallen zijn zo, dat 0 = i; < i, < ... < i, dan geldt

w(Q +Q + ..+ Q) =>wQ).
1 2 n - 1

4 Gegeveniseenverzameling Mvan 1985 verschillende gehele getallen groter
dan nul. Geen van die getallen heeft een priemdeler groter dan 26.
Bewijsdat M vier getallen bevat waarvan het produkt de vierde machtis van
een geheel getal.

5 Eencirkelmet middelpunt O gaat door de hoekpunten A en Cvandriehoek
ABC en snijdt de lijnstukken (segmenten) AB en BC opnieuw in twee
verschillende punten Ken N. De omschreven cirkels van de driehoeken ABC
en KBN snijden elkaar in precies twee verschillende punten B en M.
Bewijs dat hoek OMB een rechte hoek is.

6 Bij elk reéel getal x, wordt als volgt een rij x,, X;, ... geconstrueerd:

1
X 1q =06 (00 %+ B) voor elke n = 1.

Bewijs dat er precies één waarde x, is waarvoor geldt dat
0<x,<x,,1<1 voorelke n.

31




Redactioneel

Zoals je hebt gezien, hebben we in dit nummer nogal wat aandacht
besteed aan paardesprongen op een schaakbord. We hopen dat we
met de drie betreffende artikelen daar nu een redelijk goed overzicht
van hebben gegeven.

Indien de onmogelijke schaakborden van Sandro Del Prete (omslag) en
Bruno Ernst (blz. 5 en 21) je belangstelling voor onmogelijke figuren
opwekken, dan kun je je wenden tot de werkgroep 'Onmogelijke
figuren’ van de Stichting Ars et Mathesis (W. Pyrmontlaan 20,

3743 DE Baarn (NL).).

Soms verwijzen we naar artikelen uit voorafgaande nummers, bij
voorbeeld: Pythagoras 23-2. Hierbij geeft het eerste getalde jaargang
aan en het tweede het nummer uit die jaargang. Overigens zorgen we
er wel voor dat je die verwijzingen niet per sé hoeft teraadplegen om
de artikelen waar ze in voorkomen te kunnen lezen.

Oplossing T-p“ZZEl (Pythagoras 25-1)

Verschillende lezers bleken beter te kunnen puzzelen dan wij. Ze wezen ons
erop dat er met de gegeven stukjes niet twee maar viersymmetrische T-vormen
te maken zijn (als we tenminste een béétje soepel rekenen).

Ilustraties: Cerena Ceccherini, Amsterdam (blz. 10 en 11).
Tekeningen: Armand Haye, Amsterdam.

Foto's: Sandro Del Prete (omslag); Hessel Pot, Woerden (blz. 1, 3 en
4); Bruno Ernst, Utrecht (blz. 5 en 21); © Victor Vasarély/1935 c/o
Beeldrecht, Amsterdam (blz. 12).

(© 1985 Redactie Pythagoras - ALLE RECHTEN VOORBEHOUDEN, NADRUK OF WEERGAVE, GEHEEL OF GEDEEL-
TELIK, IN WELKE VORM DAN OOK, ZONDER SCHRIFTELIJKE TOESTEMMING VAN DE REDACTIE VERBODEN.
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