


Tweemaal pi

Meestal wordt 7, het beroemdste getal uit de wiskunde, gedefinieerd
als de verhouding tussen de omtrek pen de diameterdvan een cirkel.

In formule: 7 = p:d of, anders geschreven, p = md = 27r waarbij r de
straal van de cirkelis. 7 is dus een verhoudingsgetal, een getaldat de
verhouding tussen twee grootheden weergeeft. Voor alle cirkels is die
verhouding tussen omtrek en diameter hetzelfde: altijd is p ruim drie

keer zo groot als d.

Figuur 1

Voor de opperviakte O geldt iets
dergelijks, maar dan met het
kwadraat van de straal. Want bij
elke cirkel kun je een vierkant op
de straal tekenen (figuur 2). De
verhouding O: r* tussen de opper-
vlakte van de cirkel en de opper-
vlakte r? van dat vierkant hangt
weer niet af vande grootte van de
cirkel. Je zult de getalwaarde van
die verhouding ook wel kennen:
O = wr’. Weer precies datzelfde
mysterieuze getal 7!

Hebjeje wel eens afgevraagd hoe
het komt dat allebei die verhou-
dingsgetallen p: den O: r? precies
gelijk zijn? Zo vanzelfsprekend is
dat toch niet! Zou het niet boeiend
zijn als je er een eenvoudige meet-
kundige verklaring voor kon ge-
ven? Hier komt er een!

Figuur 2

Figuur 3

Taartpunten

Verdeel een cirkel met straal r,
omtrek penoppervlakte Oin een
flink aantal even grote taartpun-
ten. Laten we zeggen zestien
stuks (figuur 3). Eén van die pun-
tensnijden we nog een keer extra
door. Daarna leggen we die pun-
ten wat anders neer (figuur 4), op
zo'n manier dat er een soort lam-
pionontstaat. De oppervlakte van
die lampion is natuurlijk nog
steeds gelijkaan O. En de omtrek?
De 'basis’'isr,ende 'hoogte’, dat
wil zeggende lengte vandetwee
'bobbeltjeslijnen’ aan de zijkan-
ten, is vooriedere kant precies de
helft van de cirkelomtrek p. We
spreken van 'basis’' en 'hoogte’
omdat de lampion een beetje op
eenrechthoeklijkt. Endie gelijke-
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nis wordt beter naarmate we de
cirkel in meer taartpunten verde-
len. Op den duur is de lampion
niet meer te onderscheiden van
een rechthoek met basis r en
hoogte /2p. Het vereist wat wis-
kundige techniek om die 'limiet-
overgang’ volledig te rechtvaardi-
gen, maar ik denkdat je wel snapt
dat bewezen kan worden dat de
'limietrechthoek’ ook nog steeds
oppervliakte Oheeft. Bij alle taart-
puntverdelingen krijg je immers
een lampion met oppervlakte O.
Maar nu zijn we waar we wezen
willen: de oppervlakte van de
rechthoek geeft ons de formule O
= 12pr. De oppervlakte van elke
cirkel is gelijk aan de oppervlakte
van de rechthoek die als basis de
straal, en als hoogte de halve
omtrek heeft (figuur 5). Deze
stelling was al aan Archimedes
(278-212 v.C.) bekend. En omdat
p = 2nr,is O = V2pr = mr.

el O
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Figuur 4

Zo zie je dus dat het inderdaad
helemaal geen wonder is dat in
beide formules voorde omtrek en
de oppervlakte van een cirkel
hetzelfde getal m voorkomt.

Nog twee toegiften:

1 Wehebbendeletter pgebruikt
voor de omtrek, omdat p de
eerste letteris van het Griekse
woord perimeter, dat omtrek
betekent. En 7is de Griekse p!

2 Diezelfde Archimedes was de
eerste die behoorlijk scherpe
benaderingen voor 7 bereken-
de: hijvond 31%/71 <7 <317.In
decimale breuken komt dat
neer op 3,1408. . . <7 <
3,1428. . . Maardatleidttot een
anderverhaal. . . (zie het artikel
'Uit de geschiedenis van 7')!

Lp

Figuur 5




Geheimschrift: over en sluiten?

elk pythagoras kluit pyama snoek deel bladen eten smoking motor
opende in pauw aqua alk af roeide hij prauw slaap klok stok bloed
klager edelen zweten deuk lachende orde slaan vloeiblad

Nee, je hoeft niet te denken dat
we plotseling gek geworden zijn.
Bovenstaande tekst werd naar
aanleiding van het artikel 'Ge-
heimschrift I' (Pythagoras 24-1)
ingezonden door Linda Norden
uit Groningen. Om van die reeks
losse woorden een zinnige tekst
te maken vervang je de letters
zonder uitsteeksels naar boven of
beneden (zoals a, ¢, e, i, m, enz.)
door een nul. Letters met uit-
steeksels (meestalinde vorm van
lussen en streepjes, zoals bijb, d,
f,g,enz.) vervang je daarentegen
door een één.

Dealdus verkregen reeks enen en
nullen deel je op in groepjes van
vijf en vervolgens vervang je elk
groepje volgens onderstaand
schema door een letter.

00000 =a 00001 =b 00010 =c
10011=d 00100=e 00101 = f
00110=g 00111 =h 01000 =i
01001 = j 01010 =k 01011 =1
011700=m 01101=n 01110=o0
01111=p 10000=q 10001 =T
10010 = s 00011=t 10100 =u
10101=v  10110=w 10111 =x
11010=y 11001 =z

Om volgens deze methode van
een zinnige tekst (klare tekst
noemden we dat) een stuk ge-

heimschrift (cijfertekst) te maken,
moet je de omgekeerde weg be-

wandelen. Elke letter van de klare
tekst vervang jedooreen groepje

van vijf enen en nullen. Daarna

kies je voor elke nul een letter
zonder uitsteeksel en voor elke
éeén een letter met uitsteeksel.
Als jedat een beetje handig doet,
kun je zelfs een vrij onschuldig
zinnetje vormen, zodat niemand
er ook maar enig vermoeden van
heeft dat hijmet een stuk geheim-
schrift te maken heeft.

Zoals Linda zelf al opmerkte, is
haar methode een variatie op de
'twee lettertypen van Bacon' uit
eerder genoemd artikel.

De voorgaande letter doet ook
mee

Wim van der Graafuit Eindhoven
deed ons een methode aan de
hand waarbij de omzetting van
een letter uit de klare tekst af-
hangt vandie van de voorgaande.
Dat gaat als volgt in zijn werk.
Vervang eerst de letters van de
klare tekst door hun rangnum-
mers uit het alfabet: A — 1,

B — 2, C — 3, enz. Bijvoorbeeld:
GEHEIM — 7-5-8-5-9-13.

Neem daarna het eerste getal van
de 'klare tekst' en trek dit van 27
af. Dus 7 — 20.

Elk volgend getal van de 'klare
tekst’ trek je van het voorgaande
af. Als echter het getal dat dan
ontstaat kleiner of gelijk aan nul
1s, telje er 26 bijop. Dus het twee-
de getal van het woord geheim,
een b, trek je van het eerste, een
7,af.Datlevert 2. Datis groterdan
nul, dus 5 — 2.




Het derde getal van het tweede
aftrekken levert 5—8 = —3. Daar
26 bij optellen geeft 23, dus

8 — 23.

Zo verder werkend wordt de
getallenreeks die bij het woord
GEHEIM hoorde, omgezet in
20-2-23-3-22-22.

Deze getallen vervang je door de
overeenkomstige letters. Dus
20-2-23-3-22-22 —- TBWCVV,
waarna je ze ten slotte kunt opde-
len in groepjes van vijf. Zo wordt
uiteindelijk het woord GEHEIM
omgezet in TBWCV V.

Maar nu terug, dat wil zeggen
ontcijferen, want je wilt waar-
schijnlijk wel weten wat Wim via
z'n cijfertekst (zie kader hieron-
der) mee heeft tedelen. Daarvoor
werk je min of meer in omgekeer-
de volgorde. Laten we maar uit-
gaanvande cijfertekst TBWCV V.
We weten immers dat dat het
woord GEHEIM op moet leveren!
— De eerste stap is niet moeilijk:
vervang alle letters uit de cijfer-
tekst weer door hun rangnum-
mers uit het alfabet. (Dus
TBWCV V — 20-2-23-3-22-22.)
— Het verschil van het eerste
getal van de 'cijfertekst’ en 27
geeft het eerste getal van de
'klare tekst'. (In ons voorbeeld
27-20 = 7, dus 20 — 7.)
— Van dit resultaat trek je het
volgende getal van de 'cijfer-
tekst’ af, en je hebt — zo nodig

na verhoging met 26 — het
tweede getal van de 'klare
tekst'. (In ons voorbeeld 7—-2
=5b. verhoging met 26 is niet
nodig, dus 2 — 5.)

— Van dit resultaat trek je het
derde nummer van de ’'cijfer-
tekst' af, en je hebt. . ., enzo-
voorts.

Ten slotte kun je de getallen van

de 'klare tekst' weer door hun

overeenkomstige letters vervan-
gen.

Van letters naar getallen

Om zijn cijfertekst in de meest
letterlijke betekenis van het
woord te maken, voorziet Theo
van de Ven uit Oss ook eerst alle
letters van de klare tekst van €én
van de getallen 1 tot en met 26.
Daarnawordendiegetalleninde
exponent van het grondtal 2 ge-
zet. De uitkomst ddarvan wordt
afgetrokken van 100.000.000,
zodat uiteindelijk een acht-cijferig
getal toegekend wordt. Dus:

Z — 1> 2! —- 99.999.998
Y —» 2— 22 — 99.999.996
X —- 3— 2% - 99.999.992
W — 4 - 24 — 99.999.984
V — 65— 25 enz.

Als je de cijfertekst die Theo ons
toestuurde (zie kader hiernaast
boven), wilt ontcijferen, moet je
eerst dit rijtje even afmaken,
zodat je het gemakkelijk terug

Cijfertekst van Wim van der Graaf

WYEUK OTRYK PEEDK
GTRWB HQWLC  XCDFQ
- HGJJF IUMJY EURHK
SOCUG KUMIZ QBGKZ

' JYIGZ

~ BPWUM

WKFZM

XGCEB QuUOYV UXQEL
AHKLS KYQAL Z1JCK
LSKYV POCGP YIOMX
OMCZD JUXGM  CFSMN
JYSGK Z0M




' 91.611.390

:ijfartekst van Theo van de Ven

99.999.998

95.805.700

99.999.872 96.805.700
99.999.872 99.934.464
99.999.872 99.999.968

£ 99.999.872 99.475.712
£ 99.999.968 32.891.100
195.805.700 99.999.968
9.999.936 99.737.856
99.999.744

99.999.744

kunt lezen: bij elk getal van acht
cijfers zoek je de bijbehorende
letter op. Want elk getal van acht
cijfers apart terug rekenen vol-
gens bijvoorbeeld:

100.000.000 — 91.611.390 =
8.388.610 —

(log. 8.388.610)/(log 2) =

23 — d, is echt niet nodig.

De methode van Theo verschiltin
wezen niet van die van Edgar
Allan Poe. Die verving elke letter
door een of ander gek teken,
terwijl Theo elke letter (welis-
waar volgens een bepaald sys-
teem) door een groot getal ver-
vangt.

Faat

Pi-geheimschrift

Als je de moeite hebt genomen
om de cijfertekst van Philippe
Stroobandt uit Grimbergen (B)
(vorige nummer bladzijde 32) te
ontcijferen, wist je aldat we in dit
nummer extra aandacht aan 7
zouden besteden. Want ontcijfe-
ring geeft de volgende slagzin:

95.805.700
99.934.464 99.999.744
99.995.904 99.983.616
32.891.100 99.991.808
95.805.700 99.995.904
99.991.808 91.611.390
95.805.700 99.991.808

99.999.872 99.995.904

Wie u kent, o getal, belangrijk en
gepast,

Leert ook andre waarheén anker-
vast.

Teljedeletters van elk woord en
zet je die getallen achter elkaar
dankrijg je min twaalf decimalen
nauwkeurig (als je tenminste ij
als één letter telt en niet als
twee!): 3,141592653589.

In dit nummer vind je overigens
nog een aantal van dit soort Pi-rij-
men.

Voor de echte liefhebbers tot
besluit nog dit. Om de cijfertekst
van Philippe te ontcijferen moest
je de letters daaruit om en om 15
en 8 plaatsen terugschuiven.
Daar de letter P op de vijftiende
plaats in het alfabet staat en de
letter I op de achtste, had je dus
te maken met een vigenére met
sleutelwoord. . . Pi.

blspsT29p

De oplossingen van de cijfer-
teksten van Linda, Wim en Theo
staan op bladzijde 17.




Uit de geschiedenis van 77

3.1
415 9265358
97932384626433832735028841371693393
751085828374944592307816406286208893862883
4825342117867382148886513282306647093

8446839 550582
231725 3534088
128481 117450
284102 701938
521105 553644

622948 954338

381364 428818

975665 933446
1284756 4823378
6783165 2712819
8314 5648

Deverhouding 'cirkelomtrek staat tot diameter’ blijkt overeen te komen

met een irrationaalgetal. Wat hiermee bedoeld wordt zie je misschien
gemakkelijker als je kijkt naar een vierkant in plaats van een cirkel. In

eenvierkantis de verhouding 'omtrek : diameter (= diagonaal)’ gelijk
aan 4 : V2, wat overeenkomt met het getal V8. Ook dit getal is
irrationaal, net als V2 en bijna alle andere 'wortelgetallen’. Het
betekent dat er geen enkele breuk bestaat die precies even groot is
als V8. Het bewijs van deze bewering is niet zo moeilijk, ook de oude
Grieken waren ervan op de hoogte.

Dat bijde cirkelde omtrek-diameter-verhouding geen breuk s, is veel
moeilijker te bewijzen. Het eerste bewijs dateert uit 1767. Het werd
geleverd door de Zwitser Lambert. Dit resultaat zal een teleurstelling
geweest zijn (voorzover ze het geldédfden) voor alle speurders uit die
tijd die hoopten ooit eens de echte exacte m-breuk te vinden!

Hoewel er dus zeker géén breuken bestaan die gelijk zijn aan V8 of
aan 7, kun je je wel afvragen welke breuken er heel dicht in de buurt
liggen. En in het bijzonder kun je zoeken naar de tiendelige breuken
die er (bij een zeker aantal decimalen) het dichtst in de buurt komen.
Het vinden van zulke 'benaderende breuken' voor het irrationale getal
mvereist heel veel meer moeite enrekenwerk dan voor de wortelgetal-
len. Dit zal wel een van de redenen zijn waarom 7 vaak zo veel
mysterieuzer gevonden wordt dan gewone wortels.

In het vervolg van dit artikel worden een aantal resultaten besproken
van berekeningen en schattingen van onderzoekers door de eeuwen
heen. De tekst is, uitgezonderd het slot, al eerder in Pythagoras
verschenen (Pythagoras 11-1, auteur T. G. Lim).
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Het symbool 77

Deverhouding vande omtrek van
een cirkel tot zijndiameter duiden
wij aan met de Griekse letter 7,
maar dit is niet altijd zo geweest.
Deze notatieis nog maar een paar
honderd jaar oud en is afkomstig
vande Engelsman William Jones,
die het teken 7 voor de verhou-
ding cirkelomtrek : middellijn in
1706 introduceerde. Het is echter
te danken geweest aan het boek
'Introductio in analysin infinito-
rum’ van de beroemde wiskundi-
ge Leonhard Euler, waarin hij de
notatie van Jones gebruikte, dat
dit teken algemeen wordt geac-
cepteerd. In dit verhaal zullen we
7 steeds in die betekenis gebrui-
ken, ook wanneer het tijden be-
treft voor 1706.

/ﬁf‘:n ide

7T benaderd door gewone
breuken

7w uit Egypte. Allereerst zullen
we het hebben over een zeer oud
Egyptisch document, dat be-
waard wordt in het British Mu-
seum. We bedoelen de RHIND-pa-
pyrus, genoemd naar A. Henry
Rhind, die de papyrus in 1858
kocht. De hiéroglyfen werden
later door Eisenlohr ontcijferd.
Daarbij kwam aan het licht, dat
het bewuste document geschre-
venwas door A'hmosé endathet
(volgens de schrijver zelf) een
kopie was van een nog ouder
werk. Dit oudere manuscript is
volgens onze kalenderberekening
terug te voeren tot omstreeks
1850 v. C. De Rhind-papyrus, ook

genoemd de A'’hmosé (Ahmes)
papyrus, is een praktisch hand-
boek en bevat ook wiskundige
problemen. Men vindt er onder
andere een voorschrift hoe men
een cirkeloppervlak moest bere-
kenen. Berekend volgens het
voorschrift van de oude Egypte-
naren zou het oppervlak bedra-

gen: (£ d)? met d als diameter en
volgens ons is het 7 (£)2. Door

beideresultaten aan elkaar gelijk
te stellen, kunnen we er uit aflei-
den: 7= (¥)? = 3,16. Deze experi-
mentele waarde voldeed aan de
praktische behoeften.

Tl uit de Bijbel. Inhet Oude Tes-
tament (I Koningen 7 : 23 en II
Kronieken 4 : 2) lezen we in ver-
band met de bouw van de tempel
van Salomo, dat het waterreser-
voirrond was, 'vijf elhoog, tien el
van rand tot rand, terwijl een
meetsnoer van dertig el haar
rondom kon omspannen’. Dit
houdt in, dat de verhouding van
cirkelomtrek (30 el) tot zijn dia-
meter (10 el) gelijk is aan 3. Ook
in de Talmud, de Joodse aanvul-
ling op het OT, kan men deze
waarde 3 terugvinden.

De waarde 7 = 3 komt eveneens
voorin een klassiek Chinees boek,
getiteld '"Wiskunde in negen
hoofdstukken'.

Tl uit Sicilié. De naam Archime-
des is overbekend. Hij was één
der grootste geleerden aller tij-
den: wiskundige, natuurkundige,
architect en werktuighouwkundi-
ge en leefde van 278 tot 212 v.C.
Zijn woonplaats was Syracuse.
Archimedes benaderde de cirkel-
omtrek met in- en omgeschreven
veelhoeken. De cirkelomtrek




wordt des te beter benaderd naar
gelang men meer zijden neemt
voor de regelmatige veelhoek.
Archimedes nam eenregelmatige
veelhoek met 96 zijden en vond

voor 7 een waarde tussen 3+ en

312 waarvan wij vaak de eerst-
genoemde waarde gebruiken.
Voor die tijd was het een hele
prestatie om bovengenoemde
zijde uit te rekenen. Vooral omdat
men zich moest bedienen van een
moeilijk Grieks rekensysteem.

G nda

T uit China. Indeannalenvande
Sui dynastie vermeldde de werk-
tuigkundige Tsoe (430-501), dat
hij twee waarden voor 7 had
gevonden, namelijk een 'nauw-

keurige’ (332) en een 'onnauw-

keurige' (%). De laatstgenoemde
waarde werd ook al door Archime-

des berekend, maar de waarde

355

113 vinden we nergens eerder

vermeld. In decimaalvorm was de
nauwkeurige waarde van 7 gelijk
aan 3,1415929 en dit is juist tot 6
decimalen.

Sang

7T uit India. In India waren de
geleerden ook geinteresseerd in
de berekening van de waarde van
7. In ongeveer 500 bijvoorbeeld

vond de wiskundige Aryabhatta,

dat 7 een waarde had van Saee

(= 3,1416). Meerdan zes eeuwen
later gaf een prominent wiskundi-
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ge, namelijk Bhaskara (1114-ca.
1185) verschillende waarden voor
m: een ‘nauwkeurige’ waarde

3927), een ‘'onnauwkeurige’ (%)
en V10 voor 'gewoon’ werk. Deze
laatste waarde was eerder ergens
berekend en werd in diverse

landen gebruikt.

ls

T uit Duitsland. Valenthin Otho

van Maagdenburgvond 7 =332 in

1573, dus de waarde van T'soe van
1000 jaar daarvoor.

77 uit Holland. Adriaen Anthonis-
zoon (1543-1620), burgemeester
van Alkmaar en vestingbouwkun-
dige, vond eveneens de eerder
gevonden waarde van Tsoe. Deze
waarde werd door zijn zoon, die
zich Adriaen Metius noemde,
gepubliceerd en wordt daarom
wel het getal van Metius ge-
noemd, wat eigenlijk niet hele-
maal juist is.

De beste breuken. Je kunt niet
spreken van dé breuk die het
dichtst bij 7 ligt. Want door de
noemer zeg tien (of anders hon-
derd, of duizend) keer zo groot te
nemen dan die van de eerder
uitverkoren breuk, krijg je een
verdeling van de getallenlijn die
zo veelfijneris dat erindie nieu-
we verdeling zeker weer betere
breuken gevonden zullen wor-

den.
Ron




Wel kun je spreken van de beste
breuk bij een gegeven maximale
waarde van de noemer. Tabel 1
geeft aan wat de beste benade-
rende breuken van 7 zijn met
noemers tot maximaal 17 000.

7T benaderd door komma-
getallen

Dertigtal decimalen. In Holland
publiceerde in 1596 Ludolph van
Ceulen 7 in 20 decimalen in zijn
boek 'Van den circkel'. Later ver-
beterde hij zijn eigen record en
kwam tot 35 decimalen. Deze
waarde van 7in 35 decimalen kon
men op zijn grafsteen in de St.-
Pieterskerk te Leiden zien (helaas
is deze grafsteen in de loop der
jaren verloren gegaan).

Een paar honderd decimalen.
Ongeveer 3 eeuwen later was
men niet meer tevreden met
enkele tientallen decimalen voor
de waarde van 7. William Shanks
uit Engeland publiceerde in 1873
mtot 707 decimalen! Daar had hij

15jaren aan zittenrekenen. Later
ging D.F. Ferguson, ook uit Enge-
land, het resultaat van Shanks
controleren en vond in 1946 een
fout vanaf de 528ste decimaal.
Jammer! In het jaar daarop werd
door Ferguson 7in 710 decimalen
gepubliceerd.

Ongeveer tegelijkertijd publiceer-
de J. W. Wrench Jr. in Amerika 7
in 808 decimalen. Het was echter
weer Ferguson, die de vreugde
bedierf, want ook in de bereke-
ning van Wrench vond hij een fout
en wel in de 723ste decimaal.
Daarna gingen Ferguson en
Wrench alles nog eens na en
publiceerden uiteindelijk samen
de gecorrigeerde waarde tot 808
decimalen.

Meer decimalen alstublieft! Als
je denkt, dat 808 decimalen ieder-
een zou bevredigen dan moet je
maar verder lezen. In 1949 liet
men in het research laboratorium
van het Amerikaanse leger in
Aberdeen (Maryland) de elektro-

Tabel 1. Benaderende breuken.

Voor elke breuk uit onderstaande rij geldt dat die 7 dichter benadert dan alle
andere breuken met gelijke of kleinere noemer. Alle niet-genoemde breuken
(tot noemer 17 000) hebben die eigenschap niet. Je kunt dat zelf eenvoudig
controleren door de breuken in decimale vorm te schrijven.

3 13 16 19 22

71 78 85 92

311 333 356
99 106 113

52163 52518 52873 53228
16604 16717 16830 16943 -----

Bij het bekijken van dezerij springen twee breuken er duidelijk uit. Zowel voor
22/7 als voor 356/133 geldt dat pas bij een véél grotere noemer een betere breuk
gevonden wordt. Deze twee benaderingsbreuken zijn dus niet zonder reden zo
beroemd.

(De regelmaat van de cijfers in 113/355\7 maakt dat deze benadering heel
makkelijk te onthouden is!)




Tabel 2. Computer-records in de jacht op decimalen van 7.

aantal correcte rekentijd

jaartal rekentijd decimalen per decimaal
1949 70 h 2 037 124 S
1958 1,7h 10 000 0,6 s
1961 8,4h 100 000 0,3 s
1973 23,3h 1 000 000 0,08 s
1983 30 h 16 000 000 0,007s

nische rekenmachine (de ENIAC)
70 uren lang de waarde van 7
uitrekenen. Vergeleken metde 15
jaren van Shanks mag je over 70
uren niet klagen en bovendien
kreeg men 7 in . .. 2035 decima-
len! Men wilde namelijk met heel
veel decimalen experimenteren
en tegelijk het resultaat van Fer-
guson-Wrench controleren.

taal

ka &

g4

o
:'Q’ rouette

Moderne resultaten. Tabel 2
geeft een indruk van de snelle
vorderingen die in het verdere
verloop van het computer-tijd-
perk gemaakt zijn bij de jacht op
steeds meer decimalen.

Voor het huidige record — 16 mil-
joen cijfers! —is het elders in dit
nummer besproken algoritme van
Brent en Salamin gebruikt.

Pi op rijm

Wie u eens, 7, heeft verzonnen,

In aloude tijden, was nooit begonnen,
Inderdaad spoedig geeindigd

Als hij had voorzien

Welk gezeur de cyfers bién.

laar

Dir, o Held, o alter Philosoph, du Riesen-Genie!
Wie viele Tausende bewundern Geister
Himmlisch wie du und goéttlich!

Noch reiner in Aeonen

ncel

Wird das uns Strahlen,

Wie im lichten Morgenrot!

Ook u kunt u zeker vergissen

Uw zwakke brein kan altijd verkeerd beslissen.
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Reis in vier dimensies

Om de wat merkwaardige figuur die hierboven staat te krijgen zijnwe
alsvolgt te werk gegaan. Eerst hebben we een regelmatige achthoek
getekend endaarna hebben we op elke zijde daarvan naar binnen toe
een vierkant getekend. Dat was alles.

Als je eentijdje naar die figuur kijkt, zul je toe moeten geven dat je er
een beetje daas van wordt. Het is alsof er een aantal kubussen door
elkaar heen zijn getekend. Hoeveel?

Nou, tel maar na, het zijn er acht. Je kunt ze gemakkelijk vinden door
alle 'hoekpunten’ van een letter te voorzien en elke kubus op de
gebruikelijke manier met acht letters aan te geven.

Vatten we bovenstaande figuur op als acht in elkaar genestelde
kubussen, dan kunnen we spreken van een hyperkubus of beter van
een vier-dimensionale kubus. Hoe we daar toe komen, zullen we in dit
artikel uit de doeken doen.

11




Van punt tot hyperkubus

De figuur aan het begin van dit
artikel kan ook op een heelandere
manier worden verkregen. Je
komt daarmee veel beter tot het
inzicht dat je met een vier-dimen-
sionale kubus te maken hebt. Het
recept vandeze methode is weer-
gegeven in figuur 1.

Je begint met een punt. Verschuif
die over een vastgestelde een-
heidslengte naar rechts. Je hebt
dan een lijnstukje. Dit verschuif je
over dezelfde eenheidslengte
loodrecht naar beneden. Dat le-
vert een vierkant. Dat vierkant
verschuif je vervolgens over de

eenheidslengte loodrecht het
papier uit. . .

Dat lukt natuurlijk niet, maar
geennood: We hebben er allang
een gewoonte van gemaakt om
dat aante geven met eenlijnstuk-
je schuin naar links of rechts,
boven of onder. Je krijgt dan een
kubus. Althans, wijvattendat op
als een kubus, omdat wij die
figuur in verband kunnen brengen
met een voorwerp uit de drie-di-
mensionale wereld waarin wij
leven. Enom geen misverstand te
laten ontstaan over de stand van
diekubus, stippelen we gewoon-
lijk een aantal lijntjes (ribben).

Figuur 1. Van punt tot hyperkubus. A. Verschuif een punt over een vastgestelde
eenheidslengte naar rechts. B. Verschuif het in A ontstane lijnstukje over een dezelfde
eenheidslengte naar beneden. C. Verschuif het in B ontstane vierkant 'loodrecht’ het
papier uit. D. De kubus uit C wordt ten slotte (ook weer over de eenheidslengte) in een
richting die loodrecht staat op elk van de drie andere richtingen verschoven.
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Wat let ons om die kubus weer
over een lengte-eenheid in een
richting loodrecht op de andere
drie te verschuiven? Eigenlijk
niets, behalve dan dat wijons dat
niet meer in de ruimte voor kun-
nen stellen. Maar met die kunst-
greep die we ook al bij de kubus
uithaalden (een lijnstukje schuin
naar boven, onder, links of rechts)
kunnen we dat op ons papier
eenvoudig uitvoeren. Resultaat:
de hyperkubus!

Nu even tellen. De punt is een
nul-dimensionale figuur, het lijn-
stukje een een-dimensionale, het
vierkant een twee-dimensionale,
de kubus een drie-dimensionale
en de hyperkubus een. . . vier-di-
mensionale.

Hyper de Piep

De tekening van de hyperkubus
volgde alleen maar uit het strikt
doorvoeren en van een eenmaal
gegeven recept. Als voorwerp in
de werkelijkheid kennen we hem
natuurlijk niet. Vandaar dat ons
voorstellingsvermogen bij een
tekening daarvanaanalle kanten

Figuur 2

te kort schiet. Het kost ons zelfs
al enige moeite om in te zien dat
detekening aan het begin van dit
artikel enfiguur 1D beide weerga-
ven zijn van een en hetzelfde
(vier-dimensionale) 'voorwerp'!
Terwijl ik die beide tekeningen
met elkaar zat te vergelijken,
kreeg ik bezoek van Hyper de
Piep. Dat kwam goed uit, want
Hyper is iemand uit de vier-di-
mensionale wereld die van tijd tot
tijd een uitstapje maakt naaronze
drie-dimensionale wereld. En
soms komt hij dan bij mij langs.

De hyperkubus van Hyper
Hyper wierp een blik op mijn
werktafel en vrijwel direct viel
zijn oog op die twee tekeningen.
Op mijn vraag wat hij ervan vond,
moest hijwat lachen en zeidat ik
wel erg zat te stuntelen.

Kijk Martin, zei hij, als je voor dit
draadmodel van een kubus op
enige afstand een lampje houdt,
kijk zo, dan zie je daarop de wand
eentwee-dimensionale weergave
—beter gezegd een projectie—van
een kubus (figuur 2).

13




Dat snap ik, zei ik, zo komt eigen-
lijk elke tekening die ik van een
kubus maak, tot stand. Alleen
houd ik delamp dan als het ware
op een andere plaats voor de
kubus!

Precies, ging Hyper verder, met
een draadmodel van de hyperku-
bus kan ik hetzelfde doen. En als
ik de plaats vandelamp dan weer
recht — althans zoals ik het zie —
voor de hyperkubus houd, dan
krijg ik een drie-dimensionale
projectie, die ik op jouw twee-di-
mensionale papier ongeveer zo
kan tekenen (figuur 3).

Vind je ook niet dat Hyper z'n
tekening een stuk duidelijker is
dan de mijne?

Ik had, om met Hyper te spreken,
delamp niet op zo'n handige plek
gehouden, en daardoor kreeg ik
drie-dimensionale projecties, die
er door weergave op mijn twee-di-
mensionale papier niet overzich-
telijker op werden.

Wel even wennen

Toen Hyper verdwenen was, kon
ik het niet nalaten figuur 3 nog
eens te bekijken. Even raakte ik
in verwarring. In één oogopslag

Figuur 3. De tekening van Hyper.

zag ik zeven kubussen (waarvan
zes enigszins vervormd), maar
waar was nu die achtste geble-
ven? Gelukkig bedacht ik weldra
dat de omtrekkubus natuurlijk
ook meegeteld moet worden,
zodat je toch acht kubussen ziet.
Aan de hand van figuur 3 kun je
trouwens ook gemakkelijk het
aantal hoekpunten, ribben, enz.
in een hyperkubus tellen (zie
schema). Endat bracht mijop een
anderidee, want. . .nukonikals
het ware gaan feizen in vier di-
mensies! Wel niet precies op
dezelfde manier als Hyper de
Piep, maar toch. . .

hoekpunten ribben zijvlakken veelvlakken
punt i | 0 0
lijnstuk 2 0 0
vierkant 4 0 0
kubus 8 12 6 1
hyperkubus 16 32 24 8

Het aantal hoekpunten, ribben, zijvlakken en veelvlakken (kubussen) in een hyperkubus,
zoals je die aan de hand van figuur 3 kunt bepalen, vergeleken met die van een lijnstuk,

vierkant en kubus.
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Dubbelverstek hyperkubus

Een op figuur 3 lijkende dubbelverstek-constructie van Popke Bakker, ‘'Implosie’
genaamd. Zo genoemd omdat de buitenste kubus, die beschreven wordt door drie
ribben en vier zijvlaksdiagonalen, via de lichaamsdiagonaal als het ware binnenste
buiten naar binnen wordt geklapt en daar opnieuw een (kleinere) kubus vormt. Deze
wordt ook weer beschreven door drie ribben en vier lichaamsdiagonalen. Het kwartslag
mobius-effect van de buitenste kubus wordt opgeheven door een tegengesteld kwart-
slag moébius-effect van de binnenste, zodat over de hele constructie geen mébius-effect
meer optreedt.

Evenals in figuur 4 worden met deze constructie alle hoekpunten van de hyperkubus
eenmaal aangedaan. Je zou dus kunnen zeggen dat je ook hier weer te maken hebt
met een hamiltonpad, ook al bestaat dat niet alleen uit ribben van de hyperkubus, maar
zijn er enkele zijvlaksdiagonalen in opgenomen.
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Daar gaan we dan

Langs deribben van een hyperku-
bus kun je eentocht maken waar-
bij je alle zestien hoekpunten
precies eenmaal aandoet, alvo-
rens op het hoekpunt van uitgang
terug te keren. De hyperkubus
bezit dus een hamiltonpad (figuur
4).

Omdat in elk hoekpunt (knoop-
punt) van de hyperkubus een
even aantal ribben (kanten) sa-
menkomt, is er ook een eulerpad
mogelijk. Zo'n tocht, waarbij je
alle ribben slechts één keer pas-
seert alvorens op het punt van
uitgang terug te keren, is daar-
mee echter nog niet gevonden!
Wij hebben een hamiltonpad
gegeven, dus jij mag uitzoeken
hoe het eulerpad verloopt. Je zult
merken dat dat zowel hier als in
andere grafen niet altijd zomaar
lukt. Als je je echter aan de vol-

)

R

Figuur 4. Hyperkubus met hamiltonpad.

gende regel of strategie houdt,
kan het bijna niet misgaan. Kies
nooiteenlijn zo, dat het netwerk
van de overblijvende, nog niet
doorlopen lijnen in twee onver-
bonden delen opgesplitst wordt.
(Dit wordt de regel van Fleury
genoemd.) Probeer maar.

A

B

N\

Figuur 5. Het openklappen van een kubus. Snij zeven van de twaalf ribben los (A) en
buig de viakken om de vijf overgebleven ribben naar buiten. Met de hier gemaakte
keuze voor de zeven los te snijden ribben, ontstaat B. (De cijfers in A en B geven de
overeenkomstige vierkanten aan.) Er zijn echter ook andere manieren mogelijk en die
kunnen tot andere 'plattegronden’leiden. Zoek eens uit hoeveel verschillende 'platte-

gronden' er mogelijk zijn.
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Opengeklapte hyperkubus
Een kubus wordt begrensd door
zes zijvlakken (vierkanten) die
twee aantwee door eenribbe met
elkaar verbonden zijn. Als je op
een handige manier zeven van die
twaalf verbindingslijnen lossnijdt
(figuur5A), kun je de kubus open-
vouwen. Steeds draai je daarbij
een zijvlak om een van de vijf niet
losgesneden verbindingslijnen.
En uiteindelijk komen de zes
vierkanten als een soort bouw-
plaat in het platte (twee-dimen-
sionale) vlak te liggen (figuur 5B).
Op eenvergelijkbare manier kun-
nen we (nou ja, Hyper zou dat
eigenlijk voor ons moeten doen)
de hyperkubus aanpakken. De
acht kubussenvormeninde vier-
dimensionale ruimte de 'hyper-
grensvlakken' van de hyperku-
bus. Zoals nog maar weer eens uit
figuur 3 blijkt, zijn die hypergrens-
vlakken steeds twee aan twee
met elkaar verbonden door een
vierkant. Als we een hyperkubus
open willen vouwen, moeten we
dus een aantal van die vierkante
verbindingen tussen de kubussen
lossnijden. Inde vier-dimensiona-
le ruimte kunnen de kubussen
dan z6 om de niet aangetaste

Figuur 6. Opengeklapte hyperkubus.

vierkante verbindingen worden
gedraaid, dat ze uiteindelijkin de
drie-dimensionale ruimte een
soort bouwplaat van de hyperku-
bus vormen. Hoe dat draai-proces
in z'n werk gaat kunnen we ons
onmogelijk voorstellen, maar het
resultaat (figuur 6) wel. Tenslotte
isdat een normaal drie-dimensio-
naal voorwerp!

Geheimschrift: oplossingen

Klare tekst van Linda Norden:

Pythagoras is een blad voor iedereen.

Klare tekst van Wim van der Graaf:

Deze tekst is niet volgens de in Pythagoras besproken methoden, maar het
leuke van deze methode is dat de vertaling van een letter ook afthankelijk is

van de voorgaande letter.

Klare tekst van Theo van de Ven:

Deze tekst komt van Theo van de Ven uit Oss.
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T = 3,142722?2. ..

Hoeveel langer is het om een cirkel rond te lopen, dan om hem één
keer dwars over te steken?

Teken je zes gelijkzijdige driehoeken tegen elkaar aan, en een cirkel
eromheen, dan zie jedat de cirkelomtrek net ietslangeris dan driemaal
de middellijn.

Hoeveel langer? Hoe vind je de tienden, honderdsten, duizendsten,
etc. van de exacte verhouding omtrek : middellijn?

Deze vraag hebben mensen zich duizenden jaren geleden ook al
gesteld, en er zijn talloze methoden bedacht om die decimalen te
berekenen. Die methoden zijn in principe meestal wel volkomen
correct, maar er is toch een duidelijk onderscheid te maken tussen
betere en slechtere. Als je namelijk kijkt naar de hoeveelheid rekenwerk
die vereist is om een bepaalde decimaal te vinden, dan blijken er tussen
de methoden grote verschillen te bestaan.

Men is dus altijd blijven zoeken naar die rekenmethode, die met het
minste werkde verlangde cijfers oplevert. Inde loop der eeuwen s er
wat dit betreft nu en dan wel vooruitgang geboekt, maar helaas bleek
toch steeds weer het rekenwerk voor elke volgende decimaal aanzien-
lijk groter te zijn dan voor de eraan voorafgaande. Met de komst van
computers is weliswaar een reuzestap gezet met betrekking tot de
rekensnelheid (en niet te vergeten, de betrouwbaarheid!), maar 66k
voor die computers gold dat het rekenwerk voor elke volgende
decimaal weer een stuk groter is dan voor de voorafgaande.

Heelverrassend is het daarom dat vrij recent een nieuwe rekenmetho-
de is gevonden, waarbij het zojuist genoemde bezwaar vrijwel niet
meer optreedt. Met deze super-methode is het werk voor het vinden
van 20 decimalen nauwelijks groter dan het dubbele van dat voor 10
decimalen.

En misschien wel even verrassend is het dat deze methode helemaal
niet bijzonder ingewikkeld is: iets moeilijkers dan een worteltrekking
komt er niet in voor. We zullen dat hieronder laten zien, maar eerst
zeggen we nog iets over een van de oudere methoden.
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De allerslechtste

Eenvande fraaiste reeksformules
voor 7 (van Gregory en Leibniz,
1674) is
T=1-3+{-dri-g+-
Fraai vanwege de simpele regel-
maat. Maar helaas afschuwelijk
slecht te gebruiken voor het bere-
kenen van 7. Je merkt dat direct
alsjeeven jerekendoosje pakt. De
gevonden totalen blijven maar
heen en weer slingeren, de boven-
en de ondergrens van de uitkom-
sten kruipen maar uiterst lang-
zaam naar elkaartoe. En tot over-
maat vanramp neemt die benade-
ringssnelheid ook nog hoe langer
hoe meer af in plaats van toe.
Zelfs voor een grote computer is
dit nog onbegonnen werk. In het
artikel 'Versnelling van de Grego-
ry-Leibniz-reeks’ wordt getoond
hoe deze reeks omgevormd kan
worden tot een reeks met een
veel fatsoenlijker gedrag.

Benaderingsformules van
Brent en Salamin

'Onlangs’,in 1976, is door boven-
genoemde wiskundigen (in Au-
stralié en in de Verenigde Staten
onafhankelijk van elkaar, hoe
bestaat het!) via diepzinnige
wiskundige beschouwingen een
uiterst krachtig benaderingsre-
cept voor 7 gevonden. Hier komt
het.

Begin met twee startgetallen:
b, = V2en s, =V8

Delen geeft als nulde (slechte)
benadering voor 7:

g = 30/b0 — \/8/\/2 - 2

Uit b, en s, maak je b; met

b'i e boXSO_z = 2

En uit alleen s, maak je s;:

8 = (SO + 502—4)2/2 = 11,6 ik

Het halve quotiént geeft de eerste
benadering van 7:

m = Y2 s5,/b; = 2,91 ...

Uit b, en s, maak je b, en s, met
b2= b1><sl—2=. kg

S, = (s, + Vs2—-4)2/2 = . ..

Het halve halve quotiént hiervan
wordt:

7T2 — (1/2)2 Sz/bz = 3,1405 «ces

Na de volgende stap krijg je

3= (1/2)3 s3/b; =~ 3,141592646 . . .
Hierin zijn al zeven cijfers na de
komma correct.

Na de volgende stap zijn dat er
maar liefst achttien. En na de
daarop volgende veertig!!
Nadenegentiende stap zijn meer
dan een miljoen decimalen cor-
rect!!!

Ongelooflijk

Die benadering gaat echt onge-
looflijk snel. En die snelheid blijft
op een dergelijke manier toene-
men. Het is maar goed dat alle
ploeterende rekenaars uit vroeger
eeuwen (die soms vele jaren aan
deze zaak cijfferden) het niet meer
hebben hoeven meemaken.

Er is nog wel één omstandigheid
die enigroetin het eten gooit. Als
jewiltverderrekenenvan7in 18
decimalen naar 7in 40 decimalen
isdat niet alléén een kwestie van
een stel nieuwe b en s waarden
eneendeling. Je moet dan ook al
vanafhet eerste begin alle wortel-
trekkingen en verdere berekenin-
genin (ruwweg) tweemaal zoveel
decimalen uitvoeren. Iets wat de
hoeveelheid werk op z'n minst
verdubbelt.

Met de computer...

Wie de zaak met een computer wil
narekenen, zal er dus voor moeten
zorgen dat er in een veel grotere

18




C_‘omputerprogrammﬁ dat supersnel de decimalen van 77 berekent

.'b=‘\/2;s=\/8;

FORn=0,1,9D0 BEGIN WRITE (s/(22 X b));
b=bXs—2;

END

Resultaten:
: 2

29142 ...

3,14 0679...

3,1415926 4621 ...

s=(s+ Vs—-4)¥2

3,141592653589793238 2795 . ..
3,1415926535897932384626433832795028841971 1468 . ..
3,14 . . . correct in 83 decimalen
3,14 . . . correct in 170 decimalen
3,14 . . . correct in 344 decimalen
3,14 . .. correct in 693 decimalen

Figuur 1. Met dank aan H. Te Riele, CWI, Amsterdam.

precisie gerekend wordt dan wat
de computer zelf meestal als
standaard-precisie kiest.

Soms zitten er in een software-
pakket al extra programma’s voor
'double’, 'quadruple’, etc. preci-
sie. Zoniet, dan zul je zelfin detail
moeten uitzoeken hoe zulke ex-
treem grote getallen zijn op te
slaan, en zijn op te tellen, te ver-
menigvuldigen en te 'wortelise-
ren’'. We gaan dat hier niet behan-
delen. Wel geven we de resulta-
ten van zo’'n hoge-precisie-bere-
kening (figuur 1).

. . . en op het rekenfietsje

Ook wie geen computer heeft,
kan de eerste paar stappen van
het benaderings-recept wellicht
toch zelf controleren.

Figuur 2 geeft enkele varianten
van wat je moet intoetsen op je
rekendoosje om de n-de benade-

ring van 7 in het venster te krijgen.

20

Groter dan 3 hoef je n niet te
kiezen, omdat het machientje
toch niet in meer cijfers kan reke-
nen.

Eén geheugenplaats, haakjes en
een worteltoets zijninieder geval
nodig.

Kun je zien of de verschillende
toets-series wel echt dezelfde
resultaten geven? In variant B
wordt een wat omgewerkte vorm
van de s-berekening gebruikt.

Formules

Het hierboven stap-voor-stap
gegeven berekeningsrecept voor
m kan als volgt in formule-vorm
kort worden opgeschreven:

b() = \/2, Sp — \/8
1, = (12)® s,/b,
b,y1 = b, s,— 2

Sp41 = (s, + Vs,2—4)%2




We geven ten slotte nog een
tweede vorm van dit berekenings-
receptvoor 7. De formules ziener
heel anders uit, maar de resulta-
ten voor m, blijken uiteindelijk
toch exact hetzelfde. Probeer dat
maar na te gaan.

Do=1+12V2, q,=1-12V2,
ro == 2
Ty = (Pat+ @)1,

pn+1 s (pn+qn)/2

qn+1 =¥ pn qn

Int1 = In— zn—l (pn - qn)2
Figuur 2

Vanant A, voor doosjes waarbij de vensterinhoud niet verdwijnt bij het G

Het voordeel van de eerste vorm
vande formulesis dat ze z6 weinig
geheugenruimte vereisen, dat ze
(met wat handigheid) op een
rekendoosje na te rekenen zijn.
Zonder dat steeds tussenresulta-
ten uit het venster moeten wor-
den overgeschreven, die later
weer ingetoetst moeten worden.
Het voordeel van de twééde vorm
1s,datde tussenresultaten voor p,
genrsteedskleine, bijna constan-
te getallen zijn. Dit terwijl bij de
eerste vorm de waarde van b en
van s per stap vrijwel wordt ge-
kwadrateerd.

intoetsen van een openingshaakje.

2V STO 8 V
I

xsxc«-z

n keer

EXC + (x* - 4)\/ x*-s-a

+ MR + zv ===~—-—-—4-|1rn in Venstazf

‘Wanneer een exc-knop (EXCHANGE = verwisselen van venster- en geheugenin-
‘houd) ontbreekt, kan de middelste opdrachtenserie worden vervangen door:

M*-MR=M* *- X MR—-2 = M* -

s Vsoa |
o

Variant B, voor doosjes met haakjes op minstens twee niveaus.

MR=Mt—-(x2-4)V=x2+2=

nkeer|-= 2 = X (MR x* - 2 + STO (MR x2 - 4) V) STO

+ 2m =

1=1
x x

7, in venster

~ STO (= storace) kan zo nodig vervangen door MC M*
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Hyperkubus in stukjes zagen

Wanneer je een vierkant gaat snijden met lijnen die loodrecht op een
van z'n diagonalen staan, zullen de doorsnijdingen uit lijnstukjes
bestaan. Ga dat maar eens na door een vierkant met een diagonaal
daarin te tekenen.

Bij een kubus kun je op een vergelijkbare manier te werk gaan. Je
tekent een kubus met één van z'n lichaamsdiagonalen, en gaat die
snijden met vlakken die steeds loodrecht op die lichaamsdiagonaal
staan. Als je van het ene uiteinde van de diagonaal naar het andere
gaat, bestaan de doorsnijdingen achtereenvolgens uit driehoeken,
zeshoeken en opnieuw driehoeken.

Evenzo is een hyperkubus (zie het artikel 'Reis in vier dimensies’) in
'stukjes te zagen' door hem met eenreeks evenwijdige (drie-dimensio-
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nale) snijruimten te doorsnijden. Elke snijding levert dan een drie-di-
mensionaal kristalvormig lichaam op. Van dat in stukjes zagen van een
hyperkubus kunnen wij ons moeilijk een voorstelling maken. Prof.
Lauwerier uit Amsterdam liet dat zagen echter door zijn computer
uitvoeren en het resultaat daarvan plotten (figuur hiernaast onder).

Hoe komt je aan het programma?

Het computerprogramma van Prof. Lauwerier is geschreven in BAsSIC en
kan (na kleine aanpassingen) op elke huiscomputer met grafische
mogelijkheden worden uitgevoerd. Wie er belangstelling voor heeft
kan een listing van het programma met toelichting toegestuurd krijgen.
Zend daartoe een brief met daarbij een aan jezelf geadresseerde en
gefrankeerde (f 1,40) envelop aan:

Prof. Dr. H. A. Lauwerier, Mathematisch Instituut Universiteit van
Amsterdam, Roetersstraat 15, 1018 WB Amsterdam.

Nieuw 77-record

Summputer
rekent - in 29
mlm decimalen

Een Cray-2 supercomputer heeft het
wereldrecord = berekenen verbeterd.
Het spiksplinternieuwe apparaat be-

snee en omtrek van een cirkel tot
£ 29.360.128 decimalen. Het afdrukken
van dit getal zou in de bijlage Weten-
~schap en Onderwijs van NRC Han-
 delsblad de gehele redactionele ruim-
te van de komende tien jaar opslok-
ken.

Vroeger was = op school 3,14, Sinds
de uitvinding van de zakrekenmachi-
ne komen daar voor de scholier enige

- decimalen bij, maar 3,1415925 is

voor alle praktische doeleinden vol-

- doende nauwkeurig. Wie er lol in
heeft kan nog even verder rekenen,
want = is een getal zonder end. Het

bewijs daarvoor werd in 1882 gele-

NRC Handelsblad 27 februari 1986.

 rekende de verhouding tussen door- |

verd door de Duitse wiskundige Von
Lindemann. Er waren toen overigens
al honderden decimalen bekend.

De Britse wiskundige William Shanks
vestigde in de vorige eeuw een we-
reldrecord = berekenen met de hand.
Hij had daar twintig jaar voor nodig
en het lijkt onwaarschijnlijk dat dit
nog eens verbeterd zal worden.
Shanks berekende 707 decimalen,
maar door een rekenfout waren
slechts de eerste 528 correct.

' Met computers gaat het allemaal veel
' sneller en veel nauwkeuriger. De

nieuwe Cray-2 van het Ames Re-
search Centre van NASA in Moffet
Field, California — een apparaat dat
ontworpen is voor een zo hoog moge-
lijke rekensnelheid — deed 28 uur
over de berekening. Het doel van de
berekening was een groot publiek op
een aansprekende manier laten zien
wat dit apparaat kan.

Of dit record lang stand houdt, valt
nog te bezien. De universiteit van To-
kio wil met een supercomputer van
Japanse makelij een poging doen de
33 miljoen decimaien te halen.
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Pi in (22)? tweeén

Vit + VT Bl + V2 W]

((MT -V2)2 -

VZ]?.-t-?.

Hier volgen wat opmerkingen over bovenstaande uitdrukking. Dat er
uitsluitend tweeén (zestien stuks) in voorkomen, is alleen maar een
aardigheidje. Van belang is het verder niet.

Waar komt de vorm vandaan?
De vorm komt voort uit de benade-
ringsformules voor 7 die in het
artikel 'm = 3,147?????. . .' worden
besproken. In berekeningen, zo-
welop eenrekenmachine als met
een computer, worden voor de
beginwaarden b, = V2 en

So = V8 (en ook voor

Po, @o = 1+ 1/2V/2) direct decimale
benaderingen genomen. De hele
verdere berekening wordt dus
ook met benaderde en niet met
exacte waarden uitgevoerd. Je
moet dus steeds goedinde gaten
houden in hoeverre de fout door
dit benaderen, doorwerkt in de
uitkomst.

Als je alleen op papier werkt, kun
je dit benaderen omzeilen (of
eigenlijk uitstellen) door de wor-
telvormen gewoon telaten staan.
Volgens het p-g-r-recept vind je
dan achtereenvolgens:

770:2
p =1
n=1

m = (1+ V2)?2
p.= (2 + V2)/4
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= 12
= (2 V2-1)/2
m,=(1+ VV2)4¥8V2-4)

Als je je wilt oefenen in het
werken met wortelvormen moet
je het bovenstaande maar probe-
ren na te rekenen. De vormen
worden steeds ingewikkelder en
het vereenvoudigen ervan kost
hoe langer hoe meer moeite.
Ook merk jedat het vaak helemaal
niet duidelijk is welk herleidings-
resultaat het 'eenvoudigst’ is.
Daar zijn heel tegenstrijdige crite-
ria voor. De wortelvorm voor 7, is
te herleiden tot de 16-tweeén-
vormdie aan het begin staat. We
denken dat het aantal tweeén
daarin niet verminderd kan wor-
den. Maar wie weet? Want bewij-
zen kunnen we het niet.

Controleren

Ook als de herleiding (veel) te
moelilijk voor je is, kun je toch
nagaan of we misschien niet zo




maar iets geks opgeschreven
hebben. Of dat er een fout in de
herleiding zit.

Je rekenmachine moet als deci-
male benadering van de tweeén-
vorm, de eerste 8 of 10 cijfers
geven van het op bladzijde 20
vermelde computer-resultaat:

m; = 3,1415926 4621. . .

Nooit precies

De hier besproken vorm voor m;
stelt niet exact de waarde van 7
voor. En alle volgende vormen in
de nj m,, 7, . . . evenmin. De titel
vandit artikel beloofde netietste
veel. Het is namelijk bewezen (in

n’.!
L ]
.
L]
[

o000 OOOOOOOOOOOOS 3 es.‘

Pi op rijm

wsouen®

E:\' kkeu eecccoccccccccccoe

1882 door de Duitser Lindemann)
dat 7 op geen enkele manier in
een samenstel van wortelvormen
isuit te drukken. 7is een zogehe-
ten transcendent irrationaal ge-
tal.

T, en 7, in tweeén

We eindigen met een niet al te
moelilijke vraag aan wortelknutse-
laars: Zoek wortelvormen voor 7,
en 7, waar uitsluitend (zo min
mogelijk) tweeén in voorkomen.
Het besteresultaat dat we binnen
twee weken ontvangen, zullen
we in een van de komende num-
mers opnemen.

Now I, even I, would celebrate
In rhymes unapt, the great
Immortal Syracusan, rivaled nevermore,

. Who in his wondrous lore
Passed on before,
j Left men his guidance

How to circles mensurate.

Que j'aime a faire apprendre un nombre utile aux sages!

Glorieux Archiméde, artiste ingénieux,

Toi de qui Syracuse aime encore la gloire,
Soit ton nom conserve par de savants grimoires!

C asso
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We huppelen
nog wat na

Probeer in bovenstaande figuur de witte en de zwarte paarden via
paardesprongen van plaats te verwisselen. Wit en zwart hoeven
daarbij niet om beurten een zet te doen. Dit probleem van de zes
paardenwaste vindenin het artikel 'Ben je reisvaardig?’ (Pythagoras
25-2). We beweerden toen dat er minimaal achttien sprongen nodig
waren. Het blijkt echter ook alin zestiente kunnen! Met een omgevorm-
de graaf-figuur van de sprongmogelijkheden geven we hieronder aan

hoe die oplossing is te vinden.

JlK|L E‘“

5 H |1 A

D LE] F A

AlB|C 3l
Figuur 1 Figuur 2

De twaalf velden van het drie bij
vier bord geven we aan met let-
ters (figuur 1).

Vervolgens stellen we vast dat
het springen naar een van de
centralevelden E of H erg ongun-
stigis. Om daarvandaan verderte
komen moet je namelijk altijd
eerst weer terug naar je eigen
achterlijn. We proberen het dus
zonder die velden E en H, en dat
blijkt nog te gaan ook!
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De overige tien velden knippen
we los en leggen die neer als in
figuur 2. Daarin zijn velden die in
figuur 1 op een paardesprongaf-
stand van elkaar liggen, verbon-
den door een lijntje. Een sprong
in figuur 1 komt dus overeen met
eenverschuivinglangs eenlijntje
in figuur 2. Merk even op dat zes
van de velden een ring vormen
waar de vier 'buitenvelden’ A, C,
J en L aan hangen.




Guldens en kwartjes

In de figuur hiernaastliggen op de punten
A, BenCguldensenopJ, K en L kwartjes.
Probeer ze in zo weinig mogelijk zetten
van plaats te verwisselen door ze via de
lijntjes van punt naar punt te schuiven. Al
zou je dat niet meteen zeggen, dit pro-
bleem komt op hetzelfde neer als dat van
de zes paarden.

Voor het volgen van de verdere

beschrijving kun je in plaats van

paarden hetbeste evendrie don-

kere en drie lichte stukjes papier

(of wat anders) op figuur 2leggen.

De hoofdlijn van de oplossing is

als volgt:

— De paarden van de buitenvel-
den naar de ring schuiven.

— De paarden op de ring één
plaats déorschuiven.

— De (nu van 'kleur gewisselde’)
paarden weer terugschuiven
naar de buitenvelden.

Deze methode loopt op één punt
vast. Als de ring helemaal vol
staat, kan er niet in geschoven —
of gesprongen zo je wilt —worden.
We moeten dus één van de paar-
den (zeg L) eerst even op een
buitenveldlaten staan.Indering
blijft dan een plaats open, waar-
door de vijf paarden allen in de-
zelfde richting één plaats op kun-
nen schuiven. Dat kan zowel
rechtsom (met de draairichting
van de wijzers van de klok mee)
alslinksom. Rechtsom blijkt beter,
want dan kunnen er direct drie
paarden terug naar een buiten-
veld. (Na linksom draaien maar
twee).

Omdat het witte paard van C op
K is gekomen, staan er nu vier
paarden op hun plaats, terwijl er
intotaal 11 sprongen zijn gedaan.

Gamaarna: 3om paardenvande
buitenveldenindering te krijgen,
5 om alle paarden in de ring één
plaats op te schuiven en 3 terug
naar de buitenvelden. Het goed
zetten van de laatste twee paar-
den kost nog eens 5 sprongen.
Het witte paard dat op G terecht
is gekomen, moet eerst even een
stapje terug naar F. Dan kan het
zwarte paard van Lin 2 sprongen
naar B, waarna het witte paard
van F in evenveel sprongen naar
L kan. In totaal zijn er dus 16

(= 11 + 5) sprongen nodig.

Wit en zwart om de beurt
Alswededraairichting van de vijf
paarden in de ring toch linksom
kiezen, vergt de oplossing mini-
maal (3 + 5+ 2 + 8 =) 18 spron-
gen. De volgorde van die spron-
gen is nu z6 te kiezen dat wit en
zwart om de beurt een zet doen.
Bijvoorbeeld vanuit de begin-
stand van figuur 2: C—- D, J— I,
B—-GI—-=B D—->I K—D,
I—-J B—-I A—->F, ...ende
volgende negen zetten kun je zelf
wel vinden.

Paardetochten langs een euler-
pad

In 'Reis door Koningsbergen'
(Pythagoras 25-3) keken we of er
paardetochten langs een euler-
pad mogelijk waren. Bij zo'n tocht
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De onmogelijke schaakborden uit
nummer 2 brachten Theo Smits
uit Nijmegen tot dit onmogelijke
dam-schaakbord.

\
\\\\\\

s

moet je alle mogelijke zetten die
met een paard op een schaakbord
kunnen worden uitgevoerd, pre-
cies één keer doen alvorens op het
punt van uitgang terug te keren.
Welieten zien dat op het normale
acht bij acht schaakbord zo'n
tocht niet mogelijk was.

Heb je nog borden kunnen vinden
waar wel een paardetocht langs
een eulerpad mogelijk was?

Het lijkt een wat flauwe vraag,
want voor ander formaat borden
kun je immers hetzelfde doen als
bij een acht bijacht bord. Dus het
bord tekenen en daarin aangeven
hoeveel paardesprongen er naar
elk veld mogelijk zijn. Voor vier bij
vier borden en groter krijg jeinde
hoeken altijd het patroon van

figuur 3. Dus altijd minstens acht
velden waar een oneven aantal
kanten samenkomt. Blijft nog
over een drie bij drie bord. En. . .
laat dat nu het enige bord zijn
waarop een paardetocht langs
een eulerpad mogelijk is! Sterker
nog bij de behandeling van het
probleem van de vier paarden in
het artikel 'Ben je reisvaardig’,
(Pythagoras 25-2) hadden we dat
eigenlijk al aangegeven.

Uit figuur4 blijkt dat je een geslo-
ten tocht om het middelste veld
kunt maken, terwijl je alle mogelij-
ke paardesprongen één keer uit-
voert. Op het middelste veld kom
je niet. Dat hoeft ook niet, want er
werd niet gevraagd om alle vel-
den aan te doen.

°2 5 Figuur 4
| 2
9
4 S
Figuur 3 7 8
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Je eigen paardetochten

Aan het einde van het artikel 'Reis
over een schaakbord II' (eveneens
Pythagoras 25-2) hebben we je
opgescheept met vier schaakbor-
den waarin gedeelten van getal-
lenpatronen van half-magische
ruiterpaden werden gegeven. Je
kon die getallenpatronen zelf
proberen af te maken.

Als het goed gegaanis, hebje vier
half-magische vierkanten (tover-
vierkanten) verkregen waarin de
somvande getalleninelkvande
rijen en in elk van de kolommen
260 is (figuur hieronder).

34(19]48 |63 ]22[13|50 | 11
47 162 |35|20 |49(10| 23 | 14
18 |33 64|45 [16| 21 | 12| 51
1|46(17 |36 |9 |52|15 | 24
32| 7 60| 1 |44 [25(38 |53
59| 4 |29| 8 (37 |56(|41 |26

6 |314|2 |57(28/43 |54 |39
% (58| 5 [30|55|40(27 |42

A

En daarmee heb je dan nog eens
vier voorbeelden van paardetoch-
ten over een schaakbord waarbij
je beginnend op het veld met het
cijfer 1 alle velden precies één
keer aandoet alvorens via het
veld met 64 weer op het veld van
uitgang terug te keren.

Als je de getallen op die borden
maar saai vindt, kun je er zelf
altijd nog (fraaie?) lijnenpatronen
van maken. Verbindt daartoe de
velden waartussen opeenvolgend
gesprongen wordt door een lijn-
stukje.

6 |34 |59|18|33|62|47
3 |58|7 |32]61|46|19 |34
30|45 |eo| 1 |36|17|48 |63
5712 (29| 8 |45|64 |35|20
28 |43|56|37|16 21|10 |49
55 40 |25]44 |9 |52|13|22
42 |27 (38153 |24 | 15|50 |11
29|54 |41|26|57| 12|23|14

4643|154 |17|52(31| 2 | 5

63|14 |149| 34| 112047 | 22

55|18 |45|42| 3 |16| 51| 30

50| 35|62113|48|23(10|19

44 |47|20|53|352 |49| 14| 1

15 |64 |133|52(17 112|121 |46

19|56|41 |48|13|4 |29 50 36|51 |16 |61 |24 |45[18 |9
58(21|12| 5 |40 |33 |64 | 27 1 126 |27 [32|53|8 |59 |44
0|6 |57]24|61|28| 39|26 281204 |25|60|41|%6|7

22|59| § |11|34|37|26|63

7 |10|23|60|25|62]|35|38

230|39|28|3 |42 (57| 6 |55
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Versnelling van de Gregory-Leibniz-
reeks

¢ 1 1 1 1 1 1
i=1-3tg-3+ts-atoa—---

Dit is een zogenaamde alternerende reeks: er komt wat bij, er gaat
wat af, er komt weer wat bij, enzovoort, enzovoort. De deelresultaten
springen met geleidelijk afnemende uitwijkingen heen en weeromde
werkelijke waarde van 7/4. In dit geval wordt de uitkomst slechts erg
langzaam benaderd, omdat:

a begonnen wordt met vrij grote sprongen heen en weer:

en bovendien

b neemt het kleiner worden van die sprongen snel af: na tien keer

heen en weer gaat het verder met sprongen van 4%, = £ . .

- s 43 45 47
De verhoudingen van opvolgende sprong-groottenzijn 3,32, 55 ---»

allemaal dicht bij 1, en zelfs steeds meer tot 1 naderend.

w|.-

1 1
BT etc.

We laten zien hoe de ongunstige eigenschappen (a) en (b) kunnen
worden verbeterd.

Eerst (a). De sprong-grootte kan aanzienlijk worden beperkt door
steeds de helft van een term samen te nemen met de helft van de
eropvolgende term (met tegengesteld teken, dus samen grotendeels
wegvallend). Uitgaande van de Gregory-Leibniz reeks krijgen we zo:

- ... (1)

T _ 1 1 1 1
- 1 - 5 + 5 - 3 + 3
0,33 +0,20 -0,14 +0,11
- g 1 Bl — U B Tk (L 1Y - W 1

-+ 2(1-3) 2G-1) + 2Q-2) 2E-3 + ...
(tussen de haakjes de breuken aftrekken)
= 151 + -t — A $ i~ L, (2)

1+3 35 R 79
0,50 +0,333 0,067 +0,029 -0,016

(dit opsplitsen en samenvoegen doen we nog eens)

= 1 1/, 1 (1 — 1Y — 1/5( 1 _ 1 il & o T Yoiss v
2(1) + Y2 Lo+ 2 - L) L /2(ﬁ ﬁ)

— 4 1 1:2 _  1:2 12 . 152
/2(1+ﬁ) + 1-3'5 3:5-7 + 5-7-9 7-9-11 o (3)

0,67 +0,133 -0,019 +0,006 —0,003
(en nog eens, en nog eens, de gesplitste vormen schrijven we niet
meer uit)

— 1/2 + 1 | =2 + 122 =3 — 1-2:3 22 123 S ooy 4
(1 1-3 1-3-5) 1~3+§+F 3:5-7-9 5-7:9-11 ( )
0,73 +0,057 —0,0063 +0,0017
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= 1A4(1 +ﬁ+ ?‘.54- R © S LU 0 5 W : ::.4 Ty

P I
3 1357 Ved-b=8 JEouT=91] 578 -11+13

. (5)

1

0,76 +0,025 —0,0023 +0,00053

Onder de termen van de reeksen staan (klein gedrukt) decimale
benaderingen. Ze laten duidelijk zien dat de formules (2), (3), (4), (5)
steeds beter worden. De beginterm wordt steeds belangrijker, en de
daarna volgende sprongen zijn in formule (5) al heel klein geworden.
Toch worden we hier enigszins door de schijn bedrogen.

In (5) zijn de sprongen niet alleen erg klein, maar ze lijken ook nog snel
verder af te nemen. Dit laatste is echter maar tijdelijk. Want als we
weer kijken naar verhoudingen van opvolgende spronggrootten, dan
begint dat met 11—1, %, . . ., maar natien keer heen en weeris dit g—g, %. ‘;—3,
.. . Weervrijdicht bij 1, en ook weer steeds meer naderend tot 1. Reeks
(5) zaldus de eerste vijf of tien decimalen van 7/4 wel vrij snel geven,
maar verderop wordt de benaderingssnelheid steeds kleiner. Het
wordt dantoch weer een heen en weer springen, zonder veel dichter
naar het doel te komen.

Gelukkig is er ook voor deze tweede kwaal een remedie.

Het heen en weer springen gebeurt bij (5) nog maar met heel kleine
sprongetjes (vergeleken bijde springen in formule 1). De clouis nudat
we er voor zorgen dat ze z6 klein en onbelangrijk worden dat we ze
ook evengoed helemaal weg mogen laten. Dus: net zolang doorgaan
met opsplitsen en weer samenvoegen totdat de beginterm ook direct
de volledige uitkomst geeft.

Aan de formules 2 tot en met 5 is al wel te zien hoe het met die
beginterm verder zal gaan, er zit een duidelijke en simpele regelmaat

in. Uiteindelijk ontstaat de volgende oneindige reeks:

- 1
T= /2[1-!—1'3-1-

1-2 4. 1:2°3 4 %:2.3:4 1
AR T TR TR T

1

Deze reeks blijkt principieel beter te zijn dan alle voorgaande. Hij is
ongeveer even makkelijk op je rekendoosjeinte toetsen alsreeks (1).

De sommatie doe je in de geheugenplaats, terwijl je het venstergetal
laat beginnen bij 1, wat je achtereenvolgens vermenigvuldigt met

% 2,3, 4, enz.

De juist genoemde breuken geven ook de verhoudingen aan van de
grootte van opvolgende termen in de reeks (6). Kijk je hoe dit verder
gaat, dan zie je dat die verhoudingen nu niet naderen naar 1, maar
naar /2! Dat betekent dat verderop in de reeks vrijwel geldt: elke term
meééeér, halveért de fout in de benadering.

Dat is bepaald wat anders dan in de formules (1) tot en met (5), waar
de sprongen heen en weer op den duur vrijwel niets kleiner meer
werden.
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Pythagoras
Olympiade

Nieuwe opgaven

Oplossingen voor 15 mei insturen naar: Pythagoras Olympiade,
Marinus de Jongstraat 12, 4904 PL OOSTERHOUT (NB). Vermeld op
elk (éénzijdig beschreven) vel je naam, adres, geboortedatum, school,
schooltype en klas. Verder moet elke oplossing op een nieuw vel
beginnen, want we corrigeren ze afzonderlijk. We bekijken alleen goed
leesbare oplossingen die volledig zijn uitgewerkt, met verklarende
tekst in goed lopende zinnen. Verdere informatie over de wedstrijd
vind je in nummer 2 van deze jaargang op bladzijde 26.

PO 86
Een computerspelletje toont een

Bereken x als verder gegeven is dat
alle tweevlakshoeken van dat twaalf-

scherm met 25 hokjes. In de begin-
stand staanin alle hokjes willekeurige
gehele getallen. Bij elke beurt moet je
11 hokjes uitkiezen, enin elkdaarvan
het getal met 1 verhogen. Je hebt
gewonnen als je het voor elkaar krijgt

dat in elk hokje hetzelfde getal staat.

Bewijs dat het bij elke beginstand
mogelijkis naeenaantalbeurteneen
gewonnen positie te bereiken.

PO 87

Op de zijvlakken van een regelmatig
viervlak met ribbenlengte 1 zet men
regelmatige driezijdige piramides
met opstaande ribben van een zekere
lengte x. Zo ontstaat een twaalfvlak

met als zijvlakken twaalf congruente

gelijkbenige driehoeken (zie figuur).

vlak gelijk zijn (een tweevlakshoek is
de hoek tussen twee zijvlakken die
een ribbe gemeen hebben).

Oplossingen en prijswinnaars van de opgaven PO 77-79

PO 77
Bepaal alle paren natuurlijke getallen

X en y waarvoor geldt dat
| 1

x y 1985

Oplossing van Jeroen Gerritsen, 4
vwo, Mgr. Zwijsencollege, Veghel:
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Stel y = 1985 + z. Dan is zeen positief
geheel getal, en invullen geeft
19852

x = 1985 +

(na enig uitwerken). x is dus alleen
een natuurlijk getal als z een deler is
van 19852 = 52 3972,




Nagaan van alle mogelijkhedenlevert
9 oplossingen:

(1986, 3942210), (3942210, 1986),
(1990, 790030), (790030, 1990),
(2010, 159594), (159594, 2010),
(2382, 11910), (11910, 2382) en
(3970, 3970).

Erwaren 23inzendingen, waarvan 16
correct. Prijzen: Jeroen Nijhof (Borne)
en William Omtzigt (De Kwakel).

PO 78

Bewijs dat voor alle x geldt:
cos(sin x) > sin(cos x)

(we werken in radialen).

Oplossing van Claudine de Baere,
klas 6, Virgo Sapientiae Instituut,
Maldegem (Belgié):
Noem A(x) = cos x — sin x =

= — V2 sin(x — /,)

B(x) = cos x + sin x =

=  V2cos(x — /,),
dan zijn A(x) en B(x) beide in absolute
waarde hoogstens V2.
Nu is cos(sin x) — sin(cos x) =
= cos(sin x) — cos("/, — cos x) =
7, — A(x) ., . , "/, — B(x)
———) sin (———

2 2 )

= 2 sin (

Aangezien
T ﬂ/z - A(X)
0<-——-V2< &
< g +V2<nm

ensina>0als0<a<wnw
geldt blijkbaar cos(sin x) > sin(cos x)
voor alle x.

Van de 18 inzendingen gaven er 8
door een voorbeeld aan dat wat er
oorspronkelijk stond onzin was ('="in
plaats van '>'). 9 inzenders bewezen
dat de gelijkheid voor geen enkele x
waar kan zijn, sommige door aan te
tonen dat altijd het groter tekengeldt
(zoals ook de bedoeling was).

Eén inzender dacht de gelijkheid wel
te kunnen bewijzen. We hebben de
prijzen verloot onderde 8 + 9 = 17
'correcte’ inzenders.

Prijzen: Dirkjan Luykx (Nijmegen) en
Danny ten Haaf (Beuningen).

PO 79

Gegeven is een scherphoekige drie-
hoek met zijden a,, a, en a; en omge-
schrevencirkel C.Voori= 1, 2,31is C;
het spiegelbeeld van C in zijde a,.
Bewijsdat de cirkels C,, C,en C;door
één punt gaan.

Oplossing:

Noem de hoekpunten A,, A,, Aj;, het
middelpunt van de omcirkel M, het
zwaartepunt Z, de spiegelbeelden
van M in de zijden M,, M,, M; en de
middens van de zijden B,, B, en Bj.
Driehoek M; M, M;ontstaatuit A;A,A,
door achter elkaar uit te voeren een
vermenigvuldiging met centrum Z en
factor /2 (resultaat: B,B,B;), en een
vermenigvuldiging met centrum Men
factor 2. Hierbij gaat M over in het
centrum N van de omcirkel van

M, M,M;, en omdat deze dezelfde
straal heeft als die van A;A;A; ligt N
op elk van dedrie cirkels C;, C;en C;.
Je kunt ook nog laten zien dat de
transformatie die A;A,A; in M, M,M;
overvoert een puntspiegeling is. Wat
is het centrum?

Er waren 10 inzendingen, allemaal
correct. Prijzen: Sybrand Dijkstra
(Kortrijk, Belgié) en Erik van Klinken
(Emmen).

/N
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Voor zeker reéel getal pbestaat de oplossingsverzameling van de vergelijking
x*+px2+3x-10=0

uit drie verschillende reéle getallen a, b en ¢, waarbijc—b = b —a > 0.
Bereken p, a, ben c.

Oplossing
Het linkerlid is te schrijven als (x—a) (x—b) (x—c) =
= x*— (a+b+c) x* + (bct+ca+ab) x—abc dus
at+t+b+c=-p
bc+ ca+ ab=3

abc = 10.
Noem c¢—b = b- a = v, dan geeft dit
3b=-p
3 -v2 =3
b(b*-v?) = 10.

Elimineren van v leidt tot 2b®* —3b + 10 = O met b = -2
als enige reéle oplossing. Hieruit volgt v = 3, dus
p=6,a=-5 b=-2,c=1.

Hoeveel kwadraten zijn er onder de 10'° getallen
x =1ln+ 101" (n=1, 2, ..., 1019?

Oplossing
Géén!Elk kwadraatiseen 11-voudplus0, 1,4, 9,50f3, maar 10" = (11-1)1?
is een 11-voud plus (-1)!! = —1, dus een 11-voud plus 10.

In een fabriek moeten vierkante tafeltjes van 40 x 40 cm? betegeld worden
met telkens vier tegels van 20 x 20 cm?. De tegels zijn voorzien van een
asymmetrisch patroon (bijvoorbeeld de letter J), en allemaal hetzelfde.
Hoeveel verschillende tafeltjes kan de fabriek produceren?

Oplossing

Elke tegelkan op 4 manieren gelegd worden. Er zijn 4 plaatsen, dusin totaal

4* mogelijkheden. Maar sommige geven hetzelfde tafeltje:

a Patronen met 4-voudige rotatiesymmetrie. Die liggen vast door de keuze
van ééen tegel. Er zijn vier van die patronen en elk komt maar éénmaal voor.




b Patronen mettweevoudige (maar geen viervoudige) rotatiesymmetrie. Die
liggen vast door de keuze van twee tegels naast elkaar. Ze komen dus
(42 — 4) = 12 maal voor, en telkens zijn er twee gelijk. Er ontstaan dus 6
verschillende tafeltjes.

c Patronen zonder rotatiesymmetrie. Dat zijn de overblijvende (44 — 12 — 4)
= 240 mogelijkheden. Telkens zijn er dan vier gelijk, dus er ontstaan 60
verschillende tafeltjes.

Intotaalkande fabriekdus4 + 6 + 60 = 70 verschillende tafeltjes produceren.

Gegeven is een zeshoek ABCDEF zonder inspringende hoeken met de
eigenschap dat de diagonalen AD, BE en CF de zeshoek telkens in twee
stukken van gelijke oppervlakte verdelen.

Bewijs dat AD, BE en CF door één punt gaan.

Oplossing

Hulpstelling (zie figuur 1): ab = cd.

Bewijs: I + II = II + III (= halve oppervlakte) dus I = III; I = 1/2ab sin t,
III = 1/2 cd sin t, dus ab = cd.

Nu het in de opgave gevraagde bewijs (zie figuur 2):

ab = (p+d) (rt+e) = de

cd = (a+p) (f+q) = af

ef = (b+1 (c+q) = bc

Vermenigvuldig deze ongelijkheden, dan volgt p = g =r= 0.

3 B

Figuur 1 Figuur 2
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Redactioneel

Indit nummer, zoals was aangekondigd, extraaandacht voor het getal
m en dat brengt misschien wat meer rekenwerk met zich mee dan je
vanons gewend bent. Om echter degenen die wat minder belust zijn

op reken- en formulewerk niet tekort te doen bevat dit nummer vier
pagina’'s meer dan de voorgaande twee.

Deinzendtermijn voor de prijsvraag 'Voorspoedig 1986’ uit het vorige
nummer is gesloten. We ontvingen heel wat enthousiaste inzendingen.
We hopenin het volgende nummer de prijswinnaars bekend te maken
en de resultaten af te drukken.

Velen reageren op de inhoud van Pythagoras. We juichen dit ten
zeerste toe en proberen zoveel mogelijk op allereacties in te gaan, ook
al duurt dat misschien wat langer dan je lief is. Je kunt een en ander
wat bespoedigen door een aan jezelf geadresseerde en gefrankeerde
envelop bij te sluiten. (Onze Belgische lezers kunnen dat laatste
achterwege laten, want frankering met Belgische postzegels heeft
voor verzending vanuit Nederland geen zin.) Ook komen zowel bij ons
als bij IVIO de laatste tijd veelvuldig verzoeken binnen voor toezending
van nummers uit voorgaande jaargangen. Helaas zijn die niet meer
verkrijgbaar; ook niet bij onze vorige uitgever, Wolters-Noordhoff.

Pi op rijm

We houden ons aanbevolen voor het vervolg (tot de 29e of 30e decimaal) van:
Wie 7 voor 't eerst berekende,
Hij sterft nooit. Dit getal verdient
Voorzeker evenzeer onthouden.

of van:
How I wish I could enumerate pi easily. . .

Tekeningen: Armand Haye, Amsterdam.

Foto's enillustraties: Hessel Pot, Woerden (blz.5, 7,8, 10, 18, 25, 35);
Nederlandse uitgave Godel, Escher, Bach/Uitgeverij Contact,
Amsterdam (blz. 6); Popke Bakker, Bergen aan Zee (blz. 15);

Prof. Dr. H. A. Lauwerier, Amsterdam (blz. 22); Theo Smits, Nijmegen
(blz. 28).

(© 1986 Redactie Pythagoras - ALLE RECHTEN VOORBEHOUDEN, NADRUK OF WEERGAVE, GEHEEL OF
GEDEELTELIJK, IN WELKE VORM DAN OOK, ZONDER SCHRIFTELIJKE TOESTEMMING VAN DE REDACTIE
VERBODEN.
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