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Achilles en de schildpad 
Ter inleiding van het artikel 'Eindeloze optellingen' op bladzijde 8 halen 
we de oude paradox van Achilles en de schildpad nog eens op. 

De vlugvoetige Achilles wordt uitgedaagd door de snelste schildpad 
van het oude Griekenland. Beiden zijn zeer regelmatige lopers, ze 
houden steeds dezelfde snelheid aan: Achilles 10 m/s en de snelle 
schildpad 1 m/s. De laatste heeft bij de start een voorsprong van 
honderd meter bedongen. 
Verscheidene Griekse filosofen en wiskundigen zijn naar de baan 
gekomen, onder wie de beroemde Zeno uit de Griekse kolonie Elea in 
Zuid-Italië. Ze bespreken de kansen van beide lopers. Hun (verrassen-
de?) conclusie blijkt te zijn dat Achilles niet zal winnen! 
Hij haalt de schildpad nooit in want : 
als Achilles na 100 m lopen het s tar tpunt Sg van de schildpad bereikt, 
is deze inmiddels 10 m verder (plaats Sj); Achilles gaat door naar Sj, 
maar als hij daar aankomt, is de schildpad weer 1 m verder (plaats Sz); 

als Achilles Sj bereikt, is de schildpad 10 cm verder (S3); 
als Achilles S3 .. 1 cm verder (S4); 
als Achilles S4 .. 1 mm verder (S5); 
als Achilles S5 .. 0,1 mm ... 
als... , ... 0,01 mm ... 
als... , ... 0,001 mm ... 
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Waar zitten de azen? 

Als een stapeltje van 52 speelkaarten goed geschud is, val terweinig 
interessants te zeggen over de vraag op welke plaats in het stapeltje 
de schoppen-aas zit. Die kaart kan natuurlijk evengoed bovenop zitten 
als onderop, of op één van de 50 plaatsen daartussen. 
Kijken we naar de plaats van twee speciale kaarten, laten we zeggen 
de twee zwarte azen, dan is de kans dat die op de 7e en de 24e plaats 
zitten evengroot als dat ze op de 30e en de 49e plaats zitten. Die kans 
is weer voor élk tweetal plaatsnummers evengroot. Nog steeds weinig 
interessant. Maar nu het volgende: 

Iemand legt een goed geschud spel kaarten (dicht) voor je op tafel, 
en vraagt je teraden op welke plaats de itovenste zwarte aas zit. 
Nadat je een plaatsnummer genoemd hebt, wordt gekeken of het 
klopt, in dat geval krijg je een taart. Welk nummer zou je noemen? 

Duidelijk is dat die eerste zwarte aas niet op de laatste (de 52e) plaats 
kan zitten, want de andere zwarte aas moet er-nog na komen. Maar 
de plaatsen 1 t/m 51 zijn allemaal mogelijk. Maakt het nu weer niet uit 
welke je kiest? 

Het verrassende (7) antwoord 
De kansen zijn nu wel degelijk 
verschillend. Als je daaraan twij-
felt moet je het maar eens echt 
uitproberen (een keer of tien/ 
twintig). 
De allereerste plaats van het sta-
peltje bhjk je de grootste kans te 
geven op de taart. Hoe is zo'n re-
sultaat te beredeneren? Wel, als 
je alle {gelijkwaardige) plaats-
nummer-combinaties voor de 
twee zwarte azen opschrijft—van-
af (1;2) tot aan (51;52) zijn dat er 
1326 - dan zitten daar 51 paren 
bij met het nummer 1 als laagste. 
En er is maar één enkele combina-
tie met nummer 51 als laagste. 

Zo is ook te beredeneren dat je 
voor de tweede zwarte aas juist 
moet gokken op de laatste plaats. 

Met alle vier de azen 
We kijken niet meer naar de kleur 
van de azen, en kunnen dan vra-
gen: welke plaats gok je voor de 
eerste aas?, welke voor de twee-
de?, welke voor de derde?, en wel-
ke voor de vierde aas? 
Misschien dat je ook al vóór dat je 
in de vijfde of de zesde klas wat 
van kansrekening leert, wel kunt 
uitvlooien dat de plaatsnummers 
waar j e bij die vier vragen op moet 
gokken 1,18,35 en 52 zijn. (Als je 
tenminste van taart houdt.) 
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De regelmatige 16-cel 

De regelmatige 16-cel ontstaat door een constructie- of tekenvoor-
schrift voor een regelmatig achtvlak voort te zet ten in de 4-D ruimte. 
Net als bij de hyperkubus en de regelmatige 5-cel zullen we weer laten 
zien hoe dat gaat. Daarna zullen w e de 16-cel op de 3-D ruimte 
projecteren. Aan de hand van een weergave van die projectie laten we 
dan zien dat de 16-cel te noteren is als C^g = (8, 24, 32, 16). 

Het regelmatig achtvlak 
We gaan uit van een rechthoekig 
assenstelsel voor de 3-D ruimte. 
Dat bestaat uit drie loodrecht op 
elkaar s taande assen (een x-as, 
een y-as en een z-as) die elkaar 
snijden in één punt O, de oor-
sprong. Wanneer we op elk van 
die assen aan weerskanten van O 
gelijke stukken afpassen, dan 
krijgen we zes punten (figuur IA). 

Hieruit kan het regelmatig acht-
vlak worden geconstrueerd. Daar-
voor moet je telkens drie punten 
die op vejschülende assen liggen, 
met elkaar door rechte lijnen 
verbinden. Dat kan op acht ver-
schillende manieren. Elk van die 
manieren levert een regelmatige 
driehoek, en alle acht driehoeken 
samen vormen het regelmatig 
achtvlak (figuur IB). 

Figuur 1. Constructie van een regelmatig achtvlak. 
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De regelmatige 16-cel 
De zojuist beschreven bewerking 
kun je ook in de 4-D ruimte uitvoe-
ren. Het rechthoekige assenstel-
sel bestaat daar uit vier loodrecht 
op elkaar staande assen, die alle 
vtfeer door een gezamenlijk punt 
O, de oorsprong, gaan. Passen v\re 
wederom op eUc van die vier assen 
aan weerszijden van O gelijke 
stukken af, dan krijgen we in 
totaal acht punten. Daarvan ga je 
nu telkens vier punten die op 
verschillende assen liggen, met 
elkaar door rechte lijnen verbin-
den. Dat kan op zestienïnanieren. 
Elke manier levert een regelmatig 
viervlak. Het resultaat wordt dus 
een figuur die wordt 'begrensd' 
door zestien regelmatige vier-
vlakken: de regelmatige 16-cel. 

Geleerd van Hyper 
Natuurlijk wil je iets ' tastbaars ' 
voor je zien. Daarom zullen we de 
regelmatige 16-cel op de 3-D 
ruimte projecteren, en die projec-
tie vervolgens in een tekening 
weergeven. Dat gaat op de manier 
die Hyper de Piep ons in 'Reis in 
vier dimensies' (Pythagoras 25-4) 
voor de hyperkubus heeft geleerd 
(figuur 2A). (Officieel wordt deze 

methode overigens perspectivis-
tische projectie genoemd.) 
We zullen dat eerst aan een 
draadraam van het regelmatig 
achtvlak demonstreren. Dat hou-
den w ê zó voor een wand dat 
twee driehoekige zijvlakken er 
evenwijdig aan lopen. Houden 
we op enige afstand van dat 
draadraam een lamp, en schijnen 
we daarmee in de richting van de 
wand, dan zie je op de wand 
hetzelfde als in figuur 2B. De twee 
driehoekige zijvlakken evenwij-
dig aan de wand zijn niet ver-
vormd. Het zijn regelmatige drie-
hoeken gebleven, ook al is de een 
(de driehoek het dichtstbij de 
wand) wat kleiner dan de ander. 
De andere zes driehoekige zijvlak-
ken zijn vervormd. Het zijn nog 
wel driehoeken, maar niet regel-
matig meer. 
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FiguurS. A Projectie van de hyperkubus 
als kubus in een kubus. 
B Projectie van de 16-cel als viervlak in 
een viervlak. 

Met een draadraam van de regel-
matige 16-cel kan Hyper hetzelfde 
doen. We krijgen daar dan een 
projectie van op de 3-D ruimte. En 
als we die in een (tweedimensio-
nale) tekening weergeven krijgen 
we figuur 3B. We zien daarin een 
groot regelmatig viervlak ABCD 
met daarbinnen een kleiner ajbcd 
dat op zijn kop staat. Op het hoek-
punt met dezelfde letter na, is 
ieder hoekpunt van het grote 
viervlak verbonden met de hoek-
punten van het kleine. Dus A met 
b, c en d, maar niet met a, enz. 

C „ = (8, 24, 32, 16) 
Aan de hand van figuur 3 zijn niet 
alleen de zestien 'begrenzende' 
regelmatige viervlakken terug te 
vinden, maar zijn ook andere 
eigenschappen gemakkeUjk na te 
gaan. Zoals we al zagen, heb je 
een groot viervlak ABCD en een 
klein viervlak abcd. In de 4-D 
ruimte zouden die 'tegenover 
elkaar' liggen. 
Dan heb je de 4 viervlakken Abcd, 
Bacd, Cabd en Dabc, en 4 die 
(althans in notatie) daaraan te-

gengesteld zijn: aBCD, bACD, 
cABD en dABC. En ten slotte heb 
je nog 6 viervlakken die te noteren 
zijn met twee hoofdletters en 
twee kleine letters: ABcd, AbCd, 
AbcD, abCD, aBcD, en aBCd. Dus 
je komt inderdaad op 
l-l-4H-6-(-4-l-l = 16 regelmatige 
viervlakken uit. 
Dat er 8 hoekpunten zijn wisten 
we al. Het aantal ribben komt 
overeen met het aantal verbin-
dingslijnen, en is gelijk aan 24 (ga 
zelf maar na!) Blijft nog over het 
aantal zijvlakken, alle bestaande 
uit regelmatige driehoeken. Dat 
zijn er 32. Ga maar na: 4 van het 
grote viervlak, 4 van het kleine, 4 
keer 3 verbindingsvlakken van 
één hoekpunt van het grote met 
twee van het kleine, en omge-
keerd 4 keer 3 verbindingsvlakken 
van één hoekpunt van het kleine 
met twee van het grote. 
Noteren we de resultaten in de 
vorm die we bij de regelmatige 
5-cel (zie 'De regelmatige 5-cer, 
Pythagoras 25-5) invoerden, dan 
wordt dat C,6 = (8, 24, 32, 16), 
of korter (8, 24, 32, 16). 



Figuur 4 

In de figuren 4 en 5 hebben we 
nog t w e e andere projecties van 
de regelmatige 16-cel weergege-
ven. Net als in het geval van de 
hyperkubus zul je toe moeten 
geven, da t die misschien wel fraai 
zijn, maar veel minder inzichtelijk 

dan de tekening van de projectie 
die Hyper ons leerde. Om vergelij-
king van de figuren 4 en 5 met 
figuur 3B te vergemakkeüjken, 
hebben we overeenkomstige 
hoekpunten met dezelfde letters 
aangegeven. 

Wiskunde in Utrecht 
De subfaculteit Wiskunde van de Rijksuniversiteit van Utrecht heeft een aardige 
brochure samengesteld waarin een rijk geschakeerd beeld word geschetst van 
de wiskunde zoals die aan deze universiteit wordt beoefend, en de banden die 
er zijn tussen wiskunde en allerlei toepassingsgebieden. Een paar titels van 
hoofdstukken: Efficiënt fietsenmaken. Kansrekening voor tanden en kiezen, 
Denkbeeldige machines onder elkaar. Je vindt er ook stukjes in over de 
werkwijze van de zuivere wiskunde, over modellen voor supernovae-uitbarstin-
gen of oceaanstromingen, over wiskunde als schoolvak voor iedereen. 
Kortom, een bonte caleidoscoop vol verrassingen, zeer de moeite waard als je 
wel eens wat meer over wiskunde wüt weten. 

De brochure, die onder andere aan aUe scholen in Nederland is toegestuurd, is 
verkrijgbaar bij de Subfaculteit Wiskunde van de Rijksuniversiteit Utrecht, 
Postbus 80010, 3508 TA UTRECHT (tel. 030-531433). 
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Iets ingewikkelder: 

J- +A -i-1. +1. -(-1. + e n z . ^ . 
21 2 ' 2» 2i 25 

. 7 (B,) 

J! -1-2! -fJl - hü 4-11 - h e n z . ^ . 
2' 2^ 2' 2« 25 

. ? (Bj) 

i i + i i + i l + i l + ^ - t -enz .^ . 
2' 22 2= 2 ' 2= 

. ? (B3) 

En zo kun je verder gaan met s teeds hogere machten in de teUers (of 
ook nog met een ander grondtal in de noemers). 
Als je bij het intoetsen nergens een vergissing maakt, zie je s teeds een 
grens naderbij komen. Elders in dit nummer vind je wat die grenzen zijn. 
Nog andere varianten zijn: 

- i - - fJ--(--L-l-_L-)-J_-f enz. -> . 
1-2 2 3 3-4 4-5 5-6 

. ? (C,) 

-i.-l-J_-(-J_-l-_L-l-_L-(- enz. -* . 
1-3 2-4 3-5 4-6 5-7 

. ? (C2) 

-L-t--L4--i--(--i_-l-J_-t- enz. -^ . . ? (C3) 

En zo voort. 
Of ook nog: 

De grenswaarde blijkt vaak een breuk te zijn. Op je rekendoosje vind 
je aUeen een decimale benadering van die breuk, het is niet altijd 
makkelijk om terug te vinden bij welke breuk die benadering hoort. 
En het is ook nog zo, dat veel eindeloze opteUingen niet een breuk als 
'som' hebben, maar een irrationaal getal (zoals V2 of TT). Twee 
voorbeelden: 

- l - - l - l - - ( - l - + - L - ) - i . - f e n z . - ^ J l i 
V i' 3' 42 52 e 

1 -(-J.-)- J_ H- _ i _ -f _ i + enz. -^ e (het euler-getal) 
1 1-2 1 2 3 1 2 3 4 

Zulke ingewikkelde uitkomsten zijn niet meer te vinden door maar een 
stuk van de opteUing te maken op je machientje (of op een grotere 
machiene) en dan te raden naar de echte grens. In de loop der tijden 
zijn er aUerlei handigheidjes en systemen bedacht om zónder de 
opteUing echt uit te voeren toch de grenswaarde te vinden. En, ook 
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De regelmatige 24-cel 
De regelmatige 24-cel zuUen we niet meer van het begin af aan 
opbouwen. Vanuit het regelmatige achtvlak is dat wel mogehjk, maar 
een beschrijving daarvan is niet eenvoudig, en zou enkele bladzijden 
vergen. Daarom krijg je dan ook direct een (twee-dimensionale) 
weergave van een projectie van de 24-cel op de 3-D ruimte (figuur 
hierboven). Daarin kun je al gemakkelijk nagaan dat het aantal 
hoekpunten gelijk is aan 24, en het aantal ribben 96. 
Verder kun jer er ook al enigszins uit opmaken dat de zijvlakken 
driehoeken moeten zijn. Hoeveel dat er zijn is nauwelijks uit te maken. 
Laat staan dat je aUe 24 ceUen weet aan te wijzen! In dit artikel zuUen 
w e je er echter van proberen te overtuigen dat er inderdaad 24 cellen 
zijn met de vorm van een regelmatig achtvlak. 
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c 

Figuur 1. Een groot regelmatig achtvlak (aangegeven met ABC), met daarin een 
half-regelmatige veertienvlak (aangegeven met 12345...), en daar weer in een klein 
regelmatig achtvlak (aangegeven met abc...). 

C„ = (24, 96, 96, 24) 
We gaan uit van figuur 1: een 
regelmatig achtvlak met daarin 
een half-regelmatig veertienvlak 
en daar weer in een regelmatig 
achtvlak. Anders dan de figuur 
aan het begin is die ontstaan door 
de regelmatige 24-cel op de 3-D 
ruimte te projecteren op de ma-
nier die Hyper de Piep ons geleerd 
heeft. Dus volgens de perspectivi-
sche projectiemethode. AUeen 

hebben we daar lang niet aHe 
verbindingslijntjes in aangege-
ven. Anders zou dat net als bij de 
figuur aan het begin ook weer tot 
een onoverzichteUjk geheel lei-
den. AUe hoekpunten vind je er 
echter wel in terug. Want de in 
totaal 24 hoekpunten van figuur 1 
(6 van elk achtvlak en 12 van het 
veertienvlak) vormen de gepro-
jecteerde hoekpunten van de 
regelmatige 24-cel. 
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Figuur 2 

Zoals we al eerder zagen bij de 
projectiemethode van Hyper (zie 
'De regelmatige IB-cel', bladzijde 
4), vormen ook hier weer het grote 
regelmatige achtvlak en het klei-
ne daarbinnen twee 'begrenzen-

de' cellen die in de 4-D ruimte 
'tegenover elkaar' liggen. Die 
'begrenzende' veelvlakken of 
ceUen bestaan dus uit regelmati-
ge achtvlakken, en we hebben er 
alvast 2. De overige 22 ceUen 
ontstaan door hoekpunten van de 
beide regelmatige achtvlakken te 
verbinden met die van het half-re-
gelmatige veertienvlak. 

Figuur 3 
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Aan weerskanten van vierkant 
12 34 van dat veertienvlak ligt een 
hoekpunt A van het grote en een 
hoekpunt a van het kleine acht-
vlak. Door A en a met 1, 2, 3 en 4 
te verbinden hebben we (weUs-
waar in projectie) er een cel bij 
(figuur 2). Zo kunnen we ook bij 
de overige 5 vierkanten van het 
veertienvlak te werk gaan. Dat 
levert ons dan nog eens 5 ceUen 
op. 
Als we al die verbindingslijnen 
ook daadwerkelijk zouden heb-
ben getekend, dan zouden tevens 
de hoekpunten van de regelmati-
ge driehoeken van het veertien-
vlak verbonden zijn met de hoek-
punten van een grote driehoek 
(bijvoorbeeld 3,4 en 5 met A, B en 
C) en die van een kleine (bijvoor-

Figuur4. A De met een stip aangegeven 
8 hoekpunten van de regelmatige 24-cel 
vormen een regelmatige 16-cel; de overi-
ge 16hoekpunten een hyperkubus (zie B). 
C De 24 hoekpunten van de 24-cel kun-
nen ook als volgt worden verdeeld. Ga uit 
van twee diametrale punten N en Z; van 
ZgaanSribben uitZKj. ZKz. ZK^, enz. De 
punten Kj, K^, Kj, enz. vormen een kubus. 
Hetzelfde geldt voor N. De overige 6 
hoekpunten E,, E2, enz. vormen een 
regelmatig achtvlak. 

beeld 3,4 en 5 met a, Jb en c, figuur 
3). Per driehoek van het veertien-
vlak levert dat dus s teeds 2 ceUen 
in de vorm van een achtvlak. 
Aangezien het veertienvlak 8 
regelmatige driehoeken bezit, 
krijgen we er op die manier 16 
ceUen bij. Zo komen we in totaal 
dus op 24-64-84-8 = 24 'begren-
zende' achtvlakken of ceUen! 

Die 24 'begrenzende' achtvlakken 
bezitten 8x24 zijvlakken. Ieder 
zijvlak behoort echter tot 2 acht-
vlakken. Dus het totale aantal 
zijvlakkenis V2X8x24= 96. Zo 
zijn we nu toch aUes over de regel-
matige 24-cel te we ten gekomen, 
en kunnen hem dus noteren als 
C24 = (24, 96, 96, 24), of korter 
(24, 96, 96, 24). 
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De jacht op prima 
priemgetaUen II 
De buit is binnen 

In het artikel 'Prima, prima!' (Pythagoras 25-1) hebben we het gehad 
over prima R priemgetaUen, prima L priemgetaUen en prima de luxe 
priemgetaUen. Een prima R priemgetal is een priemgetal dat s teeds 
een priemgetal blijft als de cijfers ervan achtereenvolgens van de 
rechterkant af worden weggelaten. Hetzelfde geldt voor prima L 
priemgetaUen, maar dan worden de cijfers achtereenvolgens van de 
Unkerkant af weggelaten. Een prima de luxe priemgetal is zowel prima 
R als prima L priemgetal. 
Naar aanleiding van eerder genoemd artikel ontvingen we Ujsten met 
prima priemgetaUen. De resultaten daarvan werden vermeld in 'De 
jacht op prima priemgetaUen' (Pythagoras 25^3). Het bleek dat geen 
van de inzenders meer dan 15 prima de luxe priemgetaUen kon vinden. 
Er werd zelfs beweerd dat het er niet meer dan 16 konden zijn. Het 
bewijs daarvoor leek ons echter niet helemaal waterdicht. Daarom 
vroegen we op basis van een aantal uitspraken over prima priemgetal-
len een voUedig bewijs te leveren, dan wel meer prima de luxe 
priemgetaUen aan te dragen. Het bewijs is nu voUedig gemaakt en 
daarmee is het vermoeden bevestigd dat er niet meer dan 15 prima de 
luxe priemgetaUen zijn. 

De uitspraken 
We waren al gekomen tot de 
volgende uitspraken: 
1 Een prima de luxe priemgetal 

kan niet beginnen met of eindi-
gen op 33, 39, 93, of 99. 

2 2, 5,23 en 53 zijn de enige prima 
de luxe priemgetaUen waarin 
de cijfers 2 of 5 voorkomen. 

3 Elk prima de luxe priemgetal 
van meer dan twee cijfers be-
staat slechts uit de cijfers 1,3, 
7 en 9. 

4 Elk prima de luxe priemgetal 
van meer dan vier cijfers begint 
met 31, 37, 73 of 79, en eindigt 
op 13, 73, 37 of 97. 

AUe tussenliggende cijfers zijn 
3 of 9. 

Een bewijs 
Hier is een bewijs van Pascal 
Rutten uit Arnhem. Het gaat als 
volgt: 
Een prima de luxe priemgetal 
(van meer dan vier cijfers) moet 
eindigen op 13, 73,37 of 97. Door 
daarvoor drieën en negens te 
plaatsen (uitspraak 4) moet dit 
steeds weer een priemgetal ople-
veren. Door systematisch uit-
schrijven — zoals hieronder is 
gedaan - kun je dan maximaal tot 
een lengte van vijf cijfers komen, 
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namelijk 39397 of 99397. (Steeds 
wanneer een getal geen priemge-
tal is, is een ontbinding gegeven.) 

313 
913 = 11 X 83 
373 
973 = 7 X 139 
337 
937 
397 
997 

3313 
9313 = 67 X 139 
3373 
9373 = 7 X 1339 
3337 = 47 X 71 
9337 
3937 = 31 X 127 
9937 = 19 X 523 
3397 = 43 X 79 
9397 
3997 = 7 X 571 
9997 = 13 X 769 

33313 = = 7 X 4759 
93313 = = 11 X 8483 
33373 = = 23 X 1451 
93373 = = 7 X 13339 
39337 = = 139 X 283 
99337 = = 7 X 14191 
39397 
99397 

339397 = 19 X 178 
939397 = 29 X 323 
399397 = 347 X 11 
999397 = 7 X 1427 

Op grond hiervan kan een prima 
de luxe priemgetal maximaal 
zeven cijfers bevatten, namelijk 
39397 of 99397 plus één van de 
vier combinaties van twee begin-
cijfers (zie uitspraak 4). 
Die acht getaUen van zeven cijfers 
kunnen echter geen van alle een 

prima de luxe priemgetal zijn. Ga 
maar na, van de rechterkant af 
cijfers weglaten leidt s teeds tot 
getaUen (cursief gedeelte) die 
deelbaar zijn: 
3139 397(:43) 319 9397(:11) 
37393 97(:61) 3799 397(:29) 
7339 397(:41) 7399 397(:7) 
793 9397(:13) 799 9397(:17) 

Dus prima de luxe priemgetaUen 
van zeven cijfers bes taan niet. 
Prima de luxe priemgetaUen kun-
nen maximaal uit zes cijfers be-
staan. Het zoeken naar prima de 
luxe priemgetaUen kunnen we 
dus beperken tot de priemgetal-
len kleiner dan 1000000. Zoals 
bUjkt uit 'De jacht op prima priem-
getaUen' zijn aUe priemgetaUen 
onder de 36 000 000, een getal van 
acht cijfers, al onderzocht. Dat 
leverde 16 prima de luxe priemge-
taUen op. En dat moeten ze dan 
ook aUemaal zijn! 

Anders beginnen 
Jer kunt er ook van uitgaan dat 
een prima de luxe priemgetal (van 
meer dan vier cijfers) moet begin-
nen met 31, 37,73 of 79. Door daar 
drieën of negens achter te zetten, 
moet je ook steeds weer een 
priemgetal krijgen. 
Systematisch uitschrijven is dan 
in principe heel wat meer werk. 
Maar je kunt dat bij vijf cijfers 
staken. Je hebt dan twee getaUen 
die niet deelbaar zijn: 37339 en 
73939. Daar kun je één van de vier 
combinaties van twee eindcijfers 
achter zetten. Je krijgt dan acht 
getaUen van zeven cijfers, die 
geen van alle een prima de luxe 
priemgetal kunnen zijn. Dat kun 
je nagaan door van de linkerkant 
af cijfers weg te laten, wat s teeds 
tot getaUen leidt waarvan we 
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hierboven de deelbaarheid al 
hebben aangetoond. En dat be-
vestigt de conclusie dat prima de 
luxe priemgetaUen maximaal zes 
cijfers kunnen bevatten. 

Ook alle prima R priemgetaUen 
In totaal werden er 83 prima R 
priemgetaUen gevonden. Frits 
Göbel uit Enschede, A. Boons uit 
Tüburg, Piet Bikker uit Nieuwer-
oord en Guido Caers uit Schüde 
(België) lieten zien dat er niet 
meer zijn. En aangezien er van die 
83 prima R priemgetaUen slechts 
15 prima L zijn, levert dat ook niet 
meer dan 15 prima de luxe priem-
getaUen op! 

Om in te zien dat er niet meer dan 
83 prima R priemgetaUen zijn, 
merkten zij op dat de lijst com-
pleet is tot aan 100 mUjoen. Met 
andere woorden: eventuele ande-
re prima R priemgetEiUen hebben 
negen of meer cijfers. De 5 prima 
R priemgetaUen van acht cijfers 
zijn: 

A = 23399339 
B = 29399999 
C = 37337999 
D = 59393339 
E = 73939133 

Eventuele grotere prima R priem-
getaUen krijg je (uitsluitend) door 
hier iets achter te zetten. De enige 
kanshebbers voor het volgende 

cijfer zijn 3 en 9 (anders is het 
nieuwe getal deelbaar door 2, 3 of 
5), maar de tien getaUen die we 
dan krijgen, zijn ook deelbaar. De 
kleinste priemdelers daarvan zijn 
vermeld in de volgende tabel: 

A3 deeUaaar door 193 
A9 deeUaaar door 173 
B3 deelbaar door 7 
B9 deelbaar door 29 
C3 deelbaar door 7 
09 deeUsaar door 23 
D3 deeUaaar door 23 
D9 deelbaar door 11941 
E3 deelbaar door 127 
E9 deeUjaar door 9521 

Prima L priemgetaUen 
Vooralsnog ziet het er naar uit dat 
aan de prima L priemgetaUen 
geen einde komt. Ze kunnen na-
melijk aUe cijfers bevatten; enkel 
het laatste cijfer moet eenSofeen 
7 zijn, zoals Guido Caers opmerk-
te. Door gebruik te maken van 
nuUen kon hij gemakkelijk enkele 
grote prima L priemgetaUen op-
sporen: 
1000000097, 2000000137 en 
4000000007. 

Overigens moet je wel bedenken 
dat het prima priemgetal zijn 
geen eigenschap is van de getal-
len zelf, maar van de tientedlige 
schrijfwijze, zoals J. K. Timmeruit 
Hengelo opmerkte! Voor andere 
talstelsels is het anders. 

De prima de luxe priemgetaUen 

2 3 5 7 23 37 53 73 313 317 373 797 
3137 3797 739397 
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De prima R priemgetal en 

2 79 733 3793 31193 293999 2939999 
3 233 739 2797 31379 373379 3733799 
5 239 191 5939 37337 373393 5939333 
7 293 2333 7193 37339 593933 7393913 
23 311 2339 7331 37397 593993 7393931 
29 313 2393 7333 59393 719333 7393933 
31 317 2399 7393 59399 739391 23399339 
37 373 2939 23333 71933 739393 29399999 
53 379 3119 23339 73331 739397 37337999 
59 593 3137 23399 73939 739399 59393339 
71 599 3733 23993 233993 2339933 73939133 
73 719 3739 29399 239933 2399333 

D e n k e r t j e s 

Bootje 
Gaat het bootje sneUer / even snel / minder snel vooruit als de trekkende persoon 
op de wal? 

lOO-meter-raoe 
A, B en C lopen een 100-meter-race. 
Als A over de streep gaat, Ugt B 5 meter achter; 
als B over de streep gaat, ligt C 4 meter achter. 
Hoeveel achterstand (in cm) had C op B toen A finishte? 

(Uit: Mathematicéil Digest, Zuid-Afrika) 
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Reis over eenzijdige oppervlakken 

/ / / 

Bovenstaande figuur is de weergave van een ruimtelijk object, dat door 
de maker ervan 'Triangular surface in space' is genoemd. Om uit die 
schets op te maken hoe dat ding precies in elkaar zit, valt niet mee. 
Maar als je er eenmaal achter bent, is he t eigenUjk heel eenvoudig: die 
triangular surface is niets anders dan een variant op de bekende band 
van Möbius. Laten we maar eens kijken hoe dat zit. 

Band zonder einde 
Max BUI (geb. 1908) is een Zwit-
sers ontwerper. In 1935 maakte 
hij een kunstwerk dat hij 'Endless 
ribbon' (Band zonder einde) 
noemde. Hij dacht dat hij de eer-
s te was die een dergelijk object 
had vervaardigd. Daarom was hij 
nogal teleurgesteld toen hem 
werd verteld dat het in de wiskun-
de bekend stond als de 'Band van 
Möbius'. De Duitse wis- en ster-
renkundige August Ferdinand 
Möbius (1790-1865) had het na-
mehjk al beschreven in een artikel 
dat vlak na zijn dood verscheen. 
De teleurstelling van Max BiU was 
zó groot dat hij verder onderzoek 
naar soortgelijke objecten staak-
te. Pas in de jaren vijftig kon hij 
daar weer toe komen. Vanaf die 
tijd ontwierp hij ongeveer 25 
objecten met maar één kant of 
enkelzijdige oppervlakken zoeds 
Bill dat zelf noemde. Daaronder 
was 'TriangulEir surface in space' 
(1956): een ruimtelijke driehoek 
waarvan aUe zijden even lang zijn 
en aUe drie de hoeken recht. 

Band van Möbius 
Voordat we daar op in kunnen 
gaan, moeten w e de möbiusband 
eerst wat nader bekijken. Je kent 
hem waarschijnlijk wel. Je kunt 
hem gemakkelijk maken van een 
strook papier. Je legt er een slag 
in en plakt dan de uiteinden aan 
elkaar (figuur 1). 
Bij die band kun je niet meer van 
een voor- of achterkant spreken, 
want er is maar één kant. Dat 
v\rordt vooral benadrukt door 
'Band van Möbius II' (1963) van 
de Nederlandse graficus M. C. 
Escher (1898-1972). Daarin laat 
hij negen mieren achter elkaar 
over die ene kant lopen (figuur 2). 
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Figuur 2. 'Band van Möbius II' van M. C. Escher. 
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Triangular surface in space 
Zoals gezegd, is de figuur aan het 
begin een door Max BiU geteken-
de weergave van de triangular 
surfaceinspace. A , B e n C zijnde 
hoekpunten. De zijden AB en AC 
zijn in hun geheel zichtbaar, de 
derde zijde, BC, slechts gedeelte-
hjk (het gestippelde stuk kun je 
niet zien). 
Een wat beter inzicht in de vorm 
van het ding krijg je echter aan de 
hand van figuur 3. Daarin zie je 
duidelijk hoe de kromming van 
het vlak verloopt. Als je aanneemt 
dat AC geheel in het vlak van de 
tekening hgt, dan buigt de zijde 
AB daaruit iets naar voren om er 
bij B weer in terug te keren. 
CB buigt dan iets uit het vlak van 
tekening naar achteren om er bij 
B ook weer in terug te keren. Voor 
A langs en iets boven Bkun je dus 
gewoon een staaf of zo door het 
ding heen steken (figuur 4). 

Figuur 3 

Figuur 4 

Figuur 5 

Zelf maken 
De triangular surface van Max BUI 
bevat boUingen die je van gewoon 
(niet-rekbaar) papier niet kunt 
maken. Maar iets dat er sterk op 
lijkt wel. Hier volgen twee moge-
Ujkheden. 
Variant I Neem weer een strook 
papier, zet daar eventueel letters 
op als in figuur 5, krom hem om, 
en plak (met een stukje plakband 
of zo) DB tegen D'B' aan. 
Als j e CB' en BA tweemaal zo lang 
kiest als CD, dan worden de drie 
randen even lang. (Het lijkt dan 
dus wat op een gelijkzijdige drie-
hoek.) 
Variant II Knip een stuk papier 
zoals in figuur 6. (Neem bijvoor-
beeld voor AC en AP 10 cm, voor 
CJ?'25cm,envoorPB,PQ,B'B'en 
P'Q' 5 cm.) Knip het papier langs 
de lijn QB door. Krul de lange flap 
wat naar achteren om, draai hem 
een kwartslag, en plak het vier-
kantje P'Q'R'B'opPQBR, zodat P' 
op P, Q'op Q, enz. terechtkomt. 
Je hebt nu echter geen driehoek 
maar een vierhoek. (Als je R'C' 
gelijk neemt aan 15 cm, dan heb 
je zelfs een vierkant.) 
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niet, want hij kan bij B 'doorste-
ken' en nóg een rondgang maken. 
Hij meet dan bij A en Cjuist — 90° 
en bij B 4-360°. Dus als hij het 
totaal van die twee rondwande-
lingen optelt, komt hij op 0° uit. 
Op dezelfde wijze kan de mier 
over variant II en de triangular 
surface rondgaan. Hij meet dan 
bij B al naar gelang de draairich-
ting 4-450° dan wel -450° (figuur 
8), dus een rechte hoek. (Het 
totale aantal graden kun je nu zelf 
wel 'nalopen'!) 

Figuur 6 

Een mier gaat rond 
Variant I is weUswaar een drie-
hoek, maar de omgeving van B 
komt nietovereen met die van de 
triangular surface van Max Bill. 
Bij variant II klopt dat wel, maar 
heb je een vierhoek. Dat beide 
modellen één kant hebben, is 
gemakkeUjk na te gaan. Je kunt er 
bijvoorbeeld net als bij de prent 
van Escher een mier over laten 
wandelen. Die kan overeil komen 
zonder ook maar ergens over de 
rand te hoeven wippen. 
Als we een mier vlak langs de 
rand over het oppervlak laten 
wandelen, kunnen we hem gelijk 
de hoeken laten meten. Laten we 
dat maar eens doen bij variant I. 
We spreken af dat de mier als hij 
met de wijzers van de klok mee-
draait, een positieve hoek meet, 
en er tegenin een negatieve hoek. 
Laat de mier maar eens zo onge-
veer halfweg AC beginnen en 
naar A lopen (figuur 7). Daar meet 
hij een hoek van 4-90°, en loopt 
naar B. Daar meet hij een hoek 
van - 360°, en bij C weer een hoek 
van 4-90°. In totaal dus -180°. 
Maar daarmee is onze mier er nog 

Figuur 7. Wandeling van de mier. 

Figuur 8 
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(Vn^ 4- 4 4- n) (Vn2 4- 4 - n) 

2 X ( V n ' 4- 4 - n) 
(rf 4- 4) - rf 

(Vrf + 4 - n ) ^ ^^^^ j , = [2 / (n + VFT4)]= : 

= ( - n 4- Vn2 4- 4) / 2. 

En je ziet: het verschil tussen deze 
laatste vorm en (n 4- Vn^ 4- 4) / 2 is 
alleen (het gehele getal) n. De cijfers 
nó de komma komen voort uit de wor-
telvorm, en die is in beide gevsdlen 
precies dezelfde! 

Verklarimg voor g* en (1/0)* 
Bij deze tweede-machten (en nog 
meer bij de hogere machten) gaat er 
nogal wa t werk zitten in het uitschrij-
ven van de formules. We geven hier 
beknopt de redenering aan. 
Wat is er te zeggen van g^ en (1/g)^, 
met g = (n 4- Vrf 4- 4) / 2 (n geheel)? 

Een gewone herleiding geeft: 

g2 = l(n 4- V r f 4 - 4 ) / 2P = 

= V4[ii2 4- 2 n V l ? T 4 + (rf + 4)1 = 

: (rf 4- 2 4- n V r f 4- 4) / 2 (1) 

= ( ( - n 4- Vn2 4- 4) / 2V = 

En voor het omgekeerde pas je eerst 
de truc toe uit het vorige paragraafje: 

= (n2 4- 2 - n V r f 4- 4) / 2 (2) 

De wortelvorm in (1) heeft nu een pJus 
voor zich, en die in (2) een min. Dat wil 
zeggen dat de wortelvormen tegen 
elkaar wegvaUen bij opteUen. Je krijgt 
dan: 

g' 4- (l/g)2 = . . . = n^ + 2. 

De uitkomst van de opgetelde vormen 
blijkt dus een geheel getal (bij gehele 
n). 

Varklaring voor g* en {t/gi^ 
Vervangen van g door de vorm met n 
en dan uitwerken, geeft nu in beide 
gevallen een pius voor de wortel-term. 
Die vallen dus tegen elkaar weg bij 
aftrekking, en het verschil 

g' - (l/g)3 = n3 4- 3n 

bUjft weer geheel. 

Zo kun je dóórgaan met hogere mach-
ten. Bij even exponenten k is 
(g* 4- (l/g)*) geheel, en bij oneven 
exponenten (g* - (l/g)*). 

1 
a-i 

Uitkomsten bl| 'Eindeloze optellingen' 

A 3 = i . A , = X A„ 

Bi = 2 B2 = 6 B3 = 26 Bo = 1, B„ = 1 4- . z ^ (f)B, 

C, = l C 2 = f C,^jL C „ = i + ^ C „ _ i 



Tentoonstelling Onmogelijke Figuren 
Als alles goed gaat wordt op 19 september in het Utrechtse Museum 
voor Hedendaagse Kunst een tentoonsteUing Onmogelijke Figuren 
geopend. Zoals je hieronder kunt zien, wordt er al hard aan gewerkt. 
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Nieuwe reuzenontbinding 

362232590504406868214617272006414447138055859511851874054762224427178428941 = 

104167755499168696693743867494211841 •3477396520339709531699943780276325113101 

Op het Centrum voor Wiskunde en Informatica (CWI) te Amsterdam is een 
nieuw wereldrecord gevestigd. CWI-medewerkers Herman te Riele, Walter 
Lioen en Dik Winterslaagden erin op de Control Data CYBER 205 supercomputer 
van het Amsterdams Academisch Rekencentrum SARA een getal van 75 cijfers 
te ontbinden in twee grote priemfactoren (getaUen die aUeen door één en 
zichzelf deelbaar zijn). Het getal komt voor op een onlangs door het Amerikaans 
Wiskundig Genootschap gepubliceerde lijst met honderden getallen waarvan 
ontbinding gewenst is. Het vorige record stond sinds 1984 op naam van Sandia 
Laboratories inde VS. Daar werd op een CRAYX/MP supercomputer-momenteel 
de grootste concurrent van de CYBER 205 als 'getallen-kraker' — een getal van 71 
enen ontbonden (zie Pythagoras 24-4 'Een reuzenontbinding'). In de VS is al 
wel een getal van 81 cijfers gekraakt door acht paraUel rekenende 'gewone' SUN-
computers, maar dat vergde 1260 uur rekentijd. De CWI-berekening kostte 
slechts 12,2 uur. 

Deze recordjacht dient niet alleen als maat voor de rekenkracht van de meest 
geavanceerde computers. Sinds enkele jaren worden produkten van grote 
priemgetaUen gebruikt bij het vercijferen en ontcijferen van vertrouwelijke 
boodschappen (door militairen, banken, e.d). Omdat het praktisch onmogelijk 
is om uit het produkt de samengestelde priemgetaUen terug te vinden, wordt 
de vercijfering als zeer veüig beschouwd (zie Pythagoras 24-4 'Geheimschrift 
IV'). 'Veilige' getaUen moeten dus in ieder geval veel groter zijn dan het 
CWI-record. 

Rijen zonder groepsherhaling 
Op het stukje 'Binaire rijen zonder groepsherhaling' (Pythagoras 25-2), kwam 
een reactie binnen van Gerard Vermeulen (5 havo) uit Ede. Met een programma 
in BASIC dat heel handig gebruikmaakte van string-opdrachten wist hij alle 
mogeUjkheden af te zoeken. Zo bewees hij dat de langsteiij met nuUen en enen 
zonder 'groepsherhaling' (d.i. hetzelfde patroon van nuUen en enen tweemaal 
direct naast elkaar) de lengte achttien heeft; 

3 1 3 8 1 1 1 3 8 0 1 1 1 8 3 1 1 0 1 
Nog onbeantwoord blijft de vraag naar hoe lang je herhalingsvrij kunt doorgaan 
wanneer je per positie uit drie (in plaats van twee) symbolen mag kiezen. 
Volgens het systeem van Gerard (steeds voorrang geven aan het zo laag 
mogelijke cijfer) krijg je een beginstuk zoals hieronder staat. Er lijkt voorlopig 
nog op geen stukken na een einde aan te komen. 

0eeieee2deeiee2eee2iee0iee20eeieee2e00iideeiee2ee0ieee2ee0i2.. 
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De laatste loodjes 
De regelmatige 120- en 600-cel 

We zijn er bijna. Naast de regelmatige 5-cel (Pythagoras 25-5), 8-cel of 
hyperkubus (Pythagoras 25-4), 16-cel en 24-cel zijn er in de 4-D ruimte 
nog twee regelmatige figuren: een met 120 ceUen en een met maar 
liefst 600 ceUen! Het zal je waarschijnlijk niet verbazen dat deze nog 
ingewikkelder in elkaar zitten dan de 24-cel. Uitvoerige behandehng 
kunnen we daarom maar beter uit ons hoofd zetten. 
Weergaven van projecties van deze figuren op de 3-D ruimte kunnen 
soms tot bijzonder fraaie resultaten leiden. Kijk nog maar eens naar de 
omslag, waar één van de vele mogelijke projecties van de regelmatige 
600-cel is weergegeven. Misschien was je zelfs al geboeid door die 
afbeelding zonder te weten wat hij voor zou moeten steUen! 
De projectie op de omslag werd voor het eerst in 1901 door de 
Nederlandse wiskundige van Oss getekend. 
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De regelmatige 120-cel 
Behalve 120 cellen, bezit de regel-
matige 120-cel niet minder dan 
600 hoekpunten, 1200 ribben en 
720 zijvlakken. Dus te noteren als 
Ci2o = (600, 1200, 720, 120). De 
ceUen hebben de vorm van een 
regelmatig twaedfvlak (je weet 
wel, een regelmatig veelvlak 
opgebouwd uit 12 regelmatige 
vijfhoeken). En evenals bij zo'n 
twaalfvlak zijn de zijvlakken van 
de 120-cel regelmatige vijfhoe-
ken. Figuur 1 is een weergave van 
een projectie op de 3-D ruimte, 
maar wel zó dat daarbij een aantal 
hoekpunten en ribben over elkaar 
zijn komen te Uggen. 

De regelmatige 600-cel 
De cellen van de regelmatige 
600-cel hebben evenals die van 
de regelmatige 5-cel en 16-cel, de 
vorm van een regelmatig viervlak. 
Dus de zijvlakken zijn net als bij 
een viervlak gelijkzijdige driehoe-
ken, en dat zijn er 1200. 
Verder zijn er 720 ribben en 120 
hoekpunten. De notatie is dus 
C6oo= (120,720,1200,600) of zo je 
wüt (120, 720, 1200, 600). 
In figuur 2 is de regelmatige 600-
cel zó geprojecteerd dat er - net 
als in figuur 1 bij de regelmatige 
120-cel — een aantal hoekpunten 
en ribben over elkaar heen zijn 
komen te liggen. 

Figuur 2 De regelmatige 600-cei 
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Hogere dimensies 
In de 3-D ruimte zijn er vy/regel-
matige veelvlakken: viervlak, 
kubus, achtvlak, twaalfvlak en 
tvtfintigvlak. Zoals we hebben 
gezien, zijn er in de 4-D ruimte zes 
regelmatige figuren te vinden 
(polytopen noemt men dat ook 
wel). Als je gaat kijken naar een 
5-D ruimte, dan worden dat er 
geen zeven, maar slechts drie. 
Sterker nog: elke ruimte van ho-
gere dimensie heeft er slechts 
drie\ Ze zijn te verkrijgen door de 

teken- of constructie-voorschrif-
ten die we bij de regelmatige 
5-cel, de hyperkubus en de regel-
matige 16-cel ontmoet hebben, in 
die hoger dimensionale ruimten 
voort te zetten. Waartoe dat kan 
leiden zie je bijvoorbeeld in figuur 
3. Dat is een projectie van een 
twaalf-dimensionale kubus - een 
soort super hyperkubus dus - op 
het platte vlak, gemaakt door de 
eerstejaarsstudent Arjan van Dijk 
voor de brochure 'Wiskunde in 
Utrecht' (zie bladzijde 7). 

Figuur 3. Super hyperkubus. 
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Projecteren met de computer 
Er zijn ook andere projecties van 
de 4-D polytopen mogelijk dan wij 
hebben beschreven. Met een 
computer met enige grafische 
mogelijkheden (en eventueel een 
plotter) kun je daarmee zelf expe-
rimenteren. Daartoe schreef Prof. 
Lauwerier uit Amsterdam een 
aantal programma's (iniBM-BASic); 
hiernaast bijv. een 24 cel. Hoe je 
de listings daarvan kunt krijgen, 
is aangegeven op bladzijde 23 
van nummer 4. 

Priemreeksen 
In het artikel 'Even door priemen' (Pythagoras 25-2) hebben we het gehad over 
priemreeksen. Dat waren rijen priemgetaUen (eindigend op een niet-priem) 
waarbij elke volgende term geüjk is aan het 'tweevoud-plus-een' van z'n 
voorganger. 
Tot nu toe kwamen de langste voorbeelden uit België. Zowel Guido Caers uit 
Schilde als Peter Deleu uit Kuurne vonden een rij met zes priemgetaUen: 

89 -^ 179 -* 359 ^719 ^1439 ^2879 ^5759 (deelbaar door 13) 
Guido heeft de eerste tienduizend priemgetaUen aUemaal als beginterm 
geprobeerd en vond nóg een rij met zes priemgetaUen: beginnend bij 63419. 
Bovendien merkte hij op dat priemreeksen volgens dit recept weinig kans 
hebben om erg lang te worden. Als je nameUjk start met een priemgetal waarvan 
het laatste cijfer een 1, 3 of 7 is, dan stuit je altijd binnen enkele stappen op 
een veelvoud van 5: 

. . 1 ^ . . 3 ^ . . 7 ^ ..5 
Alleen rijen die uitgaan van priemgetaUen die eindigen op 9, kunnen - in theorie 
althans - langer worden. En dat maakt het zoeken naar de langste rij natuurlijk 
een stuk eenvoudiger. 

Het beste recept 
Ook het 'beste' priemreeks-recept staat tot nu toe op naam van Guido Caers: 
p ^ 3p 4- 70, enz. Beginnend bij 2017 levert dit een rij op met maar Uefst elf 
priemgetaUen. 
Zoals je uit Guide's opmerkingen bij het door ons gegeven recept op kunt maken, 
heeft hij dit 'beste' recept niet gevonden door zomaar lukraak wat te proberen. 
Hij heeft echt gericht gezocht. Het zou te ver voeren om zijn aanpak hier ook 
nog uit de doeken te doen. Als er lezers zijn die even goede of zelfs betere 
recepten weten te vinden, dan komen we daar in de toekomst graag nog eens 
op terug. 
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Pythagoras ^^\ 
Olympiade QÉbJ 
N i e u w e o p g a v e n 
O p l o s s i n g e n vóór 1 s e p t e m b e r i n s t u r e n n a a r : Pythagoras Olympiade, 
Marinus de Jongstraat 12, 4904 PL OOSTERHOUT (NB). Ve rme ld o p 
elk (éénzi jdig b e s c h r e v e n ) ve l je n a a m , a d r e s , g e b o o r t e d a t u m , school, 
s c h o o l t y p e e n k las . V e r d e r m o e t e lke o p l o s s i n g op e e n n i e u w vel 
b e g i n n e n , w a n t w e co r r ige ren ze afzonderl i jk. W e beki jken aUeen g o e d 
l e e s b a r e o p l o s s i n g e n die vol ledig zijn u i t g e w e r k t , m e t v e r k l a r e n d e 
t e k s t in g o e d l o p e n d e z innen . V e r d e r e in format ie over d e weds t r i jd 
v ind je in n u m m e r 2 v a n d e z e j a a r g a n g o p b ladzi jde 26. 

PO 90 
Gegeven zijn drie reële getaUen a, b, c groter dan 1. Bewijs: 
4 (abc 4- 1) > (a 4- \){b 4- l)(c 4-1). 

PO 91 
Gegeven zijn een massieve kubus met ribben ter lengte 2, en een massief 
regelmatig viervlak met ribben ter lengte 3. 
Is het mogelijk ze zó in een bundel evenwijdige lichtstralen te houden (denk 
bijvoorbeeld aan zonnestréden) dat het viervlak geheel in de schaduw van de 
kubus verdwijnt? 
(Geef een volledig gemotiveerd antwoord!) 

O p l o s s i n g e n e n p r i j s w i n n a a r s v a n d e o p g a v e n PO 82-85 

PO 82 
Er is een klok met twaalf in plaats van 
twee wijzers. In de beginstand wijst 
elke wijzer een ander uur aan, zodat 
ze samen een regelmatige ster met 
twaalf punten vormen. AUe wijzers 
lopen met een constante snelheid 
(maar ze lopen niet aUemaal even 
snel). 
Op een bepaald moment staan alle 
wijzers tegelijk op de 3. Kan het voor-
komen dat ze op zeker moment aUe-
maal tegelijk op een ander cijfer 
staan? 
(Geef een volledig gemotiveerd ant-
woord!) 

Oplossing van Sybrand Dijkstra, Kort-
rijk (B) (6 KoninkUjk Atheneum Kort-

rijk), Jeroen Nijhof, Borne (6 vwo, RK 
Lyceum 'De Grundel') en Jack van 
Rijswijck, Venlo (6 vwo, RSG 'Den Hul-
ster'): 
Bekijk de wijzers W2 en W3 (de wijzers 
die in het begin op de 2 en de 3 staan). 
Als hun snelheden resp. V2 en V3 zijn, 
is de afgelegde weg op tijdstip t resp. 
Vjt en Vjt. Op het moment to dat alle 
wijzers voor het eerst tegelijk op de 3 
staan, is de afgelegde w e g van W2 en 
W3 resp. gelijk aan 12n2 4- 1 en 12n3 
(met DJ en n^ £ W; een voUedige rond-
gang steUen we op 12). Dan geldt dus 
to = (12n2 4- 1)/V2 = (12n3)/V3, anders 
gezegd: (v2)/(v3) = (12n2 4- l)/(12n3). 
Op het moment t, dat W2 en W3 beide 
op een cijfer 3 4- c s taan (neem voor 
h e t g e m a k c £ { - 2 , - 1 9}),zijn de 
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6) 
wordt verwaarloosd. In formule: 
rj,+] = 2rj als O ^ r,, < V2 en r^+i = 
2rj - 1 als V2 S Tj, < 1. Omdat b,, irratio-
naal is voor elke k, is r^ groter dan nul 
voor elke Je. Dit heeft tot gevolg dat r^ 
voor oneindig veel waarden van k in 
het deelinterval < 1 - V2V2, 1 > van 
< O, 1 > valt (1 - 1/2 V2 = 0,3). 
Echter, 1 - 1/2 \ / 2 < r^ < K ^ 
0 < l - r i < V2V2 <$=^ 
0 < V 2 - V 2 r t < 1<^^> 
0 < \ / 2 ( l 4- int(b»)) - V2bt < 1. 
Merknuopdat v'2i>j, = 2 ' 'eengeheel 
getal is, zodat voor n = 1 4- int{b^) 
geldt dat a„ = int(n V2) = 2*inderdaad 
een macht van 2 is. 

Verdere correcte oplossingen werden 
ingestuurd door Jeroen Nijhof {Boine) 
en Erik Fledderus (Wolvega). Er waren 
3 incorrecte inzendingen. Prijzen: Erik 
Fledderus en Jon's van der Hoeven. 

PO 85 
Elk van de zes hoekpunten van een 
regelmatig achtvlak met ribbenlengte 
1 is het middelpunt van een bol met 
straal 1. Het lichaam S is de doorsnij-
ding van die zes boUen. (Sbestaat dus 
uit aUe punten die tegeüjk in aUe zes 
boUen zitten.) 
Bepaal de diameter van S, d.w.z. be-
paal de maximale afstand tussen twee 
punten van S. 

Oplossing van Sybrand Dijkstra (6, 
KonihkUjk Atheneum, Kortrijk, België) 
en ErikFledderus (4 vwo, Nassau Col-
lege, Wolvega) (enigszins bewerkt): 
Breng een rechthoekig assenkruis 
aan met als oorsprong het centrum 
van het achtvlak, en met dezes hoek-
punten van het achtvlak op de assen. 
Die hoekpunten hebben dan de coör-
dinaten (±V2V2, O, 0), (O, ±1/2V2, 0) 
en (O, O, ±V2V2). Bekijk ee r s the tdee l 
vem S dat ligt in he t 'eerste octant' 
X 2: O, y S O, z 3̂  0. 

Binnen dit octant is S de doorsnede 
van de drie boUen met straal 1 en mid-
delpunten (-V2V2, O, 0), (O, -V2V2, 0) 
en (O, O, -V2V'2). Er is maar één punt 
dat op de rand van elk van die boUen 
Ugt, nameUjk het punt 
(1/6V'2, V6V2, V6V2). Dit punt Ugt op 
afstand V6V2- V3 = Ve Ve van de oor-
sprong. De bol met als middelpunt de 
oorsprong en als straal VeVe bevat 
verder aUe punten van S die in het 
eerste octant üggen, en op grond van 
de symmetrie ook aUe andere punten 
van S in de andere octanten. Ook het 
punt(-V6V2, -1/6v'2, -V6V2)Ugtop 
die bol en in S. Ve dieuneter van S is 
dus geUjk aan de diameter van de bol, 
dus gelijk aan V3V6. 
Je kunt nog opmerken dat S een 
beetje üjkt op een opgeblazen kubus. 
De zes zijvlakken zijn niet plat, maar 
stukken boloppervlak. 

Verdere correcte oplossingen; Mareic 
VeseJJca, Leiden (6 vwo, Bonaventura 
CoUege) en Jeroen Nijhof. Er waren 
4 incorrecte inzendingen. Prijzen; 
MareJc Veselka en Sybrand Dijkstra. 
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Redactioneel 
Dit is dan het zesde en laatste nummer van de 25e jaargang. Na de 
vakantie begint de 26e jaargang. Ook die zal weer uit zes nummers 
bestaan, terwijl de abonnementsprijs ongewijzigd blijft. 
Anders dan andere jaren loopt het abonnement gewoon door. Je hoeft 
je dus niet meer opnieuw op te geven. Wel wülen we je vragen om 
vrienden of kennissen met belangstelling voor wiskunde op het 
bestaan van Pythagoras te wijzen en hen aan te sporen een abonne-
ment te nemen. Zo help je mee om het voortbestaan van Pythagoras 
in de toekomst veilig te stellen. 

Per koets door de bocht 
Op het stukje uit het vorige nummer met bovenstaande titel (over 'evenwijdige' 
krommen) kwam een reactie van N. Kraeima uit ZwoUe. 
Hij ging uit van een willekeurige functie-grafiek ƒ en leidde formules af voor de 
coördinaten van de punten die een afstand d van die grafiek verwijderd zijn. 
(Eerst raakUjk aan f dan loodlijn in het raakpunt, en daarlangs afstand d van 
het raakpunt af.) 
Ten slotte programmeerde hij de zaak voor z'n computer voor de functie 
f(x) = sin X en kreeg op de printer dit resultaat: 

,.,- f 60 = 3 + sin j 

X-—-; 
Q s 

- d=2 

Z 1 = 3 

d = 4 

Tekenwerk: Armand Haye, Amsterdam. 
Foto's en andere illustraties: Dass regelmassigen Sechshundertzell 
und seine selbstdeckenden Bewegungen, van Oss, Verhandelingen 
der Koninklijke Akademie van Wetenschappen, Amsterdam (omslag); 
Oosterbaan, Goes (blz. 1); Regular polytopes, H.S.M. Coxeter, Dover 
Publications Inc., New York (blz. 4,7,15); Regular complex polytopes, 
H.S.M. Coxeter, Cambridge University Press (blz. 7,12, 28,29); Cerena 
Ceccherini, Amsterdam (blz. 16); (C)M. C. Escher Heirs c/o Cordon Art, 
Baarn (blz. 21); Brochure 'Wiskunde in Utrecht', Arjan van Dijk (blz. 
30); Prof. Dr. H. A. Lauwerier, Amsterdam (blz. 31); Jan van de Craats, 
Oosterhout (NB) (blz. 33, 34, 35). 

§ 1986 Redactie Pythagoras - ALLE RECHTEN VOORBEHOUDEN, NADRUK OF WEERGAVE, GEHEEL OF GEDEEL-
TEUJK, IN WELKE VORM DAN OOK, ZONDER SCHRIFTELIJKE TOESTEMMING VAN DE REDACTIE VERBODEN. 
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