


Tafel verzetten

een probleem van twee rotaties
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Bij ons in de keuken staat een heel zware eikehouten tafel op vier
poten. Soms moet die tafel wat worden verzet, bijvoorbeeld om er onder
te stofzuigen of om hem weer eens recht onder de lamp te plaatsen.
Je kunt de tafel dan met z'n tweeén optillen en zo verplaatsen, maar
datis al een ferme klus. Nog erger wordt het als je er alleen voor staat.
Hetlijkt dan het beste om de tafel net boven één van de vier poten bij

de rand een beetje op te tillen en hem dan vervolgens een stuk te
draaienrond de diametraal daar tegenover staande poot (figuur 1). Zo
komt de tafel tenminste van zijn plaats. Als de nieuwe plek je niet
bevalt, kun je nog eens draaien rond een andere poot en zo kom je
weer ergens anders terecht.

Knap ingewikkeld van te voren bedoelde plek te
De plek waar de tafel komt, wordt komen?
bepaald door het middelpunt M, Het is duidelijk dat je met vol-

want de tafel is rond. doende rotaties rond verschillen-
Bij ons kwamen vragen op: Hoe de poten op velerlei plaatseninde
moet je manipuleren om op een keuken uit kunt komen.




Enhoe zou dit veelvoudige draai-
spelletje verlopen met een tafel
met drie poten? Of met vijf poten?
Bijonderzoekblijkt de zaak in zijn
algemeenheid knap ingewikkeld
te worden. Je kunt dan twee
dingen doen: 6fde zaak opgeven
o6fde opgave vereenvoudigen. We
kiezen dan toch maar voor het
laatste. We gaan het problieem
daarom beperken.

Vereenvoudiging

We gaan uit van een tafel met vier
poten, willen slechts twee rota-
tiesendanrond twee diametraal
tegenover elkaar staande poten A
en B. Hoe verloopt het proces
dan?

Of beter, we kunnen ons de
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volgende vragen stellen:

Zijn er om een bepaald punt te

bereiken meer oplossingen

mogelijk?

Hoe construeren we zo'noplos-

sing?

Welke punten zijn bereikbaar?
In figuur 1 staat zo'n constructie
van twee rotaties over hoeken a
en (3 rond diametraal tegenover
elkaar staande poten. Het cen-
trum M, komt daarbij eerst in M,
en vervolgens in M, terecht. We
tillen de tafel eerst bij poot A op
en daarna bij poot B.

Onderzoek

Het probleem van de draaiende
tafel kunnen we vereenvoudigen
tot de verplaatsing van het mid-
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Figuur 1. Twee rotaties achtereenvolgens om B en A.
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Figuur 2. Constructie van beide rotaties
bijgegeven diameter AB en eindpunt M,
van M.

den Mvan een lijnstuk AB, als dit
beurtelings een rotatie over a
maakt om Ben daarna eenrotatie
over a om A of omgekeerd.
Infiguur 1 kunnen we de vierkan-
tengerust weglaten en alleen het
tweemaal gekantelde lijnstuk
overhouden. Bij gegeven draai-
ingshoeken a en B kunnen we zo
het midden M, verplaatsen naar
M, via M,.

Interessanterlijkt de omgekeerde
vraag: Hoe moeten we rond de
punten A en Bwentelenominhet
eindpunt M, uit te komen? Stel
1/2AB = R. We kunnen nu de
positie van A, bepalen door twee
cirkels elkaar te laten snijden, een
met middelpunt Benstraal2Ren
een met middelpunt M, en straal
R (figuur 2). Als we eenmaal de
positie van A; hebben, kunnen
we de constructie verder wel
afmaken. Als je wilt kun je ook
nog de betreffende rotatiehoeken
a en B in de tekening opmeten.

Aantal oplossingen
Het is direct duidelijk dat de
cirkels uit figuur 2 nog een tweede

Figuur 3. Voorbeeld van 4 oplossingen.

snijpunt opleveren. En zo ontstaat
een tweede mogelijkheid: teken
die er zelf in figuur 2 maar bij.
Maar daarbij wordt nu tevens
duidelijk dat we de eindpositie M,
niet willekeurig kunnen kiezen.
Als M, te ver van M, gelegen is,
kun je niet door de tafel twee keer
te draaien van M, in M, komen.
We zijn dan meteen geinteres-
seerd in het mogelijke aantal
oplossingen. Probeer eens een
tekening te maken van het gebied
rond de tafel en bepaal de grenzen
van gebieden met een bepaald
aantal oplossingen. Dat kanlopen
van 0 tot 4.

Denkerwelaan: We hoeven niet
te beginnen met draaiing rond B,
want we kunnen ook eerst om A
draaien.

De oplossing van dit onderzoek
staat op bladzijde 26. Hoeveel
oplossingen zijn erin M, zelf? Een
rotatie over O° vatten we ook op
als een rotatie.

In figuur 3 hebben we een voor-
beeld met 4 mogelijke oplossin-
gen nog voor je uitgewerkt.




Het appelmannetje

het eerst een

nse wiskundige
van maakte. Vanwege haar wat eigenaardige vormdie doet

lbrot-verzameling

Fra
wordt de afbeelding

'Schoonheid in de chaos’ (zie
-5) waren afbeeldingen van de mande
-verzameling is eenverzameling
genoemd naar de

Benoit B. Mandelbrot (geb. 1924) die er in 1980 voor
g

afbeeldin
denken aan een samenklontering van vruchten

engedeelten daarvan. De mandelbrot

Veel prenten op de tentoonstelling
punten in het (complexe) vlak,

Pythagoras 26

sssssssssses

PSSR ENERS

Sed” Yaveke
(LIS L L

Figuur 1. Een appelmannetje gemaakt door F. van der Blij met een pDP-computer van

het OWOC te Utrecht. Het witte patroon is het appelmannetje. Meestal (zoals in de
wel gekleurd.

figuren 3 en 4) wordt het appelmannetje zwart gemaakt en is de omgeving wit, dan
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van de mandelbrot-verzameling wel het 'appelmannetje’ genoemd.
Met het appelmannetje is veel meer aan de hand dan uit de hierboven
gegeven eenvoudige weergave blijkt. Het is een enorm ingewikkelde
figuur, maar verrassend genoeg is het tekenvoorschrift tamelijk

eenvoudig.

Iteratieve afbeelding
Een voorbeeld van een normale
afbeelding is

flx) =x*+ a

Als bij voorbeeld a=1, kan voor
elke waarde van xde bijbehoren-
de waarde van f{x) worden be-
paald. Dus

x=1levert ix) =12+ 1 = 2
x=2levert ix) =22+ 1=5
x=3 levert . . ., enzovoort.

Een iteratieve afbeelding is een
afbeelding die steeds wordt her-
haald. Hetresultaat van de afbeel-
ding wordt telkens opnieuw aan
de afbeelding onderworpen. Tot
in het oneindige toe. In het geval
vande boven gegeven afbeelding
wordt dit geschreven als

= w2
Xn+1 = Xp +a

Als a=1,isuitgaande van een ge-
geven startpunt x, eenvoudig na
te gaan wat er gebeurt.

X, = 1 levert achtereenvolgens:

Xy =1
X1=12+1=2
X,=224+1=5
X;=5%2+1=26
X, =26%24+1=

X = ..., enzovoort.

x, = 3 levert achtereenvolgens:
X, =3
x,=32+4+1=10
x, =102+ 1 =101
X3 = ..., enzovoort.

Mandelbrot-verzameling

Om de verzameling van Mandel-
brot te krijgen moeten niet alleen
de punten van de X-as, maar alle
punten (x,y) van het platte vlak
worden onderworpen aan eenite-
ratieve afbeelding. Deze iteratie-
ve afbeelding wordt gegeven
door:

X,+1=x2—-y,2+a
Yatl=2xy, +b

In de notatie van de complexe
getallen ziet de afbeelding er veel
eenvoudiger uit (zie kader 'Met
complexe getallen’). Omdat waar-
schijnlijk lang niet iedereen ver-
trouwd is met complexe getallen,
wordt hier de bovenstaande, zo-
genaamde 'reéle notatie’ aange-
houden.

Als startpunt (x,, y,) wordt geko-
zenvoor het punt (a,b). (Een vast
startpunt (0,0) kan ook, dan is
(a,b) steeds het eerstvolgende
punt). Stapsgewijs geeft de itera-
tieve afbeelding dan aan hoe het
punt (a,b)—of eigenlijk z'n opvol-
gers — door het vlak beweegt:
(x1,y,) wordt (a2 — b2 + a,2ab +
b), (x,,y,) wordt . . ., enzovoort.
Als bijvoorbeeld voor

(a,b) = (x,,y,) het punt (1,0)
wordt genomen, worden z'n op-
volgers:

(x1,y1) = (12— 02+ 1,210 + 0) = (2,0)
(%2,¥2) = (22— 02+ 1,2:2:0 + 0) = (5,0)
(x5,53) = ... = (26,0)

(%4,¥4) = ..., = enzovoort.




Indien (a,b) = (x,,y,) het punt
(—1,0) is, worden z'n opvolgers:

(%1,¥,) =((—1)2—02—1,2—1-0+0)=(0,0)
(x5,y,) =(02—0%2—-1,2:000+0) = (—1,0)
(1(3|Y3) - (_ 1,0)

(X4.Y4) = (0,0)

(xs5,¥5) = (—1,0)

en dat gaat zo maar door, steeds
afwisselend worden de opvolgers
(0,0) en (—1,0).

Het appelmannetje
Net als (— 1,0) kan elk punt van
het vlak als startpunt dienen. En
datlevert voor elk punt twee mo-
gelijkheden (figuur 2):
6f z'n opvolgers gaan op den
duur ver weg, naar de randen
het vlak, zoals bij (1,0),
of z'n opvolgers blijven in de
buurt van de oorsprong O zwer-
ven, zoals bij (— 1,0). Het start-
punt (a,b) behoort dan tot de
mandelbrot-verzameling en
wordt zwart gemaakt.
De mandelbrot-verzameling be-
staat dus uit alle zwarte punten:
het appelmannetje (figuur 3). Het
grote niervormige gedeelte heeft
de vorm van een cardioide of een
hartlijn. Het aangrenzende cirkel-

b-csT- "
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Figuur 2. Het punt (— 1,0) behoort tot de
mandelbrot-verzameling; het punt (1,0)
niet. Het punt (— 1,0) wordt daarom zwart
gemaakt, (1,0) niet, dat blijft wit.
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vormige gedeelte aan de linker-
kant heeft de vorm van een cirkel
met middelpunt (—1,0) en

straal /4. Erom heen zit een serie
van kleine en heel kleine cirkelvor-
mige gebiedjes. Nauwkeuriger
plaatjes —daarover straks meer—
laten zien dat dit soort verschijn-
selen zich niet alleen op steeds
kleinere schaal blijft herhalen,
maar ook ingewikkelder wordt.

De praktijk

Het zal duidelijk zijn dat er voor
het maken van het appelmannetje
flink wat moet worden gerekend.
Soms moeten er heel wat opvol-
gers van een punt (a,b) worden
bepaald alvorens te kunnen be-
sluiten of ze in de buurt van de
oorsprong O blijven zwerven of
niet. Om nog maar te zwijgenvan
het aantal punten dat als start-
punt kan dienen. Dat zijn er in
principe oneindig veel, zelfs als ze
worden genomen uit een klein
gebiedje om O. Zonder computer
is erdan ook geen beginnen aan.
Op het beeldscherm van een een-
voudige huiscomputer kunnen er
320 X 200 puntjes of pixels worden
gezet. Bij een wat betere

640 X 400. Daarmeeis dan het aan-
tal startpunten (a, b) afgebakend.
Maar hoeveel opvolgers van een
startpunt (a, b) moet de computer
bepalen? Honderd? Duizend? Of
nog meer? Als een opvolger van
eenpunt (a,b) eenmaal buitende
cirkel x?+ y?= 16 is geko-
men, is het vrijwel zeker dat de
rest van de opvolgers nog verder
weg loopt. Op de plaats van het
betreffende startpunt wordt dan
geen punt gezet.

Voor een punt (a,b) van de man-
delbrot-verzameling komen de
opvolgers nooit buiten deze cirkel.
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Figuur 3. Het appelmannetje. De horizontale as loopt van — 2,25 tot 0,75, de verticale
van —1,5tot 1,5. De stipjes buiten de hoofdfiguur zijn geen slordigheden of toevallige
inktspatjes. Bij vergroting blijkt dat daar nadere details zijn te zien.

Deze opvolgers blijven immers
om de oorsprong O zwerven. De
computer blijft dan maar door-
gaan met het bepalen van opvol-
gers van zo'n punt. Dat moet na-
tuurlijk aan banden worden ge-
legd. Na een zeker aantal opvol-
gers moet de computer stoppen
en een punt zetten. Dat aantal
kan betrekkelijk willekeurig wor-
den gekozen en zal doorgaans
afhangen van de rekensnelheid
van de computer. Vijftig opvol-
gersblijkt meestal wel voldoende
voorgoederesultaten. Maar uiter-
aard geldt: hoe meer, hoe beter.

Mooiere prenten
Mooiere prenten zijn te verkrijgen
met kleurencomputers (en niet te
vergeten kleuren-plotters). Start-
punten (a,b) die behoren tot de
mandelbrot-verzameling, worden
zwart. Voor punten (a, b) die er
niet toe behoren, zal de k-de op-
volger (met ktussen 1 en bij voor-
beeld 50) buiten de cirkel

x>+ y2 =16 komen. Deze
k-waarde kan worden gebruikt
omvoordie punten een kleur vast
teleggen. Erkomt dan een zwart
appelmannetje met daaromheen
een veld met prachtige kleurscha-
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keringen, zoals op de tentoonstel-
ling was te zien.

Ronduit schitterende resultaten
worden verkregen met grote com-
puters, die snel rekenen, een
scherm hebben met meer dan
640 X 400 pixelsen veel kleurenin
allerlei gradaties ter beschikking
hebben.

Door de grote rekensnelheid kun-
nen binnen een redelijk tijdsbe-
stek van een startpunt (a,b) veel
meer opvolgers worden bepaald.
Endat maakt de uiteindelijke be-
slissing of het punt tot de mandel-
brot-verzameling hoort of niet,
alleen maar betrouwbaar. Boven-
dien kunnen er vanwege de fijne-
re verdeling van pixels op het
scherm meer startpunten worden
doorgerekend. Al met al worden
er door de groterekensnelheid en
door de fijnere verdeling van pi-
xels meer details van het appel-
mannetje zichtbaar. Dit is met
name belangrijk om een goed
beeld van de rand te krijgen.

Inzomen

Op den duur heeft ook een grote
computer natuurlijk zijn grenzen.
Om dan nog meer details zicht-
baar te kunnen maken, moet het
appelmannetje bij stukjes en
beetjes worden uitvergroot. Hier-
voor komen met name stukjes van
de rand in aanmerking. Een klein
fragmentje van de rand, niet gro-
ter dan bij voorbeeld een honderd-
ste gedeelte van de totaal-prent,
wordt dan over het hele scherm
uitgesmeerd. Zo'n 'vergroting’
levert dan ook weer een prachtige
plaat op. En daarvan kunnen weer
opnieuw fragmentjes worden uit-
vergroot, enzovoort, enzovoort.
In principe kan het uitvergroten
onbeperkt worden doorgezet,
maar nu is de rekentijd de beper-
kende factor. Uitvergroten van
stukjes van de rand heeft namelijk
weinig zin als niet tegelijk ook het
aantal opvolgers toeneemt. De
vijftigste opvolger van een start-
punt dichtbij de buitenkant van

Met complexe getallen

De iteratieve afbeelding die leidt tot het appelmannetje, is geschreven met

complexe getallen eenvoudig

Zp =22+

Als 2, .4 = Xp41 + Vas1:Zn = Xy, +iypenc=a+ ib, geeft uitwerking van

z,2 en het bij elkaar nemen van de reéle en imaginaire delen van z,% en c, de
in de tekst gegeven uitdrukkingen voor X, ., €n y, ;1 €N Y41

De mandelbrot-verzameling is dus een verzameling complexe getallen en kan
in het complexe vlak worden weergegeven. Wanneer de opvolgers van een start-
punt z,=c rondde oorsprong O (het snijpunt van de reéle-ende imaginaire-as)
blijven zwerven, is ¢ een element van de mandelbrot-verzameling. Als die
opvolgers naar oneindig weglopen behoort ¢ niet tot de mandelbrot-verzame-
ling.

Omdat veel computers niet kunnen werken met complexe getallen, blijft het
echter raadzaam om de in de hoofdtekst gegeven 'reéle’ vormvan de iteratieve
afbeelding te hanteren.




de rand kan bij voorbeeld nog bin-
nen de gegeven cirkelliggen. Pas
de honderdste of misschien zelfs
wel de duizendste kan er buiten
komen. Endan blijkt dat punt wel
tot de mandelbrot-verzameling te
horen. Zo wordt de structuur van
de rand dus duidelijker. En daar
was het bij het uitvergroten juist
om te doen!

In feite komt de prent nooit af.
Wat eriste zien, is altijd nog maar
een benadering van een oneindig

Detail van het appelmannetje.

grote totaal-prent die in werkelijk-
heid niet kan bestaan.

Bij elke uitvergroting worden er
nieuwe details zichtbaar. Hier en
daar komt erin deze vergrotingen
weer een appelmannetje te voor-
schijn, maar verrassend genoeg
vertoont de omgeving ervan heel
andere structuren dan in de aller-
eerste prent. Dit blijkt namelijk
uit een heel andere kleurschake-
ring van zijn omgeving. Kortom
elke vergroting levertiets nieuws.




Van enige regelmaat lijkt weinig
te bespeuren. Het lijkt allemaal
chaos, en misschien daarom juist
wel heel fascinerend en mooi.

De schoonheid van fractals
Naast de totaal-afbeelding hin-
gen op de tentoonstelling ook
prenten van enkele opeenvolgen-
de vergrotingsstappen. Wie daar
alsnog zijn hart aan op wil halen,
moet het boek 'The beauty of frac-
tals' vande Duitsers H.-O Peitgen
en P. H. Richterde makersvande
prenten, ergens proberen telenen
(Het boek kost ruim honderd gul-
den endat zal het budget vande
meesten wel te boven gaan!).
Daarin staan alle prenten die ook
op de tentoonstelling 'Schoonheid
in de chaos' hingen. Op het eerste
hoofdstuk na, bevat de Engelse
tekst van het boek moeilijke wis-
kunde die voor velen niet of nau-
welijks te volgen zal zijn. Dat is
ook niet nodig, want alleen het
kijken naar de plaatjes is al een
hele belevenis.

In de tekst wordt ondere andere
uit de doeken gedaan waarom
Mandelbrot op de gedachte kwam
de hier beschreven iteratieve af-

beelding te onderzoeken. Eenver-
klaring daarvoor is ook te vinden
in hoofdstuk 7 van het Neder-
landstalige boek 'Fractals’' van
Hans Lauwerier dat begin sep-
tember is verschenen. (over frac-
tals en met name dit boek binnen-
kort trouwens meer in Pythago-
ras!) Dat hoofdstuk mag dan een
stuk eenvoudiger zijn dan de tekst
van 'The beauty of fractals’, maar
echt lichte kost is het niet.
Enkele mooie gekleurde pren-
ten zijn ook te vinden in het
maandblad 'Kijk' van augustus
1987 of het Amerikaanse tijd-
schrift 'Scientific American’ van
augustus 1985.

Een programma

Veel computerbezitters zullenin-
middels wel zitten te popelen van
ongeduld. Het algoritme dat ten
grondslag ligt aan een program-
ma voor het maken van een appel-
mannetje zal hen inmiddels wel
duidelijk zijn. Om iedereen de mo-
gelijkheid te geven een appel-
mannetje te makenis een eenvou-
dig uitgewerkt programma opge-
nomen. Het is ontleend aan het
eerder genoemde boek 'Fractals’

Alles nog eens op een rijtje

Ligt een startpunt (a,b)

binnen de mandelbrot-verzameling, dan blijven z'n opvolgers in de buurt van

de oorsprong O zwerven.

buiten de mandelbrot-verzameling, dan gaan z'n opvolgers op de duur naar de

randen van het vlak.

op de rand van de mandelbrot-verzameling, dan is het 'eeuwig twijfelen’

geblazen.

dichtbij de rand van de mandelbrot-verzameling, maar aan de buitenkant, dan
geldt hoe dichter bij de rand, hoe langer het duurt voordat z'n opvolgers naar
de randen van het vlak gaan. Dit betekent steeds grotere rekentijden bij

uitvergroten.
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10 REM ***MANDELBROT SET***
20 REM ***NAAM:MANDEL***

30 SCREEN 3 : CLS

40 Pl=-2.5 : P2=-1.5 :
50 N1=250
60 FOR I=-N1 TO NI

70 A=((N1-TI)*P1+(N1+T)*P3)/(2%N1)
80 FOR J= 0 TO N2

90 B=((N2-=J)*P2+(N2+J)*P4)/(2%N2)
100 X=A : Y=B

110 FOR ¥=1 TQ 50

120 Z=X : X=X*X-Y*Y+A

130 Y=2%Y*Z+B

140 IF X*X+Y*Y >16 THEN GOTO 160
150 NEXT K

160 PSET (320+1,200-J) , K MOD 2
170 NEXT J : NEXT I : END

P3=],5 :

P4=1.5
: N2=INT(.833*N1*(P4-P2)/(P3-Pl))

: PSET (320+1,200+J) , K MOD 2

van Hans Lauwerier. Het betref-
fende programma MANDEL, ge-
naamd, is geschreven voor een
Olivetti M24 (640 % 400 pixels) of
andere IBM-achtige machines
met cw-BAsIC als programmeertaal
en Ms-DOs als besturingssysteem.
Bezitters van andere computers
zullen het programma wat aan
moeten passen, maar dat levert
(hopelijk) geen alte grote proble-
men.

De regels 10, 20 en 30 spreken
voor zich. In de regels 40 tot en
met 90 wordt eenrechthoek vast-
gelegd, waaruit telkens een start-
punt (A,B) wordt genomen door
middel van twee FOR ... NEXT-lus-
sen, de I-lus voor de horizontale
stapjes ende J-lus voor de vertica-
le stapjes.Inderegels 110toten
met 150 worden de opvolgers van
(A,B) uitgerekend. In regel 140
wordt getoetst of de opvolger al
buitendecirkel a?+ y?=16

ligt. Zo ja, dan wordt gesprongen
naar regel 160 en kan er al dan
niet een punt worden gezet. Als
de vijftigste opvolger nog niet bui-
tende cirkelis gekomen, wordt er

zonder meer een punt gezet. Im-
mers dan behoort het startpunt
tot de mandelbrot-verzameling.
Zoalsuit figuur 3 al blijkt, is het
appelmannetje spiegel-symme-
trisch om de horizontale as, de
A-as.Daarom kunneninregel 160
meteen twee punten worden ge-
zet (A,B) en (A,B). Bovendien wor-
den er nog punten gezet wanneer
(A,B) niet tot de mandelbrot-ver-
zameling hoort en de eerste opvol-
ger die buiten de cirkel komt, even
is. Vandaar de toevoeging Kk MoD 2
inregel 160. Als (A,B) totde man-
delbrot-verzameling hoort is
K=50, dat is even, dus het pa-
troon van het appelmannetje
wordt door deze extra puntenzet-
terij niet aangetast. Het resultaat
van het programma MANDEL is een
appelmannetje met daaromheen
witte en zwarte k-niveau krom-
men, krommen die bij gebruik van
kleuren steeds een andere kleur
kunnen Kkrijgen.

Omvergrotingen te maken kande
rechthoek die in de regels 40 tot
en met 90 is vastgelegd, worden
aangepast door andere waarden
voor P1, P2, P3 en P4 te nemen.
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De grootste kans op Honoloeloe




Het onderdeel van de wiskunde dat 'kansrekening’' genoemd wordt,
blijft een vak met vele voetangels, klemmen en verrassingen. Heel
verraderlijk is, dat de uitkomsten van beschouwingen over kansen
soms haaks staan op je eerste intuitieve vermoeden. Een heel mooi
voorbeeld van zo'n geval werd ons voorgelegd door Oskar van
Deventer, student in Eindhoven en vermaard puzzelontwerper.

Het betreft een situatie die best eens in de praktijk zou kunnen
voorkomen, en waarbij je wel eens veel spijt zou kunnen hebben als
je je pas achteraf realiseert dat je beter een andere beslissing had

kunnen nemen.

Stel je voor

Jehebt meegedaan aan een quiz-
programma en je bent er in ge-
slaagd al je medespelers de loef
afte steken. Je bent dus eigenlijk
al winnaar, maar of je daarvoor
met een vette prijs beloond wordt,
valt nog te bezien. De quizmaster
wilhet nog even lekker spannend
maken.

Dit gaat als volgt.

Ophet podium komen drie dozen
(zeg A, B en C) in verschillende
kleuren. Meegedeeld wordt (naar
waarheid) datin een van de dozen
eencheque zit voor eenreis naar
Honoloeloe, eninde beide andere
niets. En ook dat de quizmaster
wéét in welke (kleur) doos de
cheque zit.

Je moet nu een doos aanwijzen
als zijnde je voorlopige keuze (zeg
A) maar de doos blijft nog dicht.
De quizmaster pakt dan een van
deoverige dozen (zeg C), trekt die
open, laat zien dat er niets in zit,
en smijt hem weg.

Op dit moment wordt het je nég
eens moeilijk gemaakt, want je
mag nu je keuze opnieuw bepalen
(tussendedozen A en B). Je kunt
blijven vasthouden aan je oor-
spronkelijke voorkeur (A), of je
kunt op het laatste moment zo-
zeer zijn gaan twijfelen dat je je
voorkeur verlegt naar B.

De doos van je laatste voorkeur
mag je zelf openmaken, en ofwel
met een blije gil de cheque er uit
halen, ofwelmet een ander geluid
je zakdoek gaan opzoeken. In
beide gevallen: vette lol voor het
kijkerspubliek.

Onze vraag

Duidelijk zal zijn dat we weinig
zullen kunnen zeggen over welke
doosjeinde éérste keuze-situatie
het beste kunt aanwijzen. De
situatie is dan volkomen symme-
trisch en gelijkwaardig. Je kunt
misschien niet beter doen dan
hopen op wat bovennatuurlijke
steun van een goede fee. (En erg
belangrijk is die eerste keuze
overigens evenmin, omdat je er
later toch nog op mag terugkomen
terwijlin de tussentijd alleen een
beslist lege doos verdwijnt.)
Maar hoe zit het bij de tweede
keuze-situatie?

Naarje gevoel zeg je (wij tenmin-
ste wel): er staan nog twee dozen
Vvoor me, in één ervan zit de che-
que en de andere is leeg. Het is
dus volkomen lood-om-oud-ijzer
of ik al dan niet m'n eerste voor-
keur handhaaf. De kansen op
lachen of huilen liggen precies
fifty/fifty.

Of zullen we er in slagen je een
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redenering aante praten waaruit
volgt dat de tweede keuze wel
degelijk belangrijk is: dat je je
kans er in gunstige zin mee kunt
beinvloeden?

Denk hier eens over na, en raadt
er eens naar ofdieredenering dan
uit zal komen op een advies tot
het handhavenof juist het veran-
deren van je eerste keuze.

Een zijstap
Bovenstaande beschrijving van
de gang van zaken bij het trekken
van de prijs, was nog maar een
vereenvoudiging van hoe het in
werkelijkheid ging.
Er werden niet drie maar vijf
dozen neergezet (nog steeds: één
met de prijs envierleeg; mogelijk
hadden de organisatoren de hoop
om op deze manier de kans te
verkleinen op het moeten uitbeta-
len van de prijs).
De spanning kan nu in etappes
opgevoerd worden:
de speler wijst een doos aan;
de quizmaster kiest uit de vier
overige dozen een lege en haalt
die weg;
de speler magz'n keuze veran-
deren;
de quizmaster kiest uit de drie
overige een lege, en smijt die
weg;
de speler mag weer z'n voor-
keur veranderen;
de quizmaster kiest uit de twee
overige een lege en schopt die
van het podium;
de speler mag voor de laatste
keerz'n keusbepalen, en moet
de gekozen doos openmaken.

De speler mag numaar liefst vier
keer een keuze doen. Kan hij, door
het volgen van een bepaald sys-
teem, zijn kans op het reisje naar

14

Honoloeloe gunstig beinvloeden?

Durf te overdrijven

Als je te maken hebt met een
probleem als hierboven, en je
kunt er kop noch staart aan ont-
dekken, wil het wel eens helpen
omde situatie heel sterk naar €én
kant te overdrijven.

Stel dat er met 100 dozen begon-
nen wordt (99 lege). Enje hebt je
al véoraf voorgenomen om (als je
de quiz wint) één bepaalde doos
aan het begin te kiezen (zeg de
meestlinkse doos op het podium,
A),enomdie eerste keuzetot het
eindetoevolte houden. Jeniet te
laten beinvloeden door allerlei
praatjes van de quizmaster, en
evenmin door z'n spectaculaire
gooi- en smijtwerk met (98) lege
dozen. Ook op het moment dat er
naast je vaste keuze A nog maar
één andere restdoos (R) over is,
blijf je principieel en gaat doos A
openmaken.

Je zult kunnen inzien dat bij dit
keuze-'systeem’ de kans op de
prijs juist 1 procent is, één op de
honderd. Je hebt al helemaalaan
het begin één van de honderd
dozen, puur op de gok, gekozen
en die ten slotte opengemaakt.
Enjehoudt op geen enkele manier
rekening met de informatie van
de quizmaster, die, nadat je je
'eigen’ doos A als het wareapart
hebt gezet, van de overige 99
dozener 98 beslistleeg verklaart.
Had je die informatie niet beter
weél kunnen gebruiken, en bij je
allerlaatste keuze de 1%-kans-
doos A in de steek kunnen laten
omover te stappen naar de enige
andere overgebleven doos (de
rest-doos R)?

De cheque zit in A 6f in R; als je
AXkiestisjekans 1% dusalsjede




restdoos R kiest is je kans op
Honoloeloe . . . 99%.

(Het blijkt dus voor de TROS hele-
maal niet zo gunstig om met veel
lege dozen te beginnen, tenmin-
ste niet bij een pientere speler.)

Verdere verklaring

Na het bovenstaande valt er niet
zo veel meer uit te leggen.
Waarom is de 99% zo hoog?
Omdat de 1% zo laag is.

Hoe krijg je in de laatste keuze-
situatie één doos met een erg lage
winstkans? Door die ene doos
steeds buiten de keuze-mogelijk-
heden van de quizmaster te hou-
den.

De kans dat een van de andere
dozenwinnendis, stijgt naarmate
hun aantal afneemt (niet hun
totale kans — 99% — maar wel de
kans per doos). Als je je eerste
keuze A een keer als voorkeurs-
doosinde steek zoulaten, doet A
direct daarna wél mee in de keu-
ze-groep van de quizmaster. Als
A daarbijalslegedoos aangewe-
zen wordt, doet hij verder niet
meer mee; terwijlals niet A maar
een andere doos uitgeschakeld
wordt, stijgt de kans op winnend-
zijnvan A met een zekere fractie.
In beide gevallen lukt het je dan
nooit meer om bij het laatste
tweetal overblijvende dozen er
éénte hebben met maar 1% kans
(endusde andere met de maxima-
le 99%).

Weersta dus de verleiding om
voor de slot-keuze al van A naar
een hogere-kans-doos over te
springen. Als je de voorkeurs-wis-
sel tot de laatste beurt bewaart,
is de kanssprong het grootst.

De maximale kans
Bij het wegschoppen van een

lege doos zalde kans op winnend-
zijn van de overblijvende dozen
nooit kunnen dalen. De laagste
kans die eendoos kan hebben, is
dusdekansdieiederedoosinde
beginsituatie heeft. Bij n begin-
dozen is dat 1/n; bij 100 begin-
dozen is het 1/100 = 1%. Lager
kan de winstkans van een doos
nooit worden, dus de winstkans
van de hoogste-kans-doos bij de
slot-keuze kan nooit groter zijn
dan 99%. Of algemeen: nooit gro-
terdan1—1/n = (100 — 100/n)%.

De beste keuze-strategie blijkt
dus simpelweg te zijn:
blijf consequentin je keuze tot,
maar niet tot-en-met, de laatste
keuze-mogelijkheid.
In het eerste voorbeeld, met
3 dozen aan het begin, is bij die
strategie je Honoloeloe-kans
662/3%.
En in het tweede voorbeeld, met
5 begin-dozen, zelfs 80%.
Prettige reis!

Moeilijkere situaties

De zaak wordt een heel stuk
lastiger wanneer de speler niet
tot bijna aan het eind z'n eerste
voorkeur (A) handhaaft.
Misschien bij vergissing, of
misschien omdat hij 1s gaan
twijfelen aan de juistheid van de
bovenbeschreven strategie, laat
hij al véor de laatste keuze-situa-
tie z'n eerste voorkeur A in de
steek en kiest voor (zeg) B. De
vraagis nuhoe je als speler, nadat
de quizmaster nog weer een
(lege) doos heeft verwijderd, het
beste verder kunt gaan:

— direct terugkeren naar je oude
voorkeur A (als die tenminste
niet weg is)?
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— trouw blijven aan je nieuwe den is de vraag natuurlijk ook:
voorkeur B? blijf je nu verder trouw aan je

voorkeur tot-en-met de laatste

keuze-situatie, wissel je in de

laatste beurt, of wissel je al

— Enbijelkvan deze mogelijkhe- eerder opnieuw?

— of wéér een nieuwe voorkeur
uitzoeken (zeg C)?
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Ditis helemaal niet zo'n gemakke-
lijke vraag. Ook al omdat het
antwoord zal kunnen afhangen
van het aantal begindozen, en
van het aantal overgebleven
dozen op het moment van de
eerste voorkeurswissel.
Latenwe maarzeggendat met5
dozen begonnen wordt, endatde
speler direct in z'n tweede beurt
van voorkeur wisselt. Dit is juist
de situatie waar uitvoerige (en
verhitte) discussies over gevoerd
zijn; eerst in Eindhoven tussen
Oskar en z'n vrienden, en later
nog eens opnieuw binnen de
Pythagoras-redactie!

We gaan hier niet in op de ver-
schillende redeneringen welke in
deze discussies aangedragen
werden. Ook laten we de vraag
maar niet open tot een volgend
nummer. Want het venijn zit op
een wellicht wat onverwachte
plek: de vraagstelling is onvolle-
dig, er ontbreekt een gegeven.

Voéor de opsomming van de
verschillende mogelijkheden van
de speler, staat het onschuldig
lijkende tussenzinnetje: '. . .,
nadat de quizmaster nog weer
een (lege) doos heeft verwijderd,
. ... Als je als speler met behulp
vande kansrekening tot de beste
keuze wilt komen, zul je moeten
weten op welke manier de quiz-

master tot z'n keuze komt!

Gajeervanuit datde quizmaster
steeds puur op de gok kiest uit
alle mogelijkheden? Of denk je

dat hij zal spelen op een manier
waarbij hij je zoveel mogelijk
dwars zit? Of waarbij hij je juist
probeert aanwijzingen te geven?
(Direct de verlaten voorkeur
weghalen (indien leeg), of juist
laten staan; of beide principes om
de beurt toepassen om verwar-
ring te zaaien,of. . .of...). Hoe
slimdenkje dat de quizmasteris,
en hoe hoog denk je dat hij jouw
slimheid inschat, enzovoorts. Het
lijkt niet goed mogelijk om als
speler hier een voor de hand
liggende aanname te doen. En
dientengevolge kan de kansreke-
ning je niet helpen bij het bepalen
van je keus.

Eén geval immuun

Je zou nu kunnen denken dat
deze laatste redenering niet in
overeenstemmingis met dein het
paragraafje 'De maximale kans'
aanbevolen strategie. Echter, de
daar beschreven gang van zaken
was juist zédanig dat voor de
quizmaster geen mogelijkheid
openstond om verschillende
strategieéen toe te passen. Zijn
keuze-mogelijkheden waren daar
op élk moment volledig gelijk-
waardig; er werd hem eenvoudig
de kéans niet gelaten om (als hij
dat zou willen) wat slimmers te
doen dan alleen het op de gok
('met een dobbelsteen’) bepalen
welke (niet-prijs- en niet-voor-
keurs-)doos hij er uit schopt. De
speler hoeft zich daar dus niet het
hoofd te breken over de vraag
welke strategie hij denkt dat de
quizmaster volgt.

Hommel(es): oplossing

90 km! Na precies één uur ontmoeten de treinen elkaar.

In die tijd legt de hommel 90 km af.
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Onmogelijke figuren

Opmerking van de redactie

Deze onmogelijke bouwsels zijn getekend door twee Nijmeegse M.T.S.’ers. Het
is de moeite waard om uitvoerig naar de details van deze figuren te kijken. Er
zitten een aantal dingen in waarbij je de neiging krijgt je af te vragen: waarom
hebben ze dat juist z6 getekend, en niet anders?

Denk er dan maar eens over na of het wel anders kan, en héé precies. Bij zulke
onmogelijke figuren is natuurlijk nooit hard te maken dat er fouten in zitten!

{/ X Y. Kayor

/\}
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Schaakbord-formules

Aan het slot van het artikel 'Een formule die loopt als een trein’
(Pythagoras 26-4) werd gevraagd naar een formule die juist het gewone
schaakbord als grafiek heeft. Om het aantal varianten te beperken,
werd gesteld dat de schaakbord-figuur rechtopstaand moest zijn, met
z'n centrum in de oorsprong van het codrdinatensysteem.

Hieronder vind je van één mogelijke schaakbord-formule de opbouw
stap voor stap verklaard. En in het kaderstukje aan het slot worden
nog een aantal andere oplossingen gegeven.

Hokjes-diagonalen

We maken weer gebruik van de
entier (spreek uit: antjee) — func-
tie, zie eventueel 26-4 bladzijde 5
en 25.

Eerst bekijken we de vergelijking

[x] + [yl = 0.

De grafiek hiervan bestaat niet
alleen uit het hokje (het zwarte
schaakbord-veld) met 0 <x<1 en
0=y<1, maar uit een hele reeks
van zulke hokjes. Allemaal met
hun links-onder-hoekpunt op de
lijn met vergelijking x + y = 0.
Want kijk maar: voor een punt P

20

met codrdinaten x, = —2,5 en

Yp = +3,7 geldt [x,] = -3 en

[y,] = +3. Opgeteld is dit nul, en
dus voldoet het punt Pédk aande
vgl. [x] + [y] = 0. Zie figuur 1.

Op dezelfde manier liggen tegen
de schuine lijnen x + y = 2,

x+ y =4, enzovoort, ook schuine
reeksen van hokjes met vergelij-
kingen

[x] + [yl =2, [x] + [yl = 4
enzovoort.

Zie figuur 2.

Het bij-elkaar-voegen van aparte
grafieken in één figuur, komt wat
betreft de formule neer op het als
een produkt schrijven van de (op
nul herleide) linkerleden van elk
van de deel-formules.

Dus de zwarte velden van het
schaakbord, gelegen op acht ver-
schillende diagonalen, komen ze-
kerallemaal voorin de grafiek van
de vergelijking:

([x] + [y]-6).
([x] + [yl —4).
([x] + [yl = 2).
([x] + [yl ).
{lx] + [y] + 2)
([x] + [yl + 4).
([x] + [y] + 6).
([x] + [yl + 8) = 0.




Verkorte produkt-notatie

Vrij bekend is het sigma-teken (Z,
de Griekse vorm van de hoofdlet-
ter S) dat ons helpt bij het kort
opschrijven vanlange sommaties
(optellingen) waarin een bepaal-
de regelmaat voorkomt.
Voorbeeld: de lange optelling

12 + 22 4+ 32 + ... + 992 + 1002
noteren we vaak als
100

Z 7 2

n=1

Figuur 2

Deze afkorting stelt dus voor: het
bij elkaar opgetelde totaal vande
uitkomstendie je krijgt doorinde
formule (hier: n?) volgend op het
2-teken, achtereenvolgens alle
gehele getallen vanaf de onder-
grens (hier: 1) tot en met de bo-
vengrens (hier: 100) in te vullen.

Minder vaak voorkomend, en
daarom minder bekend, is de
overeenkomstige verkorte notatie
voor lange produkten.

Inde plaats van het 2-teken komt
nu het teken 7 (pi, de Griekse
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vorm van de hoofdletter P). Voor-
beeld: de herhaalde vermenigvul-
diging
(a+10)(a+11)(a+12)-...
... (a+24)(a+25)
wordt genoteerd als
25

7T (a+ n).

n=10

De lange ruitjespatroon-formule
aan het slot van het vorige para-
graafjeishiermee te schrijven als

+4
TN (d+yl-2m=0 (1)

n=-3
De begrenzing van het bord
We moeten nog een manier vin-
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den om de oneindig doorlopende
schuine hokjes-reeksen uit figuur
2, op de goede plaats te laten
ophouden.

Dit lukt met de extra factor

V(16 — x2) V(16 — y?)

die maar in een beperkt gebied
van punten (x,y) betekenis heeft.
Bij nulstellen levert de vorm nog
een extra vierkant in de grafiek:
de buitenrand van ons schaak-
bord.

Op een stormachtige avond kwam
op mysterieuze wijze een schaak-
bord de ridderzaal van Koning
Arthur binnenzweven. Voor éns
is er echter niets geheimzinnigs
aan: wij roepen ons schaakbord
te voorschijn via de formule:




+4

V(16-x2) V(16— - Tl (x]1+[yl-2n)=0 (2)
n=-3

Meer schaakbord-formules

Hieronder zie je nog een aantal andere mogelijkheden. Als we alleenletten op
het zwart-witte blokpatroon, en de grenzen van het bord weer even vergeten,
zijn de volgende vijf formules te gebruiken:

[sin 7x - sin 7y] = 0 (3)
sin%([x] + Iyl =0 (4)
(=1)H + 1% = 1 (5)
[x}—2[§]=[y]—2[§] (6)

[(=1-2[5])- G-1-[3]) ] -2

Een begrenzing tot het acht-bij-acht-bord is te verkrijgen door een van de
volgende trucs. We passen ze alleen toe op de bovenstaande formule 3; de
meeste zijn echter ook op 4 tot en met 7 toe te passen. We laten het aan de
lezer over om uit te zoeken of het allemaal wel klopt. En om daarbij te ontdekken
dat de grafieken van deze formules op detail-punten niet volledig identiek zijn
(de randen van de velden, de rand van het bord, de centra van de velden).

V(16 - x2) - V(16 — y?) - [sin 7x - sin my] = 0 (8)

:sing ((x/mz—(\/M)Z) -sing ((\/m)z—(w_—;)z) ] —0 (9

sin47r(sinarcsin§)- sin4n(sin arcsin {{) ] =0 (10)

Het fraaie aan deze formule is, dat er maar één x en één y in voorkomt. De
functie 'arcsin’ (op rekendoosjes soms aangegeven als 'inv sin’) heeft alleen
betekenis voor originelen tussen —1 en + 1.

In dit domein geldt: sin (arcsin x) = x.

(= #4

X 1000 % 1000
[4 ?

+ sin7x - sinmy ] =0 (11)
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Pythagoras
Olympiade m

Nieuwe opgaven

Oplossingen voor 15 december insturen naar: Pythagoras Olympiade,
Marinus de Jongstraat 12, 4904 PL. OOSTERHOUT (NB). Vermeld op
elk (éénzijdig beschreven) vel je naam, adres, geboortedatum, school,
schooltype en klas. Verder moet elke oplossing op een nieuw vel
beginnen, want we corrigeren ze afzonderlijk. We bekijken alleen goed
leesbare oplossingen die volledig zijn uitgewerkt, met verklarende
tekst in goed lopende zinnen. Verdere informatie over de wedstrijd
vind je in nummer 1 van deze jaargang op bladzijde 24.

PO 102

Ab, Bea en Cis spelen een spel met een lottoapparaat met 60 balletjes, genum-
merd van 1 tot en met 60. Ze trekken tien balletjes (zonder terugleggen), en
bepalen de som S van de getrokken nummers. Ab wint als S een drievoud is,
Bea wint als S een drievoud +1 is, en Cis wint als S een drievoud +2 is.

(a) Hebben Ab, Bea en Cis dezelfde kans om te winnen?

(b) Zelfde vraag als er negen in plaats van tien balletjes getrokken worden.

PO 103
Een functie f voldoet aan
fix+y)fix—y) = (f(x))?(fy))?
voor alle x en y. Verder is gegeven dat fl— 1) = 2.
1987

Bepaal f (m).

Oplossingen en prijswinnaars van de opgaven PO 96-99

PO 96

In een gegeven driehoek ABCligt een
punt P zo, dat de hoeken PACen PBC
gelijk zijn.

Menlaat loodlijnen PQen PRneer op
de zijden AC en BC. Het midden van
AB noemen we M.

Bewijs dat driehoek RMQ gelijkbenig
is.

Oplossing Alle inzenders begrepen
dat er in de opgave een drukfout
stond: driehoek PMQ is in het alge-
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meen niet gelijkbenig; het was de
bedoeling dat bewezen werd dat
driehoek RMQ gelijkbenig is.
We zullendaarom deze opgave buiten
de ladderwedstrijd houden.
Michael Cijsouw, 5 vwo, Beek, Pieter
Rijken, 5 vwo, Nijmegen en Hugo
Schnack, 6 vwo, Amsterdam gaven
een bewijs dat inderdaad MQ = MR.
Hier is het bewijs van Hugo Schnack.
Noem de middens van AP en BP
respectievelijk Gen H. Driehoek AQP
is rechthoekig. AG = GQ = GP.
Evenzo is BH = HR = HP. Omdat
bovendien Mhet middenisvan AB, is
PGMH een parallellogram, dus GP =
MH en HP = MG.
Combinerend vinden we dus CQ = GP
= MHen GM = PH = RH. In de
driehoeken MGQen RHMhebben we
nu al twee paren gelijke zijden.
Hoek PGM = hoek MHP (PGMHis een
parallellogram), en S PGQ = 2

<Y PAQ = 2 4 PBR = <Y RHP. De
driehoeken MGQ en RHM zijn dus
congruent, zodat MQ = RM.

De prijzen waren voor Michael
Cijsouw en Hugo Schnack.

PO 97

Bewijs dat er geen gehele getallen n
en m bestaan zo dat geldt
n?—-3nm+ m?=3.

Oplossing De meeste van de 19
inzenders werkten met de bekende
a-b-c-formule, en beredeneerden dat
de discriminant een zuiver kwadraat
moet zijn. Door naar eindcijfers te
kijken toonden ze vervolgens aan dat
dit onmogelijk is. Originele oplossin-
gen zonder die formule ontvingen we
van Peter Deleu uit Kuurne (Belgié),
die—in geleerde termen uitgedrukt—

modulo 5 rekende, en van Jeroen
Tiggelman uit Rijswijk (ZH), die
modulo 3 rekende.

Oplossing van Peter Deleu, 5 WAD,
Kuurne (Belgié).

Elk kwadraat van een geheel getal is
een 5-voud, een 5-voud + 1, of een
5-voud — 1. Schrijf nu de gegeven
vergelijking in de vorm

(n + m)? =5nm+ 3

dan staat links een kwadraat, en
rechts eenvijfvoud + 3. Tegenspraak.

Prijzen: Jeroen Tiggelman, 5 vwo,
Rijswijk (ZH) en Jan Willem Zijlstra,
5 vwo, Blessum (F).

PO 98

Bewijs dat elke tienhoek (zonder
inspringende hoeken) een diagonaal
bezit die met geen enkele zijde
evenwijdig is.

Oplossing van Erik Fledderus,

5 vwo, Wolvega:

Het aantal diagonalen in een n-hoek
is 1/2n (n—3). Hier dus met n = 10 zijn
er 35 diagonalen. Nummer de hoek-
puntenopvolgend P;, . . . Py,. Met elke
zijde kunnen er hoogstens drie
diagonalen evenwijdig zijn, want
evenwijdige diagonalen verbinden
verschillende hoekpunten. Zouden er
namelijk vier diagonalen evenwijdig
zijn met (bijvoorbeeld) P,P,, dan
moeten dit zijn P,oP;, PyP,, PgPs en
P,P;, want er zijn geen inspringende
hoeken. Maar P,Pgis een zijde en geen
diagonaal! In totaal zijn er dus
maximaal 3-10 = 30 diagonalen die
evenwijdig zijn met een zijde. Min-
stens 5 diagonalen zijn dus met geen
enkele zijde evenwijdig.

Erik merkte verder op dat je op precies
dezelfde manier kunt bewijzen dat
een 2k-hoek zonder inspringende
hoeken altijd minstens k-diagonalen
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heeft die met geen enkele zijde
evenwijdig zijn. Echter, voor n-hoeken
met oneven ngeldt zoiets niet: in elke
regelmatige (2k+ 1)-hoek zijn alle
diagonalen evenwijdig aan een zijde!

Er waren 11 inzendingen, allemaal
correct. Prijzen: Piet Bikker, 5 vwo,
Nieuweroord, en Erik Fledderus,

5 vwo, Wolvega.

PO 99

Hoeveel verschillende kettingen kun
jemakenvan 7 rode en 3 witte kralen?
(Telkens moeten alle kralen, die
behalve in kleur op geen enkele wijze
van elkaar verschillen, worden
gebruikt. De kralen zijn symmetrisch.)

Oplossing Het geval dat de ketting
open is, is erg eenvoudig: je kunt de

witte kralen dan op /2( 130) = 60

manieren plaatsen. Bij gesloten

kettingenligt de zaakiets lastiger. We
gevenvoor dit geval de oplossing van
Paul Janssen, 5 vwo, Schimmert (L):
Bekijk de manier waarop de 7 rode
kralen van elkaar gescheiden worden
door de witte. Er zijn drie soorten
scheidingen:

(a) 3witte bij elkaar, 7 rode bij elkaar,
(b) 1 witte staat los: je houdt dan 2
groepen rode kralen over, die als
volgt gesplitst kunnen zijn: 1-6,
2-5, 3-4,

dedrie witte kralen staan los van
elkaar. Je krijgt dan drie groepen
rode kralen met als mogelijke
verdelingen 1-1-5, 1-2-4, 1-3-3,
2-2-3.

In totaal zijn er dus 8 verschillende
kettingen te vormen.

(c)

Erwaren 12 inzendingen, waarvan 11
correct. Prijzen: Peter Deleu, 5B,
Kuurne, Belgié, en Paul Janssen,

5 vwo, Schimmert (L).

Tafel verzetten: oplossing
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In M twee oplossingen.
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Supersonische hond

Kwajongens binden voor het Centraal Station in Amsterdam een leeg blikaan
de staart van een hond. Het stomme dier gaat er direct vandoor, met een
aanvangssnelheid van 1 m/s.

Eenniet al te snelle start, maariedere keer als hij achter zich het blik op straat
hoort slaan gaat het beest van schrik twéémaal zo hard rennen. Voordat het
dierenbevrijdingsfront kan ingrijpen is hij al weggestoven richting Rokin,
Utrechtse Brug, enzovoort.

Vraag: Met welke snelheid komt hij aan in Constantinopel? (2196 km van
Amsterdam; het effect van de wind mag worden verwaarloosd).
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Redactioneel

Het heeftlang geduurd, maar hieris dan eindelijk hetlaatste nummer
vanjaargang 26. Het heeft ons niet meegezeten. Nummer 2 verscheen
om technische redenen te laat. Toen we de daardoor opgelopen
achterstand bijna hadden ingehaald, traden er buiten ons toedoen
weer allerlei vertragingen op waardoor dit nummer helaas veel te laat
verschijnt.

Met jullie hopen we dat door de maatregelen die onze uitgever nu heeft
getroffen, de nummers van de komende jaargang met normale
tussentijden zullen verschijnen. Al die vertragingen waren de redactie
ook een doorn in het oog!

Hommel(es)

De spoorwegverbinding tussen twee steden A en B is 100 km lang. Op zeker
tijdstip vertrekt er zowel uit A als uit B een trein met een snelheid van 50 km
per uur. Zodra de trein uit A zich in beweging zet, vliegt er van een koplamp

een hommel op. Deze gaat met een snelheid van 90 km per uur de trein uit B
langs de spoorbaan tegemoet.

Aangekomen bij de trein uit B, keert de hommel om en vliegt (weer langs de

spoorbaan) met een snelheid van 90 km per uur op de trein uit A af. Wanneer
hij deze trein tegenkomt, keert hij weer om en vliegt de trein uit B tegemoet,

€nzovoorts.

Hoeveel km heeft de hommel afgelegd als de beide treinen elkaar ontmoeten?

Supersonische hond: oplossing

De snelheid van de hond is achtereenvolgens: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256,
512 m/s. Vanaf dat ogenblik rent hij sneller dan het geluid (ongeveer 340 m/s.
en hoort het klotsende blik achter zich dus niet meer. Met constante snelheid
vervolgt hij z'n tocht over de Balkan; de eindsnelheid in Constantinopel

(512 m/s) was al ver voor de Munttoren bereikt!

Lay-out: Klaas Lakeman, Amsterdam.

Tekenwerk: Hans van Kuyk, Amsterdam.

Foto's en andereillustraties: Jaap Kaandorp, Centrum voor Wiskunde
en Informatica, Amsterdam (omslag, blz. 9); F. van der Blij, Bilthoven
(blz.4); Peter Bata (blz. 12, 16); H. Vonk en V. Kaya, Nijmegen (blz. 18,
19); Hessel Pot, Woerden (blz. 20, 21, 27); Jan van de Craats, Oosterhout
(NB) (blz. 24).
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