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Met passer en liniaal 

Onderzoeken en tekenen, dat zijn de belangrijkste onderdelen van de 
meetkimde. Onderzoeken hoe figuren in elkaar zitten en wat je er in het 
algemeen over te weten kunt komen. En natuurlijk wil je ook zien wat je 
onderzoekt, dus je maakt mooie en duidelijke tekeningen. Op school 
gebruik je daarvoor twee instrumenten: de geo-driehoek en de passer. 
Met de geo-driehoek teken je rechte lijnen, je meet afstanden en hoe-
ken, je trekt evenwijdige lijnen en je tekent loodlijnen. Met de passer 
teken je cirkels. Maar met een passer kun je nog veel meer doen: je 
kunt er lijnstukken en hoeken mee verplaatsen, je kunt er heel nauwkeu-
rig lijnstukken en hoeken mee halveren, en je kunt loodlijnen oprichten 
en neerlaten. In het algemeen is een goede passer een zeer nauwkeurig 
tekeninstrument waarmee je in principe iedere gewenste nauwkeurig-
heid kunt bereiken, als de passerpunt en de punt van de tekenstift maar 
scherp genoeg zijn. Professionele tekenaars beschikken over zeer 
fraaie passerdozen met passers in allerlei formaten en uitvoeringen. 
Ook een goede liniaal is voor nauwkeurig tekenwerk van groot belang. 

Axioma's 
Van oudsher worden passer en li-
niaal als de meest 'pure' tekenin-
strumenten gezien. In het oude 
Griekenland, waar de meetkunde 
z'n eerste grote bloeiperiode ken-
de, had men ontdekt dat alle be-
kende meetkimdige stellingen op 
strikt logische wijze afgeleid kun-
nen worden uit een heel klein aan-
tal 'basisstellingen', meetkundige 
grondwaarheden, die voor ieder-
een vanzelfsprekend waren. Hier 
zijn twee van die grondwaarhe-
den, oi axioma's, zoals ze in ge-
leerde termen heten. 

1 Je kunt door elk tweetal pun-
ten een rechte lijn trekken. 

2 Je kunt met elk punt als mid-
delpunt en elke afstand als 
straal een cirkel tekenen. 

Je ziet dat hier als het ware het 
gebruik van een 'ideale' liniaal en 
een 'ideale' passer wordt be-
schreven. In zijn boek 'De Ele-
menten' nam de Griekse wiskun-
dige £uc/ides (circa 300 v.C.) de-
ze twee axioma's, samen met nog 
een aantal andere 'grondwaarhe-
den' als uitgangspunt bij de op-
bouw van de meetkunde. Dat 
boek van Euclides is zonder twij-
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Gedeelte van een pagina uit de eerste gedrukte publicatie (in het Latijn) van de 
'Elementen' van Euclides die in 1482 te Venetië werd uitgegeven. 

Met passer en liniaal een hoek in /wee 
gelijke delen verdelen gaat eenvou-
dig. Zet de punt van de passer in het 
hoekpunt O van de hoek. Pas met een 
gedeelte van een cirkelboog twee ge-
lijke stukken OA en OB af op de benen 
van de hoek. Zet vervolgens de punt 
van de passer in A en trek boogje a. 
Trek evenzo (zonder iets aan de ope-
ning van de passer te veranderen) 
boogje b door de punt in B te zetten. 
De lijn van O naar M (het snijpunt van 
de boogjes a en bj deelt hoek AOB in 
twee gelijke delen. OM heet de bissec-
trice van hoek AOB. 

fel het meest invloedrijke wiskun-
deboek dat ooit geschreven is. 
Tot in het begin van deze eeuw is 
het bij het meetkunde-onderwijs 
in gebruik gebleven. 

Constructies 
In 'De Elementen' komen veel 
constructie-opgaven voor, en die 
worden allemaal netjes uitge-
voerd met passer en liniaal. Een 
liniaal zonder schaalverdeling, 
wel te verstaan, want in overeen-
stemming met het eerste axioma 
van hierboven mag de liniaal al-
leen gebruikt worden om de ver-
bindingslijn te tekenen van twee 
gegeven of reeds eerder gecon-
strueerde punten. Een voor de 
hand liggende, en ook door de ou-
de Grieken al gestelde vraag, is of 
je volgens die strikte spelregels 
elke denkbare constructie-opgave 
kunt oplossen. 
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De Grieken hadden hierover hun 
twijfels. Een vraagstuk dat bij 
voorbeeld problemen veroorzaak-
te, was d e trisectie van de hoek: 
geef een recept om bij een wille-
keurig gegeven hoek een hoek te 
construeren die driemaal zo klein 
is. Tweemaal zo klein is geen pro-
bleem: met passer en liniaal con-
strueer je in een paar stappen de 
bissectrice. Maar een hoek in 
drieën delen was wèl moeilijk. 
Niemand kreeg het voor elkaar, 
althans niet op een manier die in 
overeenstemming was met de 
spelregels van Euclides. 
Zo iets is natuurlijk vreemd. Waar 
ligt het aan? Was men te dom om 
een methode te vinden, of is het 
principieel onmogelijk? Pas in de 
vorige eeuw is er klaarheid geko-
men in deze zaak toen de wiskun-
dige Pierre Laurent Wantzel 
(1814-1848) in 1837 bewees dat 
zo'n klassieke trisectie onmogelijk 
is. Hij deed dat door het probleem 
eerst via coördinaten-meetkunde 
in algebraïsche termen te verta-
len, en daarna te bewijzen (met 
methoden uit de hogere wiskun-
de) dat het zo ontstane algebraï-
sche probleem geen oplossing 
heeft. 

Wat is er mogelijk? 
Natuurüjk moet je niet denken dat 
de onoplosbaarheid van het tri-
sectieprobleem ook maar iets met 
de meetkundige praktijk van alle-
dag te maken had. Het was een 
zuiver theoretisch probleem: de 
Grieken kenden zeker ook gra-
denbogen, en vanzelfsprekend 
had niemand in de praktijk moeite 
met het in drieën delen van een 
hoek. Maar de werkelijke opgave 
was natuurlijk om te doorgronden 
wat nu echt de mogelijkheden en Rijk versierde passer uit 1587 



de beperkingen van de passer-
en-liniaal-constructies waren. 
Zoals gezegd, dat is pas in de vo-
rige eeuw helemaal gelukt. Nu 
weten we precies wat er wel en 
niet mogelijk is. 

Ook van twee andere klassieke 
problemen, de verdubbeling van 
de kubus, en de kwadratuur van 
de cirkel, weten we nu zeker dat 
ze met de spelregels van Euclides 
niet uitgevoerd kunnen worden. 
Bij de verdubbeling van de kubus 
gaat het er om bij een gegeven 
kubus de lengte te construeren 
van de ribbe van een kubus met 
een twee maal zo grote inhoud. 
Het komt dus neer op het con-
strueren van een lijnstuk dat -^2 
maal zo groot is als een gegeven 
lijnstuk. En de kwadratuur van de 
cirkel vraagt bij een gegeven cir-
kel naar de constructie van een 

vierkant ('kwadraat') met dezelf-
de oppervlakte. Dat heeft dus te 
maken met het getal ii. 

Ruimere spe lrege ls 
Terug naar de trisectie van de 
hoek. Als je de spehegels ook 
maar een heel klein beetje ver-
soepelt, lukt het wel. Dan kun je 
wel zo'n passer-en-liniaal-con-
structie geven. 
Archimedes gebruikte een liniaal 
met twee merktekens en een an-
dere Griek, Nicomedes, deed het 
weer een beetje anders. Zijn me-
thode komt uiteindelijk neer op 
het gebruik van een liniaal met 
drie merktekens. 

Hoe Archimedes en Nicomedes te 
werk gingen is beschreven in de 
artikelen 'Driedeling volgens Ar-
chimedes' en 'Driedeling volgens 
Nicomedes'. n 

Trisectoren 

Een trisector is een instrument waarmee een hoek in drieën kan worden 
gedeeld. In figuur 1 en figuur 2 zijn er twee weergegeven. 



Figuur 2 

Trisector van Sylvester 
De trisector uit figuur 1 is in de twee-
de helft van de vorige eeuw ontwor-
pen door de Britse wiskundige J.J. Syl-
vester. Het punt O moet op het hoek-
punt van de in drieën te delen hoek 
worden gelegd en de rest spreekt 
voor zich. 

Zelf maken 
De trisector uit figuur 2 is gemakkelijk 
van hout of karton te maken. Het is een 
halve cirkelschijf waarop het middel-
punt M van de cirkel is aangegeven. 
Aan de cirkelschijf zijn twee rechte 
stukken bevestigd. Daarvan zijn alleen 

de vet aangegeven zi]deaAB en AC 
van belang. AC is net zo lang als de 
straal AM van de cirkel. De lengte van 
AB hangt af van de grootte van de 
hoek die in drieën moet worden ge-
deeld. Naarmate die hoek kleiner 
wordt, wordt AB langer. Of omge-
keerd. 

Gebruik 
Leg de trisector zó op de hoek die in 
drieën moet worden gedeeld, dat de 
zijde AB op het hoekpunt O van de 
hoek valt, terwijl het ene been van de 
hoek door C gaat en het andere de cir-
kelrand raakt (figuur 3). 
Zet dan bij de punten A enM een stip 
op het papier. Haal de trisector weg 
en trek OA en OM. De hoeken COA, 
AOM en MOD zijn even groot en ge-
lijk aan het derde deel van hoek COD, 
de hoek die in drieën moest worden 
gedeeld (figuur 4). 

Bewijs 
Door spiegelen in OA gaan de gebie-
den I en II uit figuur 4 in elkaar over 
(Waarom?). Door spiegelen in OM 
gaan de gebieden II en III uit figuur 4 
in elkaar over (Waarom?). D 

Figuur 3 Figuur 4 
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Nog steeds een uitdaging 

'De afgelopen veertig jaar heb ik in totaal meer dan twaalfduizend uur 
besteed aan het vinden van deze oplossing. Ik ben geen wiskundige, 

Met deze woorden begon een 69 jari-
ge inwoner van Düsseldorf zijn be-
schrijving van de 'oplossing' van de 
klassieke driedeling van de hoek. 
Hij is lang niet de enige. Honderden 
zijn hem voorgegaan, en — helaas — 
nog honderden zullen volgen. Hoewel 
de wiskundige Wantzel in 1837 be-
wees dat de klassieke driedeling on-
mogelijk is, blijft het probleem veel 

niet (voldoende) wiskundig geschool-
den bezighouden. Hardnekkig weige-
ren ze zich neer te leggen bij dat be-
wijs. Ze bUjven doorgaan met hun al-
tijd tot mislukken gedoemde pogingen 
om met passer en liniaal een hoek te 
construeren die driemaal zo klein is 
als een gegeven hoek. In de figuur is 
een typisch voorbeeld weergegeven 
van het werk van zo iemand. D 
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een wagon te dragen, maar de locomotief niet. Koppeling en ontkoppeling van 
de locomotief en de wagons moet in stilstand plaatsvinden. Het is dus niet toege-
staan om bij voorbeeld wagon A met een vaartje over de brug heen te duwen. 

Doe hetzelfde nog een keer, maar nu met een turmel op de plaats van de brug, 
waar alleen de locomotief door kan (figuur 2). n 

Figuur 2 



Halveren zonder schaalverdeling II 
In het vorige nummer hebben we beschreven hoe je een lijnstuk AB 
kunt halveren door uitsluitend een liniaal te gebruiken zonder schaal-
verdeling maar met twee evenwijdige zijkanten. Het recept was als 
volgt (figuur 1): trek een lijn 7 evenwijdig aanj^B, kies een punt V, bij 
voorbeeld aan de andere kant van 1, bepaal de snijpunten P en C? van 
VA en VB met 1, en het snijpunt S van ĵ C? en BP. Dan is het snijpunt M 
van VS en AB het midden van AB. 
Ben je er al achter waarom dat altijd klopt? We hebben je de vorige 
keer een aanwijzing gegeven door te zeggen dat je de figuur in per-
spectief moet zien. Heb je dat gedaan? 

Van tekening naar landschap 
Ons idee was om figuur 1 op te 
vatten als een deel van een per-
spectieftekening van een vlak 
landschap. We denken ons in dat 
de horizon h door V loopt, even-
wijdig aan / en aan AB (figuur 2). 
De lijnen AVenBV, die elkaar op 
de tekening in het verdwijnpunt V 
snijden, zijn dan in werkelijkheid 
evenwijdige lijnen, denk bij voor-
beeld maar aan de bermen van 
een weg. De lijnen 1 en AB die op 
de tekening evenwijdig lopen, 
doen dat in werkelijkheid ook. 

.^ -JTJWJMLOV^. '  

s 

A M B 
Figuur 2. De perspectieftekening. 
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Figuur 3. Het landsctiap-parallellogram. 

Vierhoek ABQP in figuur 2 is dus 
de perspectief-afbeelding van een 
parallellogram, en S, het snijpunt 
van d e diagonalen, is daarvan het 
middelpunt (figuur 3). Omdat 5V 
op de tekening hetzelfde ver-
dwijnpunt heeft als AV en BV (na-

melijk V), loopt SV in werkelijk-
heid ook evenwijdig aan de zijden 
AP en BO van het parallellogram, 
en dus is M inderdaad het midden 
van AB. 

In figuur 4 hebben we in beeld 
gebracht hoe je zo'n perspectief-
tekening kunt maken: op een ver-
tikaal doorzichtig scherm teken je 
wat je ziet. Je kunt het scherm 
door AB laten gaan, dan wordt AB 
in de tekening op ware grootte 
getekend, en dan zie je dat M het 
midden blijft van AB. Het oogpunt 
O kies je op dezelfde hoogte als 
V. 

Nog een ander bewrijs 
Zo'n 'ruimtelijk' bewijs vinden we 
altijd erg leuk: je hoeft eigenlijk 
niets te doen, alleen maar op de 

< i o 

Figuur 4. Het maken van een perspectieftekening. 
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Figuur 5 

Figuur 6 

juiste manier te kijken. Maar je 
kunt ook op een heel andere wijze 
aantonen dat in figuur 1 het punt 
M het midden is van AB. Zonder 
ruimtelijke figuren, maar met ver-
houdingen en puntvermenigvuldi-
gingen. Geef daartoe in figuur 1 
het snijpunt van VS en PC? ook een 
naam, bijvoorbeeld i? (figuur 5). 

Een puntvermenigvuldiging met 
centrum V voert dan het drietal 
punten (A, M, B) over in (P, R, Q). 
Hieruit volgt: 

AM:MB =PR:RO (1) 
Een tweede puntvermenigvuldi-
ging, nu met centrum S en een ze-
kere negatieve vermenigvuldi-

gingsfactor, voert het drietal (P, R, 
O) over in (B, M, A), en daaruit 
volgt 

PR : RO ^ BM : MA (2) 
Combinatie van (1) en (2) geeft 
AM:MB =BM: MA dus AM' = 
BM' en dit betekent AM = MB. M 
is inderdaad het midden vaui^B! 

Evenwijdige lijnen 
Als je in de wiskunde ergens mee 
klaar bent, is het altijd goed om 
nog eens terug te kijken om te 
zien of je al doende niet nog een 
paar extraatjes kunt meepikken. 

Wat hebben we ook al weer ge-
daan? We hebben het lijnstuk AB 
gehalveerd met behulp van een li-
niaal met twee evenwijdige zij-
kanten. 

Die twee zijkanten zitten natuurlijk 
op een vaste afstand d van elkaar. 
Met die liniaal kun je dan ook al-
leen maar paren (en dus stelsels) 
evenwijdige lijnen tekenen die op 
afstand d van elkaar liggen. 
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Een bankdirecteur aan de wandel 

De directeur van een Amsterdamse bankinstelling woont in Bloemendaal. Omdat 
het centrum van Amsterdam moeilijk met de auto te bereiken is, brengt zijn 
vrouw hem 's morgens met de auto naar het station in Haarlem. Van daar vervolgt 
hij de reis naar zijn werk met de trein. 
Elke middag verlaat hij op dezelfde tijd de bank en loopt door Amsterdam naar 
het station. Zijn trein komt steeds op een vast tijdstip in Haarlem aan, waar zijn 
vrouw hem met de auto staat op te wachten. 

In een opwelling neemt hij op een mooie dag een uur eerder vrij. Hij belt echter 
niet naar huis. In Haarlem staat zijn vrouw hem dan ook niet bij het station op te 
wachten. 
Het is toch stralend weer en daarom besluit hij de bekende route naar huis te 
voet af te leggen. In een zeker punt P tussen zijn huis B en het Haarlemse station 
ƒƒ, komt hij zijn vrouw tegen. Hij stapt in de auto en is uiteindelijk 12 minuten eer-
der thuis dan gewoonlijk. 

Hoe lang heeft de directeur gelopen? � 
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De meetkunde is een soort speelgoed dat de natuur ons gegeven heeft om or« in 
dit aardse tranendal te troosten en te vermaken. 

d'Alembert, 1750 

Met alle algebra van de wereld is men dikwijls slechts een dwaas als men ook 
niet nog andere dingen weet. 

Voltaire, 16 mei 1749, brief aan Frederik de Grote 

De wiskundigen zijn een soort Fransen: als men tot hen spreekt, vertalen zij het 
in hun taal en dadelijk krijgt het een andere betekenis. 

Goethe 

De meetkunde is wel verheven, maar toch niet geschapen voor de omgang van 
de mensen onderling. Ik laat haar graag over aan de een of andere Engelse 
dwarskop*; hij beheerse de hemel zo hij dat wil! 
Ik houd mij liever bij de planeet waarop ik woon. 

Voltaire 

* Uithaal naar Newton. D 

Optellen of...? 
1 + 3 = ... 
1 + 3 + 5 = ... ' ', 
1 + 3 + 5 + 7 = ... 
1 + 3 + 5 + 7 + 9 = ... 
1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 =.. . 

Bepaal nu de som van de eerste honderd oneven natuurlijke getallen. G 

R a n g e e r - p e r i k e l e n 1: o p l o s s i n g 

Rij met de locomotief het cirkelvormige spoor op, en duw wagon A tot op de 
brug en Iaat hem daar staan. Ga daarna met de locomotief achteruit naar B. Kop-
pel deze aan L vast en duw B naar de rand van de brug waar A aan B wordt ge-
koppeld. Trek vervolgens met L de wagons A enB langs de wissel en duw ze 
het rechte stuk op. Ontkoppel A, laat hem op het rechte stuk achter en zet B op 
de brug. Ga dan alleen met de locomotief de hele cirkel langs en trek B aan de 
andere kant van de brug af naar z'n nieuwe positie. Nu kan A opgehaald worden 
en ook op z'n nieuwe positie worden gezet. L kan zonder problemen naar het 
rechte stuk terug. 

De oplossing van het tweede probleem is iets lastiger. Maar waarschijnlijk heb 
je na de oplossing van het eerste probleem te hebben gezien, genoeg aankno-
pingspunten om het tweede probleem écht op eigen kracht op te lossen. G 
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Driedeling volgens Archimedes 

Figuur 1 

De Griek Archimedes (287-212 v.C.) bedacht een fraaie constructie om 
een hoek te maken die driemaal zo klein is als een willekeurige gege-
ven hoek a (figuur 1). Zoals voorgeschreven, maakte hij alleen gebruik 
van een passer en een liniaal. Maar... op die liniaal moesten twee merk-
tekens worden gezet. En dat was niet helemaal volgens de spelregels 
die de oude Grieken zich hadden opgelegd. Je zou dus kunnen zeggen 
dat Archimedes een beetje vals speelde. 

Beschrijving 
Zet op de liniaal twee streepjes 
(figuur 1). Plaats de punt van de 
passer in het hoekpunt van de 
hoek en trek een cirkel met als 
straal de afstand tussen die twee 
streepjes. Leg daarna de liniaal 
zo, dat de streepjes precies te-
recht komen op één been van de 
hoek (in figuur 1 is dat been iets 
verlengd) en op de cirkel, terwijl 
de liniaal ook nog gaat door het 
snijpunt van het andere been met 
de cirkel. De hoek tussen de lini-
aal en het (verlengde) been van 
de gegeven hoek waar één van 
de streepjes op kwam, is dan de 
gevraagde hoek. 
Het is misschien even een ge-
schuif om de liniaal keurig op z'n 

plaats te krijgen, maar verder... 
Geen kunst aan zou je zeggen. 

Bewijs 
Net als de constructie is het ook 
niet moeilijk te bewijzen dat de 
genoemde hoek inderdaad pre-
cies driemaal zo klein is als de ge-
geven hoek a. 
Trek de straal naar het punt van 
de cirkel waar één van de streep-
jes van de liniaal terecht is geko-
men (figuur 2). Geef gelijke hoe-
ken en gelijke lijnstukjes met 
aparte tekentjes aan. Laat zien dat 
de hoeken met twee stippen in-
derdaad ook tweemaal zo groot 
zijn als de hoeken met één stip, en 
de rest spreekt voor zich. Ga maar 
na. 
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Figuur 2 

Iets lastiger 
Wanneer de gegeven hoek a iets 
groter is dan 90°, zullen construc-
tie en bewijs net zo verlopen als 
in de figuren 1 en 2 waar a scherp 
is. Als de gegeven hoek a véél 
groter is dan 90°, treden er kleine 
veranderingen op. Na wat ge-
schuif gaat de liniaal nog wel door 
het snijpunt van het andere been 
met de cirkel, maar dit punt komt 
tussen de streepjes te liggen. 

Voer de constructie maar eens uit 
voor de gegeven hoek van figuur 
3. 

Bewijs dat met de constructie ech-
ter nog steeds een driemaal zo 
kleine hoek wordt verkregen. 

Voor welke hoek a gaat de liniaal 
precies op de plaats van het twee-
de streepje door het snijpunt van 
het andere been met de cirkel? D 

cx̂  

Figuur 3 
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Gevraagd: een driehoeks-formule 

4/l /3ix| + |2y+ l | + | 2 y - l | = 4 

V i V ^ - W • V 1 - W/V3 - |y| = O 

De zesfioekige plattegrond van Blokzijl: getekend door Joan Blaeu. ca. 1650. 
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Driedeling volgens Nicomedes 
Een tijdgenoot van Archimedes, de Griek Nicomedes, was ook sterk in 
het verzinnen van trucjes. Zo bedacht hij op zoek naar de driedehng 
(trisectie) van de hoek een vernuftig instrument, de schuüliniaal. In 
plaats daarvan kan echter net zo goed een liniaal met drie merktekens 
worden gebruikt. 

De schuifliniaal 
Een rechte staaf (de liniaal 1) kan 
draaien om een scharnierpunt O 
(figuur 1). Om de staaf kan een 
smalle koker PC? (met vaste lengte 
k) heen en weer schuiven. In Q is 
een schrijfstiftje bevestigd. 
Stel dat de rechte r (de richtlijn) 
een lage opstaande rand is. Als bij 
het verdraaien van / de koker PC? 
met een pin onder het uiteinde P 
tegen de richel r aangedrukt 
wordt gehouden, dan beschrijft 
het andere uiteinde Q een krom-
me. 

Het instrument kan worden geper-
fectioneerd (bij voorbeeld met 
verstelbare pinnen die door sleu-
ven schuiven, enzovoort), maar je 
begrijpt zo de bedoeling wel. 

Conchoïde van Nicomedes 
De kromme die door O wordt be-
schreven als P de rechte r door-
loopt, wordt conchóide genoemd 
{— schelplijn, afgeleid van het La-
tijnse concha — schelpdier). 
Deze kromme wordt bepaald door 
de ligging van het schamierpimt 
O en die van de richtlijn r (hun on-
derlinge afstand is d) en door de 
lengte k van de koker PC?. 
Trek de rechte m door O lood-
recht o p r (figuur 1). Duidelijk is 
nu: 
— De (loodrechte) afstand van 

een punt van de conchoïde tot 

Figuur 1 

de richtlijn r is maximaal als de 
liniaal 1 langs m valt; 

— De kromme is symmetrisch ten 
opzichte vanm; 

— De schelplijn heeft de richtlijn 
als asymptoot. 

Trisectie van een scherpe 
hoek 
In figuur 2 is aangegeven hoe vol-
gens Nicomedes met de conchoï-
de een hoek AOB in drie gelijke 
stukken kan worden verdeeld. 
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Figuur 2 I 
Beschrijving Laat uit een punt B 
een loodlijn BC op OA neer. Trek 
een rechte BD evenwijdig aan OA. 
Leg het scharnierpunt van de 
schuifliniaal in het hoekpunt O van 
de gegeven hoek. Teken vervol-
gens de conchoïde met BC als 
richtlijn en kokerlengte k = 
2 X OB. Noem de snijpunten van 
OA en BD met de conchoïde E 
respectievelijk C?. 
Trek de rechte OC?. Dan is hoek 

AOQ driemaal zo klein als hoek 
AOB. 

Bewijs Geef het snijpunt tussen 
de richtlijn BC en OC? aan met P 
en trek een (hulp)lijn van B naar 
het midden M van PC? (figuur 3). 
Nu is C£ =PC? = 2 X OB ( = k, de 
kokerlengte van de schuifliniaal). 
Verder geldt OB^PM=MQ = 
BM. De laatste gelijkheid volgt uit 
de bekende stelling dat in een 

/ 

• 

M 

^ 

/ P ^ 1 
Z-^^^'^9 n 
0 A 

i 
E 

Figuur 3 
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rechthoekige driehoek (in dit ge-
val driehoek PC?B) de zwaartelijn 
naar de schuine zijde gelijk is aan 
de helft van de schuine zijde. 
Eenvoudig is na te gaan dat de 
drie hoeken met één stip gelijk 
zijn. Verder zijn de twee hoeken 
voorzien van twee stippen gelijk 
aan elkaar en bovendien precies 
tweemaal zo groot als de hoeken 
waar één stip in staat. En daarmee 
is het bewijs geleverd, zoals in 
hoek AOB is te zien. 

Eenvoudiger 
Eigenlijk zijn de schuifliniaal en 
de conchoïde helemaal niet nodig. 
De trisectie-methode van Nicome-
des kan eenvoudiger en lijkt dan 
zelfs veel op die van Archimedes 
(zie het artikel 'Driedeling vol-
gens Archimedes'). Er is alleen 
maar een liniaal nodig met geen 
andere merktekens dan drie 
streepjes op onderling gelijke af-
standen. 
Pas de afstand tussen twee opeen-
volgende streepjes af langs één 
van de benen van de in drieën te 
delen hoek (figuur 4). Eén streep-
je komt precies in het hoekpunt; 

23 

Figuur 4 

het volgende in een punt B op het 
betreffende been. Trek van uit dat 
punt B een lijn evenwijdig aan én 
een lijn loodrecht op het andere 
been. 
Leg daarna de liniaal zo neer dat 
hij gaat door het hoekpunt en dat 
de twee buitenste streepjes pre-
cies terechtkomen op de loodlijn 
naar en de lijn evenwijdig aan dat 
andere been (figuur 5). Dat is al-
les! D 



2000 jaar onopgemerkt 
De rechte die een hoek in twee gelijke stukken verdeelt, heet bissectri-
ce. 
De twee rechten die een hoek in drie gelijke stukken verdelen, heten 
trisectrices. 
Een bekende stelling luidt: 

In een willekeurige driehoek gaan de drie bissectrices door één 
punt (figuur 1). 

Valt er over de trisectrices in een driehoek ook iets dergelijks te ver-
melden? 

Figuur 1 Figuur 2 

Naar de driedeling (trisectie) van 
de hoek is vanaf de Griekse meet-
kunde veel onderzoek verricht 
(zie het artikel 'Met passer en lini-
aal'). Toch is een verrassende ei-
genschap door de eeuwen heen 
steeds aan de aandacht van al die 
wiskundigen ontsnapt. 

Pas omstreeks 1904 ontdekte de 
Amerikaanse wiskundige Frank 
Morley (1860-1937) een stelling 
betreffende de zes trisectrices in 
een driehoek. Morley sprak daar 
over met bevriende Engelse wis-
kundigen en pas twintig jaar later 
zou hij de stelling publiceren. On-
dertussen was de stelling 'heront-
dekt' en was er in 1909 een be-
wijs voor geleverd. 

Stelling van Morley 
In een willekeurige driehoek vor-
men de drie snijpunten van aanlig-
gende trisectrices de hoekpunten 
van een gelijkzijdige driehoek (fi-
guur 2). 

Opmerkmg ledere trisectrice 
snijdt de vijf andere. De zes tri-
sectrices in een driehoek j'lBC le-
veren dus in totaal (6 X 5)/2 = 15 
snijpunten (waaronder de hoek-
punten A,Ber\.C van de drie-
hoek). Uit figuur 3 of 4 is wel op 
te maken welke drie speciale snij-
punten D, E enF door Morley 
worden bedoeld. 
Andere snijpunten, zoals bij voor-
beeld K, L enM worden gebruikt 
in het bewijs dat hier niet wordt 
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A B 

Figuur 3 

Figuur 4 

gegeven. Voor een uitgebreide het boek 'Hoofdstukken uit de ele-
behandeUng wordt verwezen naar mentaire meetkunde' van O. Botte-
'Een schoonheidsprijs voor een ma (Epsilon uitgaven, Utrecht) pa-
stelling?' in Pythagoras 19-2 en gina 48-50. D 
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Pythagoras 
Olympiade 
Nieuwe opgaven 
Oplossingen vóór 31 mei insturen naar: Pythagoras Olympiade, Marinus 
dejongstraat 12, 4904 PL OOSTERHOUT (NB). Vermeld op elk (éénzij-
dig beschreven) vel je naam, adres, geboortedatum, school, schooltype 
en klas. Verder moet elke oplossing op een nieuw vel beginnen, want 
we corrigeren ze afzonderlijk. We bekijken alleen goed leesbare oplos-
singen die volledig zijn uitgewerkt, met verklarende tekst in goed lo-
pende zinnen. Verdere informatie over de wedstrijd vind je in nummer 
1 van deze jaargang op bladzijde 24. 

PO 108 
Bewijs dat 

3 1988^3 1988 

deelbaar is door 17. 

PO 109 
Gegeven is een scherphoekige drie-
hoek ABC. In het hoogtepunt H van de 
driehoek richt men een halfrechte h 
op, loodrecht op het vlak van de drie-
hoek. 
Bewijs dat er een punt O op A is zo, 
dat de lijnen OA, OB en OC elkaar in 
O loodrecht snijden. D 

Een prikkelende grafiek: oplossing 
Vergelijkingen (b) en (c) leveren de gewenste roosterpunten-grafiek. 

Immers (cos2nx) • v'(cos21 \y) = 1 (vergelijking (b)) levert cös2nx = +1 en 
cos2lly = +1. Verder leidt cos2nx = +1 tot cos2nx = cosO, dus 2n!f = O + 2fcn 
(ie e 2 ) . Hieraan voldoet elk geheel getal x. Hetzelfde geldt voor cos2Uy = +1. 
Alle paren (,x,y) S Z X 2 zijn dus juist de oplossingen van vergelijking (b). 
Dat vergelijking (c) de gewenste roosterpunten-grafiek levert kun je nu zelf wel 
controleren. 

Aan de vergelijkingen (a) en (d) voldoen ook de punten met cos2rLx = cos2n/ 
- -1 . Naast de roosterpunten krijgen we dan de punten (x,y) = ('+m,'+n) met 
m,n G Z ongewild cadeau! D 

oD 

26 



Nederlandse 
Wiskunde 
Olympiade 

O p l o s s i n g e n T w e e d e R o n d e 1987 

1 Bepaal alle drietallen (a, b, c) van positieve gehele getallen die voldoen aan 
a'=2^ + c' waarbij tevens geldt dat a oneven is. 

Oplossing 
a^ = 2'̂  + c\ dus a' —c' = 2" en (a — c^) (a + c') = 2̂ =. 
Hieruit volgt dat er gehele getallen p, q zijn met p s o, qr ̂  i zo dat a — c^ = 
2P,a +c2 = 2P '̂ï (*) 
OpteUen: 2a = 2P( 1 + 2"?). 
Omdat a oneven is, volgt hieruit p = 1, dus a = 1 + 2"?. 
Aftrekken van (*) geeft nu 2c^ = 2.(29—1), dus c^ + 1 = 2"?. 
Omdat qr& 1, is c oneven. Stel c = 2d + 1. Dan (2d + l)' ' + 1 = 2'3' en id'- + 
4d f 2 = 2'ï. Het linkerlid is een viervoud + 2, het rechterlid is een viervoud, 
tenzij q = 1. 
Dan is 4d2 + 4d = O, dus d = 0. Conclusie: a = I + 29 = 3 

i3 = 2p + qr = 3 
C = 2 d + 1 = 1. 

2a Bewijs dat voor alle x>0 geldt 

— <^/x+ 1 — ,Jx<~—. 
2 v . x + I Z\/x 

b Bewijs dat voor alle gehele getallen n È 2 geldt dat 

n 1 
Kisjn— X <2 . 

k=\ sjk 

Oplossing 
a 1 = ( v x + 1 — \Jx) (\Jx + \ + sjx), dus de ongeUjkheid volgt uit 

^ < '- < ^ - . 
2^^+! ^Jx+ 1 -\- sJx 2^Jx 
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b Uit a volgt: 

n-1 
I — i <(J 2-J n + (N/3-X/ 2> + ... + (N/TI - XAM") = 

k=\Zs/kT\ 

n-l 1 
= V i - 1 < X 

A-=l2v'^ 

De eerste ongeUjkheid kan geschreven worden als (vervang k+1 door k): 

n \ n \ 
I I < ,y/i - 1 en hieruit volgt Z < 2 v ^ n - l (*) 

k=2 sjk k=l\/k 

71-1 1 
De tweede ongelijkheid geeft 2\Jn- S < 2 dus ook 

A:=l V* 

n 1 (**) 

Combinatie van (*) en (**) voltooit het bewijs. 

3 In het platte land Pentagoiüë leven twee soorten wezens: de spitsen (S) en 
de Botten (B). 
Ze hebben allemaal de vorm van een geUjkbenige driehoek: de spitsen heb-
ben een tophoek van 36°, de Botten een tophoek van 108° (figuur la). 
Elk jaar op Grote Verdelingsdag (11 september) verdelen ze zich in stukken: 
elke S in twee kleinere S'en een B; elke B in een S en een B (figuur Ib). In de 
loop van het jaar groeien ze dan weer tot volwassen proporties. In een ver 
verleden is de bevolking ontstaan uit één B-wezen. Sterfgevallen komen niet 
voor. 
Onderzoek of de verhouding tussen het aantal Spitsen en het aantal Botten op 
den duur tot een limietwaarde nadert en zo ja, bereken dan die limietwaarde. 

S \ B " 

Figuur 1a Figuur 1b 
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Oploss ing 
Noem de aantallen S en B in het n-de jaar respectievelijk S„ en B„, dan kun-
nen w e d e v o l g e n d e tabe l opste l len: 

77 B„ s. 

0 1 0 0 
1 1 I 1 
2 2 3 1,5 
3 5 8 1,6 
4 13 21 1,615 
5 34 55 1,6176 

Dit wekt het vermoeden dat in de rij 
B ai ̂  o< B i, S i, B 2^, S 2^,... 
elke term ontstaat als som van de twee voorafgaande termen. Inderdaad 
volgt uit de formulering van de opgave 
S„, i = B, + 2S, = B„ + s^ + S„ = B„,,+S, 
enB„ + i = B„ + S„. 

Schrijf de rij daarom in de vorm 
Xo,x„x^,X3,Xi,... (zodatx^n = B„,X2„+ 1= S J . DaTi geldt: 

Xa= l,Jfi = 0. 1 (*) 

Het gaat nu om de quotiënten qr̂  = " "̂  ^ (in het bijzonder voor even 71). 

Delen we (*) doorxn + 1, dan zien we dat (?„ , 1 = 1 + ; ^ (71 s 2) 

7ne/ q2= 1. Het is duidelijk dat qfn > 1 voor alle 71 > 2. 
(**) 

Nadert q^ tot een limiet a/s 71 — °o? 
Als zo'n limiet bestaat: L =lim q„, dan volgt uit (**) dat L = 1 + — 
(laat 71-OC in (**)) . " - " j + /g ^ 
Deze vergelijking heeft twee oplossingen: L = — . 

(***\ 

Alleen de oplossing met het plusteken kan voldoen, dus als de limiet L 

1 + J5 
bestaat, dan moet gelden dat L = lim q = — . 
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I + v/s 
Definieer nu inderdaad L = — . Omdat (***) geldt, kunnen we de ver-
gelijkingen (**) en (***) van elkaar aftrekken: 

q„ + i - i = ( l + - ^ ) - ( I + ^ = ^ i - ( q „ - L ) . 

Het verschil | q„-L\ wordt dus bij elke stap met een factor 

1^^^—I < ^ = 0,618... 

verkleind, zodat lim (q„ - L) = O, dus lim qrn = L en ook 

Sn 
lim — - lim 
71 — °c B 71 — 

<j2n 
1 + VS 

4 Op elk zijvlak van een regelmatig viervlak met ribben van lengte 1 con-
strueert men precies zo'n viervlak. Zo ontstaat een twaalfvlak met 8 hoekpun-
ten en 18 ribben. 
We denken ons in dat het twaalfvlak hol is. 
Bereken de lengte van het grootste lijnstuk dat geheel binnen dit twaalfvlak 
past. 
Motiveer je antwoord. 

Figuur 1 
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Redactioneel 
De artikelen 'Met passer en liniaal', 'Driedeling volgens Archimedes', 
'Driedeling volgens Nicomedes' en '2000 jaar onopgemerkt' gaan over de 
trisectie (driedeling) van de hoek. Hoewel deze artikelen los van elkaar 
gelezen kurmen worden, is het raadzaam om ze in bovengenoemde volg-
orde door te nemen. Het artikel 'Met passer en liniaal' is dan te beschou-
wen als een soort inleiding op de volgende drie artikelen. 
In dit nummer ook een prijsvraag waarmee twee boekebonnen zijn te ver-
dienen. Zie het artikel 'Gevraagd: een driehoeks-formule'. 

In het volgende nummer komen we min of meer terug op het artikel 'Drie-
koorden-steUing' uit het vorige nummer en nog even op het artikel 'Daken 
en dodekaëders' uit nummer 1 van deze jaargang. 
Verder gaan we aan de slag met (de stelling) van Pythagoras en met een 
onmogelijke puzzel. o 

Een bankdirecteur aan de wandel: oplossing 

De directeur heeft S4 minuten gelopen en van de zon kunnen genieten. 
Let echter niet te veel op hem. Zijn vrouw is namelijk óók 12 minuten eerder 
thuis. Zij heeft die tijd uitgespaard, omdat zij niet met de auto van P naar H (en 
omgekeerd) hoefde te rijden. 
Als de vrouw haar man niet in P had opgemerkt en was doorgereden, zou zij 6 
minuten later op het vaste tijdstip bij het station in Haarlem zijn geweest. Op dat 
ogenblik zou de directeur precies één uur wandelen! De vrouw ziet haar man 
echter wel in P, en dus heeft de directeur 1 uur min 6 minuten in de zon gewan-
deld. D 

Uitgave onder toezicht van de Nederlandse Onderwijscommissie voor 
Wiskunde. 

Lay-out: Klaas Lakeman, Amsterdam. 
Tekenwerk: Hans van Kuyk, Amsterdam. 
Foto's en andere illustraties: Alpha, Berlijn (Oost-Duitsland)(omslag); 
Klaas Lakeman, Amsterdam (blz. 2, 5, 10, 11, 12, 16, 17, 21, 22, 23, 24, 
25); Squaring the circle, Hobson e.a., Chelsea 1969 (blz. 4); The Mathe-
matical Intelligencer 5, 1983 (blz. 6); W. F. Kroeze, Den Haag (blz. 8); 
Peter Bata (blz. 9, 14); Jan van de Craats, Oosterhout (NB) (blz. 11, 26, 
28, 30, 31); Hessel Pot, Woerden (blz. 13, 18, 19, 20). 

"̂^ 1988 Redactie Pythagoras - ALLE RECHTEN VOORBEHOUDEN, NADRUK OF WEER-
GAVE, GEHEEL OF GEDEELTELIJK, IN WELKE VORM DAN OOK, ZONDER TOESTEM-
MING VAN DE REDACTIE VERBODEN. 
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Pythagoras wiskunde tijdschrift voor jongeren 
Redactie: Jan van d e Craats, Klaas Lakeman, Hans d e Rijk. 
Medewerkers: Popke Bakker, Gerard Bauerle, F. van der Blij, 

Niels M. Buizert, Hans Lauwerier, Hesse l Pot. 
Redactiesecretariaat: Klaas Lakeman, Comel is Krusemanstraat 60", 

1075 NS Amsterdam (NL). 

Inhoud jaargang 27, nummer 3 
Met passer en liniaal / 1 

Jan van de Craats/ 
Klaas Lakeman 

Kruis-tal-puzzel 11/ 8 
W. F. Kroeze 

Rangeer-perikelen 1/8 , 15 
Klaas Lakeman 

Halveren zonder schaalverdeling / 10 
Niels M. Buizer/Jan van Craats/ 
Klaas Lakeman 

Een lijngrafiek met één los punt / 13 
Niels M. Buizert 

De oppervlakte van een cirkel is flr', 
en.... / 13 
Klaas Lakeman 

Een bankdirecteur aan de 
wandel / 14, 32 
Niels M. Buizert 

Citaten / 14 
Niels M. Buizert 
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OpteUen of....? / 15 
Klaas Lakeman 

Driedeling volgens Archimedes / 16 
Klaas Lakeman 

Gevraagd: een driehoeksformule / 18 i 
Niels M. Buizert/Hessel Pot 

Driedeling volgens Nicomedes / 21 
Niels M. Buizert/Klaas Lakeman 

2000 jaar onopgemerkt / 24 
Niels M. Buizert 

Pythagoras Olympiade / 26 
Jan van de Craats 

Een prikkelende grafiek: 
oplossing / 26 
Niels M. Buizert 

Nederlandse Wiskunde 
Olympiade / 27 
Jan van de Craats 

Redactioneel / 32 

Pythagoras verschijnt zesmaal per 
schooljaar; opgave van abonnementen 
bij de uitgever (zie onder). 

Abonnementen zijn doorlopend, tenzij 
voor 1 september schrifteUjk bij de uit-
gever is opgezegd. 
Bij tussentijdse abonnering ontvangt 

men ook de reeds verschenen num-
mers. Betaling per acceptgirokaart. 

Tarieven NLG/BEF 
Abonnement Pythagoras 2 0 , - / 3 6 5 
Inclusief Archimedes 3 6 , - / 6 6 0 
Losse nummers 5,—/ 90 
Luchtposttoeslag 1 0 , - / 2 0 , -
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