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De Kkip en het ei

Figuur 1. Dodekaéder. Figuur 2. Icosaéder.

Aan het regelmatig twaalfviak (dodekaéder) is deze jaargang al eerder
aandacht besteed (Pythagoras 27-1 en 27-4). Het bezit 12 zijvlakken (al-
lemaal regelmatige vijfhoeken), 20 hoekpunten en 30 ribben. Anders
gezegd: Z=12, H=20 en R=30, met Z, H en R achtereenvolgens het aan-
tal zijvlakken, hoekpunten en ribben. Tel alles nog maar eens rustig na
in figuur 1.

Een broertje (of zusje) van het regelmatig twaalfvlak is het regelmatig
twintigvlak (icosaéder). Daarvoor geldt Z=20, H=12 en R=30. Tel ook
dat maar weer rustig na in figuur 2.

De waarden die Z, H en R in beide veelvlakken aannemen, vertonen
veel overeenkomst. In beide gevallen heeft R dezelfde waarde, terwijl
de waarden van Z en H zijn verwisseld. Dit laatste is niet alleen een
kwestie van waarden verwisselen, maar de hoekpunten en zijvlakken
van beide veelvlakken kunnen ook écht worden verwisseld.

Van twaalf- naar twintigvlak
De overgang van een regelmatig
twaalfvlak naar een regelmatig
twintigvlak is aangegeven in fi-
guur 3. Steeds worden de middel-
punten van aangrenzende zijvlak-
ken van het twaalfvlak met elkaar
verbonden.

Omdat elk van de 12 vijfhoekige
zijvlakken een middelpunt heeft,
komen er 12 hoekpunten. Elk vijf-
hoekig zijvlak van het twaalfvlak
gaat zo dus over in een hoekpunt
van het regelmatig twintigvlak. Figuur 3

W

!

>

2N

h

L
ip
I
AN




Bij het twaalfvlak komen in ieder
hoekpunt drie vijfhoeken samen.
De middelpunten van de drie vijf-
hoeken die in een hoekpunt sa-
menkomen, vormen een regelma-
tige driehoek. Het twaalfvlak heeft
20 hoekpunten, dus er zijn ook 20
van die regelmatige driehoeken.

Kortom, elk hoekpunt van het
twaalfvlak gaat als het ware over
in een zijvlak van het twintigvlak.
Het hoekpunt van het twaalfvlak
'zweeft’ in de tekening (figuur 3)
boven het bijbehorende driehoe-
kig zijvlak van het twintigvlak.

Dat het regelmatig twaalfvlak en
het regelmatig twintigvlak even
veel ribben hebben, is ook mooi
in figuur 3 te zien. Steeds kruist
een ribbe van het twaalfvlak over
een ribbe van het twintigvlak.

Terug

De overgang van het regelmatig
twintigvlak naar het regelmatig
twaalfvlak gaat op dezelfde ma-
nier. De middelpunten van twee
aangrenzende driehoekige zij-
vlakken van het twintigvlak met
elkaar verbinden, enzovoort. In fi-
guur 4 is alles netjes weergege-
ven. Loop maar na.

Duaal

Het regelmatig twaalfvlak en het
regelmatig twintigvlak verhouden
zich tot elkaar dus min of meer als
de kip en het ei. Uit de een komt
de ander voort, en omgekeerd.

Wiskundig wordt dat wat anders
gezegd. Men vat dat kip-en-ei-ge-
doe samen met het woordje duaal.
Men zegt dan ook: Het regelmatig
twaalfvlak en het regelmatig twin-
tigvlak zijn duaal.
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Figuur 4

Even blazen

Stel dat ergens aan het regelmatig
twintigvlak van figuur 3 een slan-
getje zit. En stel dat daarmee dat
regelmatig twintigvlak wat kan
worden opgeblazen. Neem ook
aan dat tijdens het blazen het re-
gelmatig twintigvlak overal gelijk-
matig uitzet.

Nu maar blazen. Meteen komen
bij alle 12 vijfhoekige zijvlakken
van het twaalfvlak de hoekpunten
van het twintigvlak naar buiten.
Nog even blazen. Het twintigvlak
wordt groter en groter. Op zeker
moment zullen de ribben van het
twintigvlak en het twaalfvlak el-
kaar niet meer kruisen, maar snij-
den. Dat is het sein om op te hou-
den met blazen.

Nog even blazen

Stel dat met het regelmatig twaalf-
vlak van figuur 4 hetzelfde kan
worden gedaan. Dus blazen maar
weer, en stoppen zodra het
twaalfvlak z6 groot is dat de rib-
ben van het twaalfvlak en het
twintigvlak elkaar niet meer krui-
sen, maar snijden.
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Figuur 5

Ineengevlochten

Het resultaat van al dat geblaas is
in beide gevallen hetzelfde: figuur
5. Een regelmatig twintigvlak en
een regelmatig twaalfvlak keurig
netjes ineengevlochten!

Bekijk ook figuur 5 maar eens rus-
tig. Alles van het twaalfvlak is
gearceerd, geblokt of zwart. Alles
van het twintigvlak is wit.

Piramiden

Wat na even kijken wel op moet
vallen, is dat het veelvlak van fi-
guur 5 ook op andere manieren is
te verkrijgen. Hoe? Denk maar
eens aan de daken en dodekaé-
ders uit nummer 1 van deze jaar-
gang.

Ga uit van een regelmatig twintig-
vlak (figuur 2) en zet op elk zij-
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vlak een driezijdige piramide. In
figuur 5 is zo’n piramide juist hele-
maal gearceerd en geblokt.

Of... ga uit van een regelmatig
twaalfvlak (figuur 1) en zet op elk
vijfhoekig zijvlak een vijfzijdige
piramide (figuur 6). In figuur 5 is
zo'n vijfzijdige piramide helemaal
wit.

De afmetingen van beide soorten
piramiden zijn in een apart stukje
te vinden.

Figuur 6




Afmetingen van de piramiden

De afmetingen van de piramiden volgen uit bijgaande figuur. Daarin is
nogmaals het ineengevlochten veelvlak opgenomen. Daaruit zijn telkens
delen gelicht (A, B, C en D). Door alleen maar te kijken waar die van-
daan komen, zijn de meeste afmetingen zo op te schrijven. Voor slechts
één afmeting is echt wat rekenwerk nodig.




Driezijdige piramiden
Stel de lengte van de ribben van het
regelmatig twintigvlak gelijk aan 2a.

A is een zijvlak (met piramide) van het
twintigvlak. Dat zijvlak is een gelijkzij-
dige driehoek; lengte van de zijden

2a. Het grondvlak van een driezijdige
piramide is een driehoek die wordt
gevormd door de middens van de zij-
den van zo’n zijvlak. Dat grondvlak is
dus ook een gelijkzijdige driehoek. De
lengte van de zijden is a.

B is een opstaand zijvlak van een drie-
zijdige piramide. Dit is een gelijkbeni-
ge driehoek met basis a en een top-
hoek van 108°. Immers die tophoek
moet gelijk zijn aan de hoek van een
zijvlak van het regelmatig twaalfvlak.
En zo’n zijvlak is een regelmatige vijf-
hoek.

De halve tophoek in B is 54°. Er geldt

1
sin54° = A
b's

of na even omwerken

s 2a - g

Vijfzijdige piramiden

C is een zijvlak (met vijfzijdige pirami-
de) van het regelmatig twaalfvlak. De
lengte van de zijden hiervan volgt uit
B. Ze hebben lengte 2x dus ongeveer
1,236 a.

Door A, B en C met elkaar in verband
te brengen wordt duidelijk dat het
grondvlak van een vijfzijdige piramide
een regelmatige vijfhoek is met a als
lengte van de zijden.

D is een opstaand zijvlak van een vijf-
zijdige piramide. Dit is ook terug te
vinden in A. Zo'n opstaand zijvlak is
dus een gelijkzijdige driehoek met zij-
den a. a

Weer kip en ei

Ho, maar wacht eens even. Dit
geeft een andere mogelijkheid om
van een regelmatig twaalfvlak
over te gaan naar een regelmatig
twintigvlak, en omgekeerd.

Eerst maar weer van twaalf- naar
twintigvlak. Zet op elk zijvlak van
een regelmatig twaalfvlak (figuur
1) een vijfzijdige piramide, zodat
het veelvlak van figuur 5 ontstaat.
Snij daar vervolgens 20 keer een
driezijdige piramide van af. Resul-
taat: het volledig 'witte’ regelma-
tig twintigvlak.

Nu nog van twintig- naar twaalf-

vlak. Dat gaat op dezelfde manier.
Zet eerst op een regelmatig twin-
tigvlak (figuur 2) driezijdige pira-

miden, zodat het veelvlak van fi-
guur 5 wordt verkregen. Snij daar
nu 12 vijfzijdige piramiden van af.
Resultaat: het volledig 'gearceer-
de, geblokte en zwarte’ regelma-
tig twaalfvlak.

Alle piramiden weg

Het ligt voor de hand om eens te
gaan kijken wat er van het veel-
vlak van figuur 5 overblijft als alle
piramiden er af worden gesne-
den. Dat is een veelvlak opge-
bouwd uit de grondvlakken van
die piramiden (figuur 7). Dat zijn
12 regelmatige vijfhoeken en 20
regelmatige driehoeken.

In elk van de 30 hoekpunten ko-
men steeds twee driehoeken en
twee vijfhoeken samen. Alle 60




Figuur 7. Icosidodekaéder.

ribben zijn even lang. Voor zo ver
dat laatste niet meteen duidelijk
is, volgt het uit de berekeningen
van de afmetingen van de pirami-
den!

Dit veelvlak is de icosidodekaé-
der. Denk maar aan icosaéder en
dodekaéder! In figuur 8 is de ico-
sidodekaéder in 'doorzicht’ weer-
gegeven. Dat maakt het mogelijk
om alles nog eens rustig na te tel-
len: Z=32 (op te splitsen in Z,=20
en Z,—=12), H=30 en R=60.

Voor de volledigheid ten slotte
nog een uitslag of netwerk (figuur
9) dat als uitgangspunt kan dienen
om zelf een icosidodekaéder te
maken.

Figuur 9
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Figuur 8

Ruiten dertigvlak

Een broertje (of zusje) van de ico-
sidodekaéder is het ruiten dertig-
viak. (Wordt al een beetje duide-
lijk waar dit naar toe gaat?) Het
wordt verkregen uit het veelvlak
van figuur 5 door de toppen van
de vijfzijdige piramiden te verbin-
den met de toppen van de omlig-
gende driezijdige piramiden. Om
dat na te kunnen gaan zijn in fi-
guur 10A en 10B beide veelvlak-
ken even groot in dezelfde stand
afgebeeld.

Het ruiten dertigvlak heeft — de
naam zegt het al — dertig zijvlak-
ken; allemaal congruente ruiten.




Figuur 10




Daaruit volgt dat ook alle 60 rib-
ben even lang zijn. De twee
scherpe hoeken van zo’n ruit zijn
63°26’ en de twee stompe hoeken
116°34'.

De diagonalen van de ruiten zijn
precies de ribben van het ineen-
gevlochten twaalfvlak en twintig-
vlak. De korte diagonalen zijn de
ribben van het regelmatig twaalf-
vlak, de lange die van het regel-
matig twintigvlak. Dit is ook mooi
na te gaan aan de hand van figuur
10.

In een aantal van de 32 hoekpun-
ten komen 5 ruiten samen en in
een aantal 3 ruiten. In hoeveel
hoekpunten 5 en in hoeveel hoek-
punten 3? Tel maar na in figuur 11.
Daarin is het ruiten dertigvlak in
"doorzicht’ weergegeven. Dat

Figuur 11

maakt het trouwens ook weer mo-
gelijk om alles rustig na te tellen:

2=30. H=32 en R=60.

Kip en ei bij de andere regelmatige veelvlakken

In het artikel is aangetoond dat het regelmatig twaalfvlak en het regel-
matig twintigvlak in elkaar over kunnen gaan. Met een kip-en-ei-con-
structie worden de hoekpunten en zijvlakken als het ware verwisseld.
Hoe zit dit bij de andere drie regelmatige veelvlakken, de kubus, het re-
gelmatig achtvlak en het regelmatig viervlak?

Eerst tellen

Om daar achter te komen moeten
eerst de waarden voor Z, H en R wor-
den bepaald. Voor de kubus (figuur 1)
geldt Z=6, H=8, R=12. Voor het regel-
matig achtvlak (figuur 2) geldt Z=8,
H=6, R=12. En voor het regelmatig
viervlak (figuur 3) geldt ten slotte
Z=4, H=4, R=6.

Kubus en achtvlak

Uit de waarden voor Z, H en R volgt
dat de kip-en-ei-constructie op de ku-
bus en het regelmatig achtvlak van
toepassing is (figuur 4 en figuur 5).
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Steeds maar de middelpunten van
twee aangrenzende zijvlakken met el-
kaar verbinden, enzovoort.

Viervlak

Voor het regelmatig viervlak blijft
niets meer over. Uiteindelijk zijn er
maar vijf regelmatige veelvlakken. Ge-
lukkig is er ook geen ander veelvlak
nodig. Want wat levert een kip-en-ei-
constructie bij het regelmatig viervlak
op (figuur 6)? Een ander (kleiner) re-
gelmatig viervlak! Was ook meteen op
te maken uit de waarden voor Z, H en
R. O




Figuur 1 Figuur 2

Figuur 3 Figuur 4

Figuur 5 Figuur 6




Voor de volledigheid ten slotte
ook maar weer een uitslag of net-
werk (figuur 12) dat als uitgangs-

 punt kan dienen om zelf een ruiten
dertigvlak te maken.

Nogmaals kip en ei

Vergelijk de waarden voor Z, H en
R van de icosidodekaéder en het
ruiten dertigvlak met elkaar. Icosi-
dodekaéder: Z=32, H=30 en
R=60. Ruiten dertigvlak: Z=30,
H=32 en R=60. Inderdaad, het
kip-en-ei-verhaal is ook op deze
twee veelvlakken van toepassing.
De overgang van icosidodekaéder

Figuur 12

naar ruiten dertigvlak verloopt
door in de icosidodekaéder
steeds het middelpunt van een
driehoek met dat van een aan-
grenzende vijfhoek te verbinden.
Door in het ruiten dertigvlak de
middelpunten van twee aangren-
zende ruiten met elkaar te verbin-
den komt de overgang van ruiten
dertigvlak naar icosidodekaéder
tot stand.
Het vereist misschien wat van je
voorstellingsvermogen en ruimte-
lijk inzicht (of eventueel van je te-
kentalenten), maar het klopt echt!
O

Overzicht

Veelvlak Z H R

Dodekaéder 12 20 30
Icosaéder 20 12 30
Icosidodekaéder 32 (20 +12) 30 60
Ruiten dertigvlak 30 32 60
Kubus 6 8 12
Regelmatig achtvlak 8 6 12
Regelmatig viervlak 4 4 6
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Driehoeksformules

Als winnaars van de boekebon-
nen bij de prijsvraag uit Pythago-
ras 27-3 (bladzijde 18) kwamen
uit de bus:

Stijn van Langen, Wijchen (5 vwo
Dominicus College, Nijmegen)
en

Klaas Naaykens, Zutphen (5 vwo
Stedelijk Lyceum).

Proficiat! Figuur 1

De kortste formule die als grafiek heeft de rand van een gelijkzijdige
driehoek met de oorsprong als zwaartepunt en (0 , 1) als top, (figuur
1), bleek te zijn:

Vy+i-/1-y-81x1=0.

We ontvingen verschillende varianten op ditzelfde thema. Ook goed is
bij voorbeeld, zénder absoluutstrepen om de x:

Vy+1-J1-y-/3x-J1-y++/3:x=0.

Deze wat langere formule is misschien wel makkelijker te begrijpen
dan de eerste, want hij lijkt meer op de algemene formule voor een
driehoek met gegeven hoekpunten. Deze algemene formule lichten we
toe aan de hand van figuur 2.

Uit de gegeven hoekpunten (2 , 0), (6 , 2) en (4 , 4) zijn vergelijkin-
gen te vinden voor de drie zijlijnen:

y-'x+1=0, y-2x+4=0 en y+x-8=0. Dedrie zijlijnen
samen krijg je door nulstellen van het produkt van deze lijnvergelijkin-
gen:

v-x+1)-(y-2x+4)-(y +t x-8)=0.

Om de uitstekende stukken van de lijnen kwijt te raken kunnen we drie-
maal de wortelfunctie gebruiken. Punten (x , y) in het halfvlak waar

(v - 1x + 1) negatief is, zijn ontoelaatbaar in \/(y - ix + 1).
Enmet +/-(y-)x+ 1) kunnen we desgewenst het halfvlak aan de
andere kant vande lijn y-ix + 1 =0 ontoelaatbaar maken.
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Het héle buitengebied van de driehoek van figuur 2 wordt verboden
terrein met de formule:

Vy-ix+1-\/-(r-2x+4)-\/-(y+x-8)=0,
f f

klaar!

Op soortgelijke manier kunnen we formules opstellen voor vierhoeken,
vijfhoeken, en zelfs elke n-hoek. Tenminste, zolang er géén insprin-
gende hoeken voorkomen.

Als voorbeeld geven we nog de formule voor een vierkant met horizon-
tale en verticale zijden:

Vi-x-\1-y-/1+x-/1+y=0.

\ Figuur 2
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Zonder de wortel-truc

We laten tot slot nog zien hoe je
ook zéonder gebruik te maken van
de verbodstruc met de wortel-
functie, een formule voor de prijs-
vraagdriehoek kunt vinden.

Begin met op te merken dat de
grafiek van |x|[+y|=1 juist een
op z’'n punt staand vierkant ople-
vert (figuur 3a).

Dit vierkant gaan we vervormen
tot een driehoek. We doen dit
door alle énder de X-as gelegen
randpunten van het vierkant verti-
caal omhoog te schuiven tot aan
de X-as (figuur 3b). De punten op
de bovenrand van het vierkant
schuiven tegelijkertijd wat verder
omhoog. Het resultaat is figuur 3c.
De hier uitgevoerde verschuiving
is geen gewone translatie, want
de grootte van de verschuiving is
niet constant maar een functie van
x. En wel gelijk aan (1 x|).

Dit betekent dat de hoogte-coor-
dinaat y in de vierkantvergelijking
(onder figuur 3a) moet worden
vervangen door y - (1 -|x|) om
de driehoek-vergelijking te krij-
gen (onder figuur 3c).

Om de nu verkregen driehoek te
veranderen in de gelijkzijdige
driehoek van figuur 1, moet er
nog

— verticaal vermenigvuldigd met
factor i (y vervangen door 4 y),
— horizontaal vermenigvuldigd

met factor \/ i (x vervangen door
V #x)en

— verticaal verschoven over een
constante afstand ! (y vervangen
door y + ).

De gezochte formule is dan (na
vermenigvuldigen met 3):

V12 |xl+|\V12 xl+ 4y -1|=3 o

| 3
| SRS

i

o l e e
e 4|y - (=) = 1
B F L St Wbl

SN (NN, WS St (e S SRS TR

R G o s frevereln

Figuur 3
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Hoogtelijnen door één
punt

A

Figuur 1

Een hoogtelijn in een driehoek is een lijn van uit een hoekpunt lood-
recht op de tegenoverliggende zijde. Zowel in het volgende artikel als
in 'Drie-koorden-speciaal’ (Pythagoras 27-2) is gebruikt dat de drie
hoogtelijnen in een driehoek ABC door één punt gaan (figuur 1). Het is
misschien goed die stelling nog eens te bewijzen. Een mooi én eenvou-
dig bewijs is afkomstig van de grote wiskundige Johann Carl Friedrich

Gauss (1777-1855).

Trek door de hoekpunten A, B en C de
rechten QR, PR en PQ. Doe dat z6 dat
ze achtereenvolgens evenwijdig zijn
aan de zijden BC, AC en AB (figuur 2).

Omdat AB en PQ evenals AC en PR
evenwijdig zijn, is ABPC een parallel-
logram. Dus

AB =CP (1)

Omdat AB en PQ alsook BC en QR
evenwijdig zijn, is ABCQ eveneens
een parallellogram.

Dus

AR =0C (2)

Uit (1) en (2) volgt PC = CQ.
Hoogtelijn CF staat loodrecht op AB,
dus ook loodrecht op PQ (immers PQ
evenwijdig AB). En aangezien PC =
CQ, is CF zelfs een middelloodlijn van
PQ.
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Op dezelfde manier is aan te tonen dat
hoogtelijn AD een middelloodlijn is
van QR en hoogtelijn BE een middel-
loodlijn van PR. Kortom de hoogtelij-
nen van driehoek ABC zijn middel-
loodlijnen van de zijden van driehoek
PQR. Dat die door één punt gaan is
eenvoudig aan te tonen. Het volgt bij-
na vanzelf uit de definitie van een mid-
delloodlijn.

Omdat AD een middelloodlijn is van
QR, ligt elk punt van AD even ver van
Q als van R. Zo ligt ook elk punt van
BE even ver van R als van P. Het snij-
punt H van AD en BE ligt dus even ver
van P, Q en R. Daar H even ver van P
als van Q ligt, moet H ook op de mid-
delloodlijn van PQ liggen. En dat is
CF.

Ga na dat bij een stomphoekige drie-
hoek ABC het bewijs op dezelfde ma-
nier verloopt (figuur 3). O




Figuur 2

Figuur 3
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Bijna zonder passer

Figuur 1

Deze jaargang is er nogal wat aandacht besteed aan passer-en-liniaal-
constructies. Het kon dan ook niet uitblijven dat daar reacties op kwa-
men. Zo ontvingen we de volgende leuke opgave.

Gegeven een lijn 1 en een punt P, niet op I (figuur 1).
Construeer met passer en liniaal (zonder schaalverdeling) de lood-
lijn door P op I, maar gebruik de passer zo weinig mogelijk.

Traditioneel

In (oude) meetkunde-leerboeken
gaat zo'n constructie als volgt (fi-
guur 2).

Zet de passerpunt in P en trek een
boog die / in twee punten A en B
snijdt. Trek daarna vier cirkel-

K

°p

S

Figuur 2
16

boogjes met gelijke straal. De
boogjes a en b met de passerpunt
in A en de boogjes c en d met de
passerpunt in B. Verbind met de
liniaal de snijpunten van de boog-
jes.

De liniaal wordt hierbij één keer
gebruikt. De passer drie keer. De
boogjes a en b kunnen immers net
als de boogjes ¢ en d in één keer
worden getrokken!

Eenmaal

Nu de oplossing met zo weinig
mogelijk gebruik van de passer
(figuur 3). Die gaat in zes stappen,
in figuur 3 genummerd van 1 tot
en met 6.

Zet de passerpunt ergens op /.
Trek een cirkel, zodat P binnen
die cirkel ligt (1). Leg de passer
nu maar weg, want die is niet
meer nodig.

Noem de snijpunten van/ met de
cirkel A en B. Trek PB (2). Het
snijpunt van PB met de cirkel is Q.
Trek AQ (3).

Trek AP (4). AP snijdt de cirkel in
S. Trek BS (5). AQ en BS snijden
elkaar in C.

CP (6) is de gevraagde loodlijn.




Figuur 3

Bewijs

Hoek ASB is een omtrekshoek op
een halve cirkelboog. (Volledige
informatie over omtrekshoeken in
een cirkel is te vinden in het stuk-
je 'Verder de oude doos in’, Py-
thagoras 27-2 bladzijde 6.) Hoek
ASB is dus 90°. Hetzelfde geldt
voor hoek AQB. Ook die hoek is
90°.

AS en BQ zijn dus twee hoogtelij-
nen in driehoek ABC. Ze snijden
elkaar in P.

In een driehoek gaan de drie

hoogtelijnen door één punt (het
hoogtepunt). CP moet dus de der-
de hoogtelijn in driehoek ABC
zijn. CP staat dan ook loodrecht
op L

Andermaal

Punt P hoeft niet per se binnen de
te trekken cirkel te liggen. P mag
best buiten de cirkel blijven die in
de eerste stap van de constructie
wordt getrokken. Loop de con-
structie van figuur 4 maar eens
stap voor stap na.
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Figuur 4

Als twee druppels water
Figuur 3 en figuur 4 lijken erg op
elkaar.

Je zou kunnen zeggen dat in figuur
4 driehoek ABC stomphoekig is.
Het hoogtepunt P ligt dan buiten
de driehoek.

Voor hetzelfde geld kan echter
worden gesteld dat in figuur 4
punt C het hoogtepunt is van drie-
hoek ABP. Zo bekeken lijken fi-
guur 3 en figuur 4 echt als twee
druppels water op elkaar.
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Figuur 5

Mag de te trekken cirkel ook door
punt P gaan (figuur 5)? O




Rangeer-perikelen 4: oplossing

Op het zijspoor is plaats voor één wagon of de locomotief. Hoe kan de trein in z’'n
geheel worden omgekeerd, zodat de volgorde LABCDE wordt én elke wagon en
de locomotief afzonderlijk zijn omgedraaid?

Er zijn twee oplossingen die naar onze
mening niet voor elkaar onderdoen.

We geven ze in de vorm van een algo-
ritme. Met de letters X, Y en Z worden
de uiteinden en het zijspoor bedoeld
(figuur). Bij de ene oplossing wordt
begonnen met L om te keren.

ontkoppel L en A
L vooruit naar Y
L achteruit naar Z

Nu wordt wagon A omgekeerd en ach-
ter de locomotief vastgemaakt.

L vooruit naar X
koppel L en A
ontkoppel A en B
AL achteruit naar Z
AL naar Y
ontkoppel L en A

L achteruit naar Z
L vooruit naar X

L achteruit naar Y

koppel Len A

Vervolgens kan met de overige wa-
gons één voor één net zo worden ge-
handeld.

Er kan ook worden begonnen met E
om te keren. Dus

EDCBAL naar 2

EDCBAL achteruit naar Y
ontkoppel E en D

DCBAL naar Z

DCBAL naar X

DCBAL naar Y

koppel Een L

DCBALE naar X

DCBALE naar Z
ontkoppel E en L

Nu kunnen op dezelfde manier de an-
dere wagons één voor één worden
omgekeerd en bij E op Z worden ge-
zet. Ten slotte kan L worden omge-
keerd. (]
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Wiskunde op de fiets,
hoe vind je zo iets?

O

Op 24 mei 1988 maakte de Volkskrant melding van het indoor-uurre-
cord van de Italiaanse wielrenner Francesco Moser (figuur 1). Het be-
treffende bericht is hieronder weergegeven. Of je belangstelling nu uit-
gaat naar wielrennen of niet, het is zonder meer aardig dat bericht even
door te nemen. En ... probeer eens te achterhalen waar iets mis is. (Al
zal dat niet meevallen.)

Moser beéindigt carriere

met indoor-uurrecord

Van onze sportredactie

AMSTERDAM — In de nadagen van
zijn carriére heeft Francesco Moser
zich een derde werelduurrecord toege-
éigend. De 36-jarige Italiaan verbeterde
zaterdag in de Schleyer-hal van Stutt-
gart het indoor-werelduurrecord van
de Sovjet-amateur Ekimov. Moser
kwam op het houten ovaal uit op 50
kilometer, 644 meter en 65 centimeter.
Het oude record 49.672 meter
en werd op 27 oktober 1986 in Moskou
gevestigd.

Eerder deed Moser twee vergeefse po-
gingen om Ekimov te overtreffen. De
Italiaanse prof is ook houder van de
twee werelduurrecords op buitenbanen.
De grootste afstand op zeeniveau reed
hij op 3 oktober 1986 in Milaan: 49,801
kilometer. Op 23 januari 1984 kwam hij
in Mexico-Stad tot het uurrecord voor
hooglandbanen: 51,151 kilometer.

Voor vijfduizend toeschouwers reed
Moser in Stuttgart op een zeer speciale
fiets. Voor had hij een extra klein wiel
met een doorsnee van 58,5 centimeter.
Het dichte achterwiel was bijna twee
keer zo groot: 103 centimeter, en woog
3.2 kilogram. Verder maakte hij ge-
bruik van aerodynamische voorzienin-
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gen als druppelhelm en ossekopstuur.
Per pedaalslag legde hij met zijn ver-
snelling (47x17) 8 meter en 20 centime-
ter af. In het tweede deel van zijn race
kwam hij tot de snelste ronde. Hij be-
reikte toen een snelheid van 54,278 ki-
lometer per uur.

Moser, die zich via een hoogtestage in
Colombia onder begeleiding van profes-
sor Conconi had voorbereid, was niet te
stuiten in de jacht op het wereldrecord,
dat hij vorig jaar in Moskou en Wenen
had gemist. De coureur pakte Ekimov
onderweg ook het wereldrecord op de
20 kilometer af. Hij passeerde dat punt
in 23.41,71. De oude recordtijd was
23.52,98.

Moser verbeterde zijn wereldrecord
op de 10 kilometer van tien dagen gele-
den (11.50,35) net niet: 11.53,79. Na
afloop toonde hij zich uiterst tevreden:
1k wilde mijn loopbaan.beéindigen met
dit indoor-record. Dat is nu gelukt. Ik
wist het vooraf. Alleen een val had me
kunnen stuiten. Ik kom niet terug in de
competitie, Ik zal hier en daar nog wat
kleine wedstrijden rijden, maar het se-
rieuze werk is voorbij”, aldus Moser
voor de Italiaanse tv, die de recordpo-
ging rechtstreeks uitzond.
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Figuur 1. Francesco Moser op zijn extravagante fiets met buitensporig groot

achterwiel tijdens het vestigen van het

Schaam je niet

Waarschijnlijk is je niets merk-
waardigs opgevallen in het be-
richt. Waaruit dan is op te maken
dat je geen wieler-kenner bent.

Want kenners (en zeker wielren-
ners) letten altijd meteen op de
'versnelling’ die wordt gebruikt.
Bij de record-fiets van Moser is
dat wel een heel bijzondere. Met
name vanwege dat enorme ach-
terwiel.

indoor-uurrecord.

De aandacht van een beetje ken-
ner gaat dus al snel uit naar de zin
die begint op de tweede regel
van de rechter kolom.

Per pedaalslag legde hij met
zijn versnelling (47 X 17) 8
meter en 20 centimeter af.

Wat daarin niet klopt is die 8
meter en 20 centimeter die per
pedaalslag worden afgelegd.
Ook voor niet-kenners die daar
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Figuur 2

4
\\

eenmaal op gewezen zijn, is dat
eenvoudig na te gaan.

Wat betekent 47 X 177

Met 47 wordt het aantal tanden
bedoeld van het grote ketting-
blad dat aan de trappers vast-
zit. Het getal 17 slaat op het
aantal tanden van het (kleine)
achterkettingwiel dat aan het
achterwiel vastzit (figuur 2).

Overbrenging

Een pedaalslag is één rondgang
van elke trapper. Met één pedaal-
slag gaat het kettingblad ook pre-
cies één keer rond. Als het ket-
tingblad 47 tanden heeft, moet de
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ketting daarbij 47 tanden opschui-
ven (figuur 2). Ook langs het ach-
terkettingwiel moet de ketting
dan 47 tanden opschuiven. Daar-
voor moet het achterkettingwiel
47 gedeeld door 17 keer rond.
Dat is afgerond 2,76 keer.

In het algemeen heet het aantal
tanden van het kettingblad ge-
deeld door die van het achterket-
tingwiel de overbrenging.

Met een rondgang van het achter-
kettingwiel gaat ook het achter-
wiel precies één keer rond. De
overbrenging geeft dus aan hoe
vaak het achterwiel rond gaat bij
één pedaalslag.




Verzet

Als het achterwiel één omwente-
ling maakt, wordt de omtrek ervan
precies één keer langs de weg af-
gewikkeld. Indien het wiel niet
slipt, gaat de fiets dan even veel
meters vooruit als het aantal me-
ters dat de omtrek van het achter-
wiel bedraagt. Voor een achter-
wiel met middellijn (diameter) d
is dat 1 - d meter.

De afstand die een fiets per pe-
daalslag vooruit gaat, heet verzet.
Bij een overbrenging B gaat het
achterwiel B keer rond. Het verzet
V wordt dan

V=B8:(Il-d) (1)

Doorgaans spreekt men van een
hoge of zware versnelling als het
verzet groot is, van een lage of
lichte versnelling als het verzet
klein is.

Eén pedaalslag van Moser
Voor de record-fiets van Moser
gold B = 2,76 end = 1,03 m. Deze
waarden ingevuld in (1) leveren
een verzet IV van 8,93 m. Kortom,
per pedaalslag legde Moser 8 me-
ter en 93 centimeter af! Dat is 73
centimeter meer dan in het kran-
tebericht is vermeld.

Vergelijk dat eens met een norma-
le fiets. Die heeft doorgaans een
versnelling van 48 X 20 en wielen
met een diameter van 27 of 28
inch (1 inch = 2,54 cm = 0,0254
m). De waarde van B is dan 2,4.

B end invullen in (1) levert voor
27 inch wielen een verzet van
5,17 m en voor 28 inch wielen
5,36 m.

Geen record-fiets
Niemand zal het in zijn hoofd ha-

len om met een normale fiets een
uurrecord te willen vestigen. Zelfs
al zou die fiets van het lichtste ma-
teriaal zijn gemaakt, dichte wielen
hebben, voorzien zijn van een os-
sekopstuur, enzovoort. Maar waar-
om eigenlijk niet?

In principe hoeft het niet aan de
fiets te liggen. Per pedaalslag van
Moser zou er op een normale fiets
iets meer dan anderhalve pedaal-
slag moeten worden gedaan.
Maar dat is nu juist gemakkelijker
gezegd dan gedaan!

De soepele tred

Regelmatig herhaalde bewegin-
gen zoals lopen, zwemmen, roei-
en of fietsen gaan bij een bepaald
ritme of cadans het gemakkelijkst
en efficiéntst. Voor de cirkelvor-
mige beenbeweging van het fiet-
sen is dat 80 tot 90 (voor wielren-
ners) pedaalslagen per minuut.
Laten we die optimale cadans of
soepele tred maar houden op 90
pedaalslagen per minuut.

Met hoge snelheid fietsen — ze-
ker langdurig — is dus niet een
kwestie van maar zoveel mogelijk
pedaalslagen per minuut maken.
Het komt er op neer om ongeveer
90 pedaalslagen per minuut te ma-
ken met een zo zwaar mogelijke
versnelling ('De grote molen zien
rond te krijgen’ zou Mart Smeets
zeggen). En hoe gunstiger de om-
standigheden (lichte fiets, zo wei-
nig mogelijk wrijving, geen hel-
ling, enzovoort), des te zwaarder
de versnelling kan zijn.

De tred van Moser

Moser legde in 1 uur een afstand
af van 50 kilometer 644 meter en
65 centimeter (50 644,65 m). Hoe-
veel pedaalslagen deed hij ge-
middeld per minuut?
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Daartoe moet die 50 644,65 m
eerst worden gedeeld door 60
(het aantal minuten in een uur) en
daarna door 8,93 m (het verzet
van Moser). Dat levert afgerond
94,5 pedaalslagen per minuut.
Komt inderdaad aardig in de buurt
van de 90. Niet zo verwonderlijk,
want na heel wat uitproberen zal
zijn verzet daar ongetwijfeld min
of meer op zijn afgestemd.

Hoeveel pedaalslagen heeft Mo-
ser maximaal per minuut ge-
maakt?

Zijn maximale snelheid was

54 278 meter per uur (54,278 kilo-
meter per uur). Deze afstand de-
len door 60 én het verzet van 8,93
m levert afgerond 101,3 pedaal-
slagen per minuut. Al te veel bo-
ven zijn optimale cadans om lang
vol te kunnen houden. Was dat
wel zo (en dat had hij tijdens de
training kunnen merken), dan had
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hij een zwaardere versnelling
moeten kiezen. Bij voorbeeld 47 X
16. Die had hem een verzet gele-
verd van 9,51 m (reken maar na
met formule (1)). Met 95,1 pedaal-
slagen per minuut had hij dan iets
gemakkelijker gereden en 54 278
m in een uur hebben afgelegd.

Maar Moser zal tijdens de training
wel gemerkt hebben dat die ver-
snelling te zwaar voor hem was
om in zijn optimale cadans te ko-
men.

Op een normale fiets

Welke afstand zou Moser met die
gemiddelde cadans van 94,5 pe-
daalslagen per minuut op een nor-
male fiets hebben afgelegd?

Met 27-inch-wielen (verzet 5,17
m) 29 kilometer 313 meter en 90
centimeter. Met 28-inch-wielen
(verzet 5,36 m) 30 kilometer 391
meter en 20 centimeter. Niet te




vergelijken met zijn record-af-
stand.

Hoeveel pedaalslagen per minuut
zou hij op een normale fiets heb-
ben moeten doen om zijn record-
afstand te halen?

Met 27-inch-wielen (verzet 5,17

m) 163,3 en met 28-inch-wielen
(verzet 5,36 m) 157,5.

In beide gevallen veel te veel bo-
ven zijn optimale cadans. Moser
zou zich letterlijk rot hebben ge-
trapt en waarschijnlijk doodop ver
voor het verstrijken van het uur
zijn afgestapt. O

Niet in fase

Moser’s recordpoging werd rechtstreeks uitgezonden door de Italiaan-
se tv. Of dat een erg boeiende uitzending is geweest, laten we maar in

het midden.

Toch moet het voor de kijkers in het
begin wel even wennen zijn geweest
om Moser zo te zien rijden. Want door
het grote verschil in afmetingen van
de wielen draaiden deze niet gelijk op
('niet in fase’ zo gezegd), zoals bij een
normale fiets. Het voorwiel maakte
veel meer omwentelingen. Dit zal des
te opvallender zijn geweest, omdat de
wielen dicht waren, zodat ze beschil-
derd konden worden (figuur 1).

Neem eens aan dat bij de start de ven-
tielen van beide wielen in de laagste

Figuur 1

stand, vlak boven de grond, stonden
(figuur 1). Ga er bovendien van uit dat
de opgegeven maten van de wielen
kloppen (diameter voorwiel 58,5 cen-
timeter en diameter achterwiel 103
centimeter). Na hoeveel omwentelin-
gen van beide wielen zou die stand
opnieuw zijn bereikt?

Hoeveel keer komt de stand die de
wielen bij de start innamen (figuur 1),
nog voor op het hele traject van

50 644,65 meter?

Oplossingen op bladzijde 32. O
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Wat is efficiént en gemakkelijk?

%‘

De cirkelvormige beenbeweging van het fietsen gaat het efficiéntst en
gemakkelijkst bij zeg maar 90 pedaalslagen per minuut. Om dat wat na-
der te verklaren is een uitstapje naar de natuurkunde nodig.

Net als voor elke andere inspanning is
voor fietsen energie nodig, en wel li-
chaamsenergie. Er moet immers ar-
beid worden verricht.

Is de fiets eenmaal op gang en wordt
er met constante snelheid gereden,
dan moet er arbeid worden verricht
om de wrijving van de wielen met de
weg en de weerstand van de lucht te
overwinnen. De energie die daarvoor
nodig is, wordt hier voor het gemak
de aan de fiets afgeleverde energie
genoemd.

Nu zou het mooi zijn als van elke ge-
bruikte kilojoule lichaamsenergie er
ook precies één kilojoule aan de fiets
wordt afgeleverd. Maar zo is het niet.
In de regel is de aan de fiets afgele-
verde energie slechts een gedeelte
van de gebruikte lichaamsenergie.

Welk gedeelte? Dat hangt af van het
aantal pedaalslagen per minuut. Dat
gedeelte blijkt het grootst te zijn bij
ongeveer 90 pedaalslagen per minuut,
de optimale cadans. Bij meer of min-
der pedaalslagen per minuut neemt
dat gedeelte af. Van persoon tot per-
soon kan die optimale cadans iets ver-
schillen, maar niet veel.

Wil iemand dus zo efficiént mogelijk
omgaan met zijn lichaamsenergie, dan
zal hij hoe dan ook moeten zorgen dat
hij ongeveer 90 pedaalslagen per mi-
nuut maakt.
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Met het gegeven dat er ongeveer 90
pedaalslagen per minuut gedaan moe-
ten worden, blijft er niets anders over
dan dat met een zo groot mogelijk ver-
zet te doen. Hoe groter het verzet, des
te groter is zo de afstand die per mi-
nuut wordt afgelegd (en dus ook de
snelheid).

Omdat bij een groter verzet de afstand
die per minuut wordt afgelegd, groter
is, moet ook de aan de fiets afgelever-
de energie groter zijn. Door die grote-
re afstand is er immers ook meer wrij-
ving van de wielen met de weg en
meer luchtweerstand. En dat maakt
weer dat de gebruikte lichaamsener-
gie groter wordt. Vandaar dat men bij
een groot verzet ook wel spreekt van
een zware versnelling.

Kortom, hoe meer lichaamsenergie ie-
mand per minuut weet te gebruiken,
hoe groter verzet hij 'rond’ kan krijgen
en hoe sneller hij gaat. En de li-
chaamsenergie die iemand per minuut
weet te gebruiken, hangt natuurlijk af
van de 'vorm van de dag’.

Nu zal ook duidelijk zijn waarom Mo-
ser zo'n 'gestroomlijnde’ fiets gebruik-
te. Het vermindert zijn luchtweerstand.
Zo kan hij met gebruik van dezelfde li-
chaamsenergie per minuut nog met
een nét iets groter verzet rijden. Want
uiteindelijk is er een grens aan de li-
chaamsenergie die iemand per minuut
kan gebruiken. O




Uit de praktijk

Donderdag 9 juni werd in de Giro d'Italia (Ronde van Italié) een twaalf kilometer
lange tijdrit tegen een berg op gehouden. Deze tijdrit zou naar ieders mening
van doorslaggevende betekenis zijn voor de eindoverwinning van de Giro. Daar-
voor kwamen toen het meest de Amerikaan Andrew Hampsten en het opkomen-
de Nederlandse talent Erik Breukink in aanmerking. Zij stonden met gering tijds-
verschil respectievelijk nummer 1 en nummer 2 in het klassement. Hampsten
bleek in deze tijdrit stukken sneller te zijn en vergrootte daarmee zijn voor-
sprong in het klassement op Breukink.

In de krant stond de volgende dag een verslag van deze tijdrit. Daarin waren on-
der andere enkele verklarende woorden van Erik Breukink opgenomen. Uit dit
verslag hieronder twee fragmenten.

De stijging bleek te zwaar voor machtklimmer
Breukink. Hij had voortdurend problemen met
zijn versnelling en kwam daardoor niet in het

~ gewenste ritme. De keus van de verzetten was
- verkeerd geweest, wat enerzijds op een gebrek aan
ervaring en anderzijds op vermoeidheid na een
zware ronde kan dmden Opmerkelijk was in elk
~ geval dat Hampsten een zwaarder verzet reed dan

~ Breukink, terwijl dat normaal andersom is. '

Ik heb in de
~ tijdrit op mijn lichtste verzet moeten rijden, maar
~om verschillen te maken had ik zwaarder, 40x19,
“moeten draaien”, verklaarde Breukink. ,,En dat
lukte niet. Ik heb te veel op de 40x20 moeten
rijden.”
- Een opvallend verschil met Hampsten die soms
42x20, maar meestal 42x19 gebruikte, een ver-
‘schil van een halve meter per pedaalomwenteling.

De wielen van een racefiets hebben standaard een diameter van 27 inch (1 inch
= 2,54 cm). Reken de verzetten die bij de genoemde versnellingen horen, maar
eens na en vergelijk ze met elkaar.

Antwoorden op bladzijde 32. O
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Waarom dat enorme achterwiel?

Voor een groot verzet is dat buitensporig grote achterwiel van Moser
niet nodig. De wielen van een 'gewone’ racefiets hebben standaard een
diameter van 27 inch (1 inch = 2,54 cm). Toch zijn versnellingen met
verzetten die in de buurt liggen van dat van Moser (8,93 meter) daarop
geen uitzondering. Vergelijk maar met de tabel.

De ’grote molen’

Met 54 X 14 (de 'grote molen’) of
54 < 13 wordt gereden als een pelo-
ton 'op drift’ is. De snelheden liggen
dan ruwweg tussen de 45 en 50 kilo-
meter per uur (zie tabel). In zo’n ge-
val rijdt telkens één renner een

klein tijdje op kop en houdt de ach-
ter hem rijdende renners 'uit de
wind’. Die ondervinden dan minder
luchtweerstand en kunnen dus wat
meer op het gemak volgen. lets wat
natuurlijk niet gaat als je alleen

rijdt, zoals Moser.

De sprint

De 54 X 12 wordt gebruikt bij de
eindsprint. Het komt er dan op aan
om die kortstondig met zoveel mo-
gelijk pedaalslagen per minuut
rond te draaien. Gemak en efficién-

tie spelen daarbij een ondergeschik-
te rol. De snelheden die worden be-
reikt, komen een heel eind in de
buurt van de 60 kilometer per uur
(zie tabel). Houdt absoluut niemand
op een gewone vlakke weg langdu-
rig vol.

Waarom gebruikte Moser dan geen
gestroomlijnde gewone racefiets?
Om het verzet hoefde hij het niet te
laten. Vermoedelijk is de totale
luchtweerstand van fietser plus
fiets bij gebruik van zo’n groot ach-
terwiel kleiner. Wat dat betreft hel-
pen alle kleine beetjes, want het
verzet van Moser is niet gering. Ze-
ker als je dat vergelijkt met de om-
standigheden waarbij overeenkom-
stige verzetten worden gebruikt bij
wegwedstrijden. O

Hoge versnellingen van een gewone racefiets

Versnelling Verzet Snelheid bij 90 Snelheid bij 100
pedaalslagen pedaalslagen
54 X 14 8,3l m 44,874 km per uur 49,9 km per uur
54 X 13 8,95 m 48,330 km per uur 53,7 km per uur
54 X 12 9,70 m 52,380 km per uur 58,2 km per uur
28




Fiets uit 1881. Ook al met een enorm groot achterwiel (maar met een zeer onge-
bruikelijk trapstel).

Ook mooi!
Naar aanleiding van 'Is dat niet mooi?’ uit Pythagoras 27-4 bladzijde 3
stuurde D. Boonstra uit Amstelveen ons onder andere de volgende fraaie
vondsten:
(3 + 4)° =343
243 : 324 = 324 : 432
Uit de tweede vondst is ook nog af te leiden:

486 : 648 — 648 : 864

Wie weet nog meer? O
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Pythagoras
Olympiade Q

Nieuwe opgaven

Oplossingen v66r 15 oktober insturen naar: Pythagoras Olympiade, Ma-
rinus de Jongstraat 12, 4904 PL OOSTERHOUT (NB). Vermeld op elk
(éénzijdig beschreven) vel je naam, adres, geboortedatum, school,
schooltype en klas. Verder moet elke oplossing op een nieuw vel be-
ginnen, want we corrigeren ze afzonderlijk. We bekijken alleen goed
leesbare oplossingen die volledig zijn uitgewerkt, met verklarende
tekst in goed lopende zinnen. Verdere informatie over de wedstrijd
vind je in nummer 1 van deze jaargang op bladzijde 24.

PO 114
Drie cirkels C,, C, en C, raken elkaar \
uitwendig in de punten P, Q en R (zie
figuur). De lijnen PQ en PR snijden cir-
kel C, nogmaals in respectievelijk S
en T, de lijnen SR en TQ snijden C, en
C, nogmaals in respectievelijk U en V. ]

u l

C,

a. Bewijs dat de punten U, P en V op .
=

één lijn liggen.
b. BewijsdatPS 1| TVenPT | US
PO 115
Gegeven zijn de functies f(x) = 2X en
g(x) = 3~
Verder zijn gegeven twintig getallen T
a,, ..,a,,b,..,.bmeta, =b, =1
en
an+1=1(ap), bp+1=9g(bp)alsn
even, Welk van de beide getallen a,, en
an+1=9(@p), bp+1=f(bp)alsn b,, is het grootste?
oneven. Motiveer je antwoord!

Oplossing en prijswinnaars van de opgaven PO 108 en 109

PO 108 Oplossing van Bart Kindt, Zwalm,
Bewijs dat Belgié:
(24 + 1) (21984 - 21980 21976 _ Q1972 4
31908 |- gioea qan 1 BR = BV ) =@V
dus 2'%%¢ + ] is een 17-voud
deelbaar is door 17. (17=2*+1).

30




Bijgevolg is ook
61988 + 31988 et 31988(21938 -+ 1)
een 17-voud.

Opmerking: Arthur Bakker (5 vwo,
Bergen, NH) en David Diepbrink (5
vwo, Koog a/d Zaan) merkten op dat
in het algemeen

6 8nt4 t 3 8n+4 geelbaar is door 17
voor elke n € IN.

Er waren 15 inzendingen, allemaal cor-
rect.

Prijswinnaars: David Diepbrink, en Viet
Nguyen Hoang, 5 vwo, Nijmegen.

PO 109

Gegeven is een scherphoekige drie-
hoek ABC. In het hoogtepunt H van de
driehoek richt men een halfrechte h
op, loodrecht op het vlak van de drie-
hoek.

Bewijs dat er een punt O op h is zo,
dat de lijnen OA, OB en OC elkaar in
O loodrecht snijden.

Oplossing van Arthur Bakker, 5 vwo,
Bergen (NH):

In figuur 2 zijn de driehoeken AHF en
CHD gelijkvormig, dus AH:CH =

h

Figuur 1

E D
H
1
A F B
Figuur 2
O
s

A H D
Figuur 3

FH:DH, dat wil zeggen AH-DH =

CH FH. Kies O op h zo, dat OH? =
AHDH = CH-FH. Dan geldt (figuur 3Y
OH:DH = AH:OH, dus de driehoeken
AHO en OHD zijn gelijkvormig. Bijge-
volggeldt LA +/_B =L _HOD +/-B =
90° dus L AOD = 90°. Maar ook geldt
dat BC loodrecht staat op vlak AOD,
dus BC staat loodrecht op AO. Hieruit
volgt dat AO loodrecht op vlak OBC
staat, dus £ AOB =L AOC = 90°.

Op dezelfde wijze kun je bewijzen dat
uit OH? = CH-FH volgt dat LCOB =
90° (en L COA = 90°, maar dat wisten
we al), waarmee het bewijs is vol-
tooid.

Er waren 9 inzendingen, waarvan 8
correct.

Prijswinnaars: Bart Kindt, 6e klas,
Zwalm, Belgié&, en Segher Boessen-

kool, 3 vwo, Den Helder. O
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Redactioneel

De voorplaat bevat de figuur waar alles om draait in het artikel 'De kip
en het ei’. Net als "Wiskunde op de fiets’ is dat artikel wat langer dan je
gewend bent. Beide artikelen zijn voorzien van enkele kleinere
kaderstukjes.

Met dit nummer zijn we dan helaas gekomen aan het einde van de 27e
jaargang. Helaas, want we hadden nog zo veel meer in petto. Zo hadden
we bij voorbeeld nog aandacht willen besteden aan moiré, aan de
drakekromme, aan symmetrie en aan computertoepassingen. We
hadden nog wat meer willen vertellen over de conchoide, de kromme
die even ter sprake kwam in Pythagoras 27-3, en over de rotators die in
Pythagoras 27-4 aan bod kwamen. En, niet te vergeten, het artikel
"Waar gaat dat heen?’ uit Pythagoras 27-1!

Dat alles kun je dus in de volgende jaargang verwachten. O

Wiskunde op de fiets: oplossingen |

Niet in fase

Denk erom dat beide wielen een geheel aantal omwentelingen moeten maken.
De aangenomen stand bij de start (ventielen van beide wielen in de laagste
stand) wordt voor het eerst weer bereikt na 117 omwentelingen van het achter-
wiel en 206 van het voorwiel.

Op het hele traject komt die stand in totaal 133 keer voor.

Uit de praktijk

De verzetten bij wieldiameters van 27 inch zijn

Hampsten: 42 X 19 — 4,76 meter en 42 X 20 — 4,52 meter

Breukink: 40 X 19 — 4,53 meter en 40 X 20 — 4,30 meter O

Uitgave onder toezicht van de Nederlandse Onderwijscommissie voor
Wiskunde.

Lay-out: Klaas Lakeman, Amsterdam.

Tekenwerk: Hans van Kuyk, Amsterdam.

Foto’s en andere illustraties: Mathematical Models, H. Martyn Cundy &
A.P. Rollett, Londen (omslag, blz. 3, 6, 7, 8, 10); Klaas Lakeman,
Amsterdam (blz. 4, 14, 15, 16, 17, 18, 22, 25); Geometry and the
imagination, Hilbert-Cohn Vassen, Chelsea, 1952 (blz. 9); Hessel Pot,
Woerden (blz. 11, 12, 13); Peter Bata (blz. 19); ANP-foto, Amsterdam
(blz. 21); Presto Cycle Sport, Amsterdam (blz. 24); Jan van de Craats,
Oosterhout (NB) (blz. 30, 31).
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MING VAN DE REDACTIE VERBODEN.
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