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Richting-gevoelige informatie

Over geheimschrift en zonnewijzers
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De illustraties bij dit artikel zien er wat vreemd uit. Waarschijnlijk heb je
niet meteen door wat ze voorstellen. Het zijn ANAMORFOSEN, afbeel-
dingen die alleen vanuit een bepaald (meestal ongewoon) standpunt
gezien een herkenbaar beeld vertonen. Zo blijken de bibberige lijnen
in figuur 1 een kindergezichtje voor te stellen, als je in de richting van
de pijl onder een kleine hoek (ongeveer 5°) kijkt. Het is wellicht de
oudste anamorfose die we kennen. Hij komt uit een schetsboek van Leo-

nardo da Vinci (de codex Atlanticus).

Verzin iets leuks

Figuur 2 bestaat uit een aantal
dunne, meest evenwijdige, lijnen
en kleine driehoekjes en vierkant-
jes. Op dezelfde manier bekeken
als figuur 1 lezen we echter een
woord. Figuur 3 geeft een com-
pleet alfabet in deze stijl. Je kunt
het gebruiken om er zelf mee te
experimenteren. Zo kun je bij
voorbeeld de letters nog veel
meer uitrekken. En omdat de
plaats van de middelste driehoek-
jes en vierkantjes niet strikt vast
ligt, kun je daar nog iets aardigs
mee doen.

Zelf heb ik geprobeerd om ze als
noten van het notenschrift op te
vatten en de melodie van het Wil-
helmus tegelijk met een zinnige
tekst te noteren. Dat is me echter
niet gelukt.

Je kunt ook proberen om de lange
evenwijdige lijnen onder verschil-

lende hoeken door elkaar te her-
halen, enzovoort. Misschien heb
je al eens zo iets gezien, of verzin
je zelf iets leuks. Stuur het op naar
de redactie en we zullen het in
een volgend nummer plaatsen.

Van drie naar twee dimensies
Figuur 4 toont een bakje waarin
verschillende zwarte staafjes zijn
bevestigd. Bekeken van uit een
zeer bepaald standpunt, blijkt er
toch informatie in verborgen te
zitten. Je kunt dan zien dat deze
foto is gemaakt op de grote open-
lucht wetenschap-tentoonstelling
Fenomena die van 15 mei tot 20
october in Rotterdam werd gehou-
den. (figuur 5).

Merk op dat we met dit voorbeeld
een stapje verder zijn gegaan. De
anamorfose zelf is drie-dimensio-
naal en de informatie die je te zien
krijgt, is twee-dimensionaal.

Figuur 4

Figuur 5
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Een stelling

In verband hiermee vermelden
we een interessante wiskundige
stelling. Het is nogal ingewikkeld,
daarom vertellen we het aan de
hand van een voorbeeld (figuur
6). Stel je voor dat in de lucht een
aantal voorwerpjes van verschil-
lende vorm zweven. Deze voor-
werpjes zijn z6 gerangschikt, dat
de schaduw die de zon ervan op
de grond werpt, om 11.07 uur
precies de cijfers 11.07 vormt.

Is dat mogelijk? Natuurlijk, en ik
hoef waarschijnlijk niemand uit te
leggen waarom. Je kunt namelijk
net zo lang met alle voorwerpjes
manoeuvreren, tot de schaduw de
vorm van die cijfers heeft.

Maar we gaan verder. Een minuut
later moet (zonder dat er ook

maar iets aan de posities van de
voorwerpjes is veranderd) de
schaduw 11.08 weergeven. En
weer een minuut later 11.09, enzo-
voort... tot de zon onder is. Zou
zo’n rangschikking van voorwerp-
jes in de ruimte mogelijk zijn? En
als we onze eisen nog hoger stel-
len en ook het aantal seconden af-
gebeeld willen zien? En de da-
tum...? Waarschijnlijk is er nie-
mand die dat voor mogelijk houdt!
Toch kan het. De wiskundige K. /.
Falconer bewees dat en publi-
ceerde het bewijs in het tijdschrift
'The mathematical intelligencer’
(Volume 9, nummer 1, 1987).

Wat theoretisch mogelijk is kan
praktisch vrijwel onmogelijk zijn.
Dat gaat in dit geval zeker op,
zoals Falconer zelf al in zijn artikel
schreef. O

Rectificatie Pythagoras 27-1

Grootste prima L priemgetal onjuist afgedrukt

In het artikel 'Grootste prima L priemgetal’ uit Pythagoras 27-1 zijn helaas twee

storende fouten geslopen.

Allereerst zijn in het grootste prima L priemgetal dat werd afgedrukt in het derde
groepje van drie cijfers de 1 en de 2 verwisseld, zoals Thea van der Hart uit Rot-

terdam opmerkte. Het moest dus zijn:

357 686 312 646 216 567 629 137

We hebben de in het artikel genoemde bronnen er op nageslagen. Ook daar
staat het getal correct. De fout is dus geheel aan ons zelf te wijten. Het getal dat
werd afgedrukt is geen prima L priemgetal, omdat 1 646 216 567 629 137 deel-

baar is door 3.

Verder is in de vierde regel van de tweede alinea het woordje soms weggeval-
len. De betreffende zin moest zijn: In zekere zin is dit waar, want een getal van
de vorm 107+3 (met n een natuurlijk getal) is soms een prima L priemgetal. Te-
recht merkte Frits Gobel uit Enschede op dat 1003 = 17 X §9. Dus 1003 is geen
priemgetal. In aansluiting daarop liet hij weten dat niet is bewezen dat er onein-
dig veel priemgetallen zijn van de vorm 107+3. m]




De cirkels van Rijkswaterstaat

Bij Rijkswaterstaat worden wegen, viaducten en tunnels ontworpen. Au-
towegen bestaan uit rechte stukken en bochten, en voor de bochten
neemt men graag stukken cirkelboog, want als je een cirkelboog rijdt,
hoef je je stuur niet te draaien. De aansluiting tussen rechte stukken en
cirkelbogen is natuurlijk een probleem: je kunt ze niet direct achter el-
kaar leggen, want dan moet je bij de overgang een geweldige ruk aan
het stuur geven. Over die ’aansluitkrommen’, in vaktermen clotoiden ge-
naamd, zou een apart stuk te schrijven zijn. Misschien doen we dat nog
wel eens, maar nu willen we het over cirkels hebben, en wel over de
vraag hoe je in de praktijk, in het vrije veld, met eenvoudige hulpmid-
delen zeer grote cirkelbogen kunt uitzetten. De cirkelbogen van Rijks-
waterstaat hebben vaak lengten van honderden meters, en stralen die
van dezelfde orde van grootte zijn. Je snapt dat je dan niet meer zo ge-
makkelijk werkt met een passer of met een eindje touw. Hoe zet je dan

een cirkel uit?

Figuur 1

A

Vuistregel

De wegenbouwers hebben daar
een slimme truc op gevonden die
als volgt werkt. Ze beginnen met
drie punten A, B en C waar de cir-
kelboog doorheen moet gaan. A
en C zijn de eindpunten en B ligt
er precies tussenin, met andere
woorden AB — BC (figuur 1). Nu
gaan ze achtereenvolgens nieuwe
punten construeren (figuur 2). Ze
meten de afstand BK, waarbij K
het midden is van AC, delen die
afstand door 4, en zetten het resul-
taat loodrecht uit op de middens
van de koorden AB en BC. Zo vin-
den ze twee nieuwe punten, en op
dezelfde wijze doorgaande con-
strueren ze net zo veel punten als
ze willen. En ze beweren dat al
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Figuur 2
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die punten op de gezochte cirkel-
boog liggen!

Het is een buitengewoon eenvou-
dig recept, en je snapt dat het in
het vrije veld snel en gemakkelijk
kan worden uitgevoerd. De vraag
is natuurlijk of het ook echt klopt.
Vind je op die manier inderdaad
punten van de cirkel, is het alleen
maar een benadering, of klopt er
helemaal niets van? Een wegen-
bouwer zal zich daar het hoofd
niet over breken; hij weet uit de
praktijk dat het werkt.

Om onszelf daar ook van te over-
tuigen, hebben we onze PC inge-
schakeld. Figuur 3 is het resultaat.

De verschillende stadia hebben
we onder elkaar geprint, en voor




Figuur 3

de duidelijkheid hebben we de
punten door ’echte’ lijnstukjes ver-
bonden. De laatste benadering
ziet er zo op het oog inderdaad uit
als een cirkelboog. Dat geeft ver-
trouwen, maar een plaatje is nog
geen bewijs. Nogmaals, is de con-
structie echt exact, of is het alleen
maar een benadering?

Iets te kort

Om dat te onderzoeken hebben
we figuur 4 getekend. Je ziet daar-
in de echte cirkelboog ADBEC, de
koorde AC met middelpunt K en
de gelijke koorden DE en BC (AD
= DB = BE = EC). Verder zijn ge-
tekend de middens N en Q van
BC en DE. En ten slotte hebben
we ook nog de lijn PN evenwijdig
aan KC getrokken.

De vraag is nu of de lengte van
EN (of - maar dat is hetzelfde -
BQ) gelijk is aan een kwart van de
lengte van BK. Immers, als dat het
geval is, dan klopt de wegenbou-
wers-constructie. Zie je het ant-
woord al? Het klopt bijna, maar
net niet helemaal! Kijk maar mee.
BN = NC, dus er geldt ook dat

BP = PK. BP en PK zijn dus elk de

helft van BK. Maar BQ is niet de
helft van BP, want BQ = EN en EN
staat een tikje scheef! Daaruit
volgt dat BQ en EN allebei ietsje
groter zijn dan de helft van BP,
dus ietsje groter dan een kwart
van BK. De vuistregel van Rijks-
waterstaat, waarbij precies een
kwart genomen wordt, heeft tot
gevolg dat je niet op de cirkel,
maar binnen de cirkel terecht
komt!

Kleine kromming

In figuur 4 zie je ook dat de afwij-
king heel klein is, en wel des te
kleiner naarmate EN 'minder
scheef’ staat. Dat wil zeggen dat

A K Cc

Figuur 4

de benadering voor 'zwak ge-
kromde’ cirkelbogen heel goed is.
Bij het aanleggen van wegen is de
vuistregel dus een uitstekend
hulpmiddel om betrekkelijk viak-
ke bogen op te vullen.

Wat is het exact?
Ten slotte een opgave voor de re-
kenaars. Stelt dat de volledige cir-
kel in figuur 4 middelpunt M en
straal r heeft, en dat hoek AMC
gelijk is aan 4u. Hoe groot zijn dan
BK en EN, en kun je bewijzen dat
de limiet van hun quotiént inder-
daad nadert tot 4 als « tot O na-
dert?

Oplossing op bladzijde 14!
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Wiskunde in het groot

Een belangrijke relatie

In de jaren voor zijn publicatie uit 1929 wist Hubble van een aantal ster-
renstelsels nauwkeurig de snelheid v te bepalen waarmee deze zich
van ons verwijderen. Bovendien kon hij een ruwe schatting geven van
de afstand r waarop diezelfde sterrenstelsels van ons verwijderd zijn.
Van elk sterrenstelsel werden verwijder-snelheid en afstand tegen el-
kaar uitgezet. De grafiek daarvan (het hubble-diagram) werd nagenoeg
een rechte lijn door de oorsprong (figuur 1). Uit die grafiek volgt dat v
enr recht evenredig zijn met elkaar, dus v = Hr. Dit staat bekend als de
hubble-relatie.
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Figuur 1. Het hubble-diagram

De hubble-constante

De waarde van de hubble-con-
stante H is eenvoudig uit het hub-
ble-diagram van figuur 1 te bepa-
len. Neem bij voorbeeld een ster-
renstelsel op een afstand van 300
X 108 lichtjaar (1 lichtjaar is een
afstand van 9,46 X 10'® meter, zie
kader). Uit het diagram is dan af
te lezen dat de verwijder-snelheid
4500 X 10°® m/s is. Deze waar-
den voor v enr ingevuld in H =
v/r geven voor H een waarde
van 1,5 X 1072 m/s per lichtjaar.
Over de waarde van H zijn ove-
rigens de sterrenkundigen het
nog niet met elkaar eens. Dit
vanwege onnauwkeurigheden

in de afstandsbepalingen van

sterrenstelsels. Hubble vond
zelf bij voorbeeld een waarde
die ruim tien keer zo groot was
als de hier berekende. De waar-
den voor H die tegenwoordig
opgegeven worden, liggen zo
ongeveer tussen 1,5 X 10 2m/s
per lichtjaar en 2,5 X 10 2m/s
per lichtjaar. Hier houden we
ons maar aan de uit figuur 1 be-
paalde waarde van 1,5 X 10?2
m/s per lichtjaar.

Afstanden bepalen

Als eenmaal een waarde voor H is
vastgelegd, kan de hubble-relatie
— of liever het hubble-diagram —
worden gebruikt om afstanden
van sterrenstelsels te verkrijgen.




Een maat voor grote afstanden: lichtjaar

Licht is het snelste dat bestaat. Het heeft een snelheid van 2,9979 < 108 m/s
(meestal afgerond tot 3,0 X 102 m/s of 300 000 kilometer per seconde). Om-
dat afmetingen in het heelal zo ontzettend groot zijn, worden deze gewoon-
lijk uitgedrukt in lichtjaar. Eén lichtjaar is de afstand die het licht in één

jaar kan afleggen. Een lichtjaar is gelijk aan 9,46 X 10'® m. Dit getal is te
vinden door de snelheid van het licht te vermenigvuldigen met het aantal
seconden in een jaar. reken maar na: 2,9979 X 108 (lichtsnelheid) X 365,25
(dagen per jaar) X 24 (uren per dag) X 60 (minuten per uur) X 60 (seconden

per minuut).

O

De verwijder-snelheid van een
sterrenstelsel is namelijk heel
nauwkeurig te bepalen. (Dat gaat
met het doppler-effect voor licht.)
Stel dat voor een sterrenstelsel
een verwijder-snelheid v wordt
gevonden van 3000 < 10° m/s.
Dan is uit het hubble-diagram
(figuur 1) direct af te lezen dat
zijn afstand 200 X 10° lichtjaar

is.

Uiteraard is die afstand ook te vin-
den door de waarde van v en de
vastgelegde waarde van H in te
vulleninr = v/H.

Geen middelpunt

Van uit het Melkwegstelsel be-
keken vliegen alle sterrenstel-
sels van ons vandaan. Toch
neemt het Melkwegstelsel geen
bijzondere plaats in het heelal
in. Van uit ieder ander sterren-
stelsel bekeken vliegen alle an-
dere sterrenstelsels, het Melk-
wegstelsel incluis, ook in alle
richtingen weg. Dat lijkt op het
eerste gezicht misschien wat
vreemd, maar is met het volgen-
de voorbeeld eenvoudig voor te
stellen.
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Op een beetje opgeblazen ballon
zijn dubbeltjes geplakt (figuur

2). Die dubbeltjes spelen de rol
van sterrenstelsels. Als de bal-
lon verder wordt opgeblazen,
bewegen de dubbeltjes (sterren-
stelsels) zich allemaal van el-
kaar af. Van uit ieder dubbeltje
bekeken lijkt het alsof alle an-
dere dubbeltjes zich verwijde-

ren.

Edwin Powell Hubble (1889-1953).




Figuur 2

In plaats van een ballon met dub-
beltjes kan ook een onbegrensd
rubberen vel met dubbeltjes wor-
den genomen, dat in de loop van
de tijd in alle richtingen gelijkelijk
wordt uitgerekt.

Het grote verschil tussen de bal-
lon en het oneindig uitgebreide
rubberen vel is duidelijk. De bal-
lon heeft op ieder tijdstip een ein-
dige oppervlakte. Voor het rubbe-
ren vel is de oppervlakte altijd
oneindig.

Voor de drie-dimensionale ruimte
van het heelal doen zich in theorie
beide mogelijkheden voor. Welke
mogalijkheid met de werkelijk-

heid overeenkomt is op het ogen-
blik niet met zekerheid te zeggen.

De oerknal

In 1922 voorspelde de Russische
wiskundige Alexander Friedmann
(1888-1925) dat het heelal uitdijt.
Hij kwam tot deze voorspelling
door de algemene relativiteits-
theorie van Einstein toe te passen
op het heelal.

De resultaten van Hubble sluiten
prachting aan bij Friedmann'’s
voorspelling. Doordat alle sterren-

stelsels zich van elkaar verwijde-
ren, nemen de afstanden tussen
alle sterrenstelsels steeds maar
toe. Het heelal wordt dus alsmaar
groter en groter.

Aangenomen dat dit altijd zo is
geweest, worden terugkijkend in
het verleden de afstanden tussen
alle sterrenstelsels steeds kleiner.
Sterker nog, in het verre verleden
moet er een tijdstip zijn geweest
waarop de sterrenstelsels heel
dicht bij elkaar zaten. Dat tijdstip
is te beschouwen als de geboorte
van het heelal. Men noemt het wel
de oerknal.

Tijd sinds de oerknal

Bekijk nu eens een sterrenstelsel
dat zich op een afstand r van ons
bevindt en dat zich met een
snelheid v van ons verwijdert. Als
we aannemen dat deze snelheid v
in de loop van de tijd steeds
hetzelfde is gebleven, dan geldt:
afgelegde weg is snelheid maal
tijJd. Of in formule

r=v-t (1)

En daarmee is de leeftijd van het
heelal te bepalen.
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Voorbeeld Stel dat de snelheid
van een sterrenstelsel 1500 X 103
m/s is. Dan is de afstand

waarop het zich nu bevindt
volgens het hubble-diagram
(figuur 1) 100 X 1068 lichtjaar, of
(100 X 108) X (9,46 X 10'5) m.
Daarmee is de tijd t die nu
verlopen is sinds de oerknal, te
berekenen:

f:_{_:
v

(100 X 108) X (9,46 X 10%) m

1500 X 10° m/s

Dit is ongeveer gelijk aan 6,3 X
107 s ofwel 2,0 X 10' jaar (1 jaar
= 3,16 X 107 ). Het heelal is dus
ongeveer 20 miljard jaar oud!

De leeftijd van het heelal is ook
direct uit de hubble-relatie af te
leiden. Vergelijk (1) maar eens
met de hubble-relatie
geschreven in de vorm

—
H

Dat levert dan voor de tijd die nu
verlopen is sinds de oerknal

(2)

r:

= = 3
tH (3)

Hieruit volgt uiteraard dezelfde
waarde voor de leeftijd van het
heelal. Zet daartoe eerst de hier
afgesproken waarde voor H (1,5
X 10 2 m/s per lichtjaar) om in
m/s per meter. Neem
vervolgens het omgekeerde
daarvan.

Opzienbarend
Het heelal is er niet altijd
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geweest en zijn leeftijd is zelfs
vrij eenvoudig te berekenen.
Dat is een van de
opzienbarendste gevolgen van
de hubble-relatie. Niemand was
er bij en toch weten we dat het
heelal (en daarmee ruimte en
tijd!) eens begonnen moet zijn.
En dat alles via zo’'n
eenvoudige relatie als die van
Hubble.

Sinds bekend is dat het heelal
eens moet zijn ontstaan is
natuurlijk de grote vraag: Hoe?

Correctie

Uit het omgekeerde van de hub-
ble-constante volgt de leeftijd van
het heelal. Hierbij is dus veron-
dersteld dat de verwijder-snel-
heid van elk sterrenstelsel niet is
veranderd. In werkelijkheid is dat
niet zo. Sterrenstelsels trekken el-
kaar aan door de zwaartekracht
die ze op elkaar uitoefenen.
Hierdoor worden ze in de loop
van de tijd afgeremd. In het verle-
den was hun snelheid dus veel
groter. Ze hebben er dan ook min-
der tijd over gedaan om de afstan-
den af te leggen die ze nu van el-
kaar verwijderd zijn. En bij ge-
volg is de leeftijd van het heelal
kleiner dan 20 miljard jaar.

Als rekening wordt gehouden met
die afremming, wordt voor het
heelal een leeftijd van zo’n 15 mil-
jard jaar gevonden. Het omge-
keerde van de hubble-constante
levert dus in werkelijkheid een
bovengrens voor de leeftijd van
het heelal. Die leeftijd wordt wel
de hubble-tijd van het heelal ge-
noemd.

Nogmaals de waarde van H
Veronderstel nog eens even dat
geen rekening wordt gehouden




Fotografische opnamen van spiraal-
vormige sterrenstelsels. Boven: zijde-
lings waargenomen; rechts: van bo-
ven gezien.

met het effect van de zwaarte-
kracht. Dan is het omgekeerde
van de hubble-constante precies
gelijk aan de leeftijd van het heel-
al. De tijd staat echter niet stil. En
bijgevolg neemt de leeftijd van
het heelal steeds maar toe. Dat
betekent volgens (3) dat de waar-
de van H in de loop van de tijd
steeds maar kleiner moet worden!

Als bij voorbeeld over 20 miljard
jaar de leeftijd van het heelal
tweemaal zo groot is, zal H twee-
maal zo klein zijn. Kortom, de
waarde van H wordt in de loop
van de tijd geleidelijk aan kleiner.

Anders bekeken

Neem eens aan dat de aarde met
haar bewoners over 20 miljard
jaar van nu nog bestaat. Wat zal
een sterrenkundige dan waarne-
men, als hij naar de sterrenstelsels
kijkt?

Kijkt hij bij voorbeeld naar een

sterrenstelsel dat nu een snelheid
heeft van 1500 X 10° m/s, dan
zal hij dit nog steeds met een
snelheid van 1500 X 10°m/s van
zich af zien gaan. (We zijn er im-
mers van uit gegaan dat sterren-
stelsels niet worden afgeremd.)
Maar... van af de oerknal tot nu
(dat is 20 miljard jaar) heeft dat
sterrenstelsel zich 100 X 10°¢
lichtjaar van ons verwijderd (fi-
guur 1) en over 20 miljard jaar
zal het zich nog eens 100 X 10¢
lichtjaar van ons hebben verwij-
derd. Voor andere sterrenstelsels
is dit net zo.

Tussen verwijder-snelheid v en
afstand r geldt ook voor die toe-
komstige sterrenkundige de rela-
tie v = Hr. Omdat voor elk sterren-
stelsel de verwijder-snelheid ge-
lijk is gebleven (geen afremming!),
terwijl zijn afstand is verdubbeld,
zal H tweemaal zo klein moeten
zijn.

13
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Figuur 3
Hubble-diagram in de toe- sterrenstelsels door de zwaarte-

komst

Wanneer een sterrenkundige over
20 miljard jaar een hubble-diagram
tekent, ziet dat er uit als figuur 3.
Ter vergelijking is daarin ook het
diagram opgenomen zoals dat nu
geldt (gestippeld).

In het hubble-diagram wordt dus
naar mate de tijd verstrijkt de hel-
ling van de lijn steeds minder
steil. En als rekening wordt ge-
houden met de afremming van de

kracht, dan wordt dit effect alleen
maar sterker.

Bedenk wel dat dit effect pas
merkbaar is over een tijdsverloop
van miljarden jaren. Het heeft dan
ook geen rol gespeeld bij de cor-
recties die sinds de ontdekking
van Hubble op de waarden van H
en dus de helling van de lijn in het
hubble-diagram zijn aangebracht.
In vergelijking met miljarden jaren
zinkt een periode van pakweg 60
jaar namelijk in het niet. a

De cirkels van Rijkswaterstaat: oplossing

BK = r(1 - cos 2u) = 2r sin®y, en evenzo 1s dus EN = 2rsin? ( ).

Het quonent is (wegens

sing =2 sm( ) cos(2 a) gelijk aan

4 cosz( «) en de limiet hiervan voor u—= is inderdaad 4. 0

14




Een legpuzzel

De legpuzzel op de foto bestaat uit allemaal dezelfde stukjes. Bepaal de lengte-
verhoudingen van de zijden en de waarden van de hoeken van zo'n stukje.

O
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De sneeuwbal

Op school vallen wel eens lessen uit, omdat een leraar of lerares ziek is.
Vaak weet de conrector dit pas ’'s morgens vroeg, zodat hij de wijzigin-
gen in het lesrooster (bij voorbeeld ’eerste uur vrij’ of 'vierde uur aard-
rijkskunde in plaats van geschiedenis’) niet via het mededelingenbord
aan de leerlingen bekend kan maken.

Om de betreffende leerlingen toch op tijd te kunnen bereiken wordt op
veel scholen de 'sneeuwbal’ gebruikt. De conrector belt één leerling op
en geeft de wijzigingen door. Deze leerling belt twee andere leerlingen
op. Die bellen elk weer twee anderen, enzovoort. Net zo lang totdat ie-
dere leerling is gewaarschuwd. Dit doorbellen moet snel gebeuren. Het
moet klaar zijn véordat iedereen op wegq is naar school.

Werking

Laten we eens nagaan hoe lang
het duurt voordat de laatste leer-
ling is bereikt. In figuur 1 is de
sneeuwbal geschetst. De conrec-
tor belt leerling 1, die belt 2 en 3,
enzovoort. Elk telefoontje duurt
maximaal ongeveer vijf minuten:
het opzoeken van het nummer, het
draaien of intikken van het num-

mer, wachten tot er opgenomen
wordt, eventueel de betreffende
leerling naar de telefoon roepen
en het doorgeven van de wijzigin-
gen.

Na vijf minuten is leerling 1 op de
hoogte. Deze belt eerst leerling 2
op en dan pas leerling 3, zodat
leerling 3 pas na 15 minuten op
de hoogte is.

conrector

Figuur 1. De sneeuwbal.
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Ga zelf maar na dat pas na 45 mi-
nuten de laatste leerling (31) is in-
gelicht.

Sneller

Volgens ons moet het veel sneller
kunnen. Figuur 2 bevat en nieuw
sneeuwbalschema, waarbij reke-

ning wordt gehouden met het feit,
dat de telefoontjes na elkaar wor-
den gedaan. Je ziet, dat nu al na 35
minuten iedereen de wijzigingen
kent. Een winst dus van 10 minu-
ten. Die 10 minuten verschil kun-
nen net uitmaken of de wijziging
op tijd dan wel te laat doorkomt.
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<Figuur 3. Formulier voor de nieuwe sneeuwbal.

Rij van Fibonacci

Laten we het nieuwe sneeuwbal-
schema nog eens bekijken. Eerst
wordt één leerling gebeld (1),
daarna weer een (2), daarna twee
(3 en 4), daarna drie (5, 6 en 7),
enzovoort. Deze rjj 1,1,2,3,5,8,13,
staat bekend als de rij van Fibo-
nacci. Zij geeft bij voorbeeld aan
hoe snel een konijnenbevolking
groeit of waar de takken van som-
mige bomen zich bevinden. In de-
ze rij is elke term de som van de
twee vorige (1+1=2, 1+2=3,
2+3=58, 3+5=8, enzovoort). Ook
op andere plaatsen vind je de rij
van Fibonacci terug, bij voorbeeld
het nummer aan de rechterkant
van elke rij in figuur 2
(1,2,3,5,8,13,21).

Formulier

Van het schema van figuur 2 heb-
ben wij een formulier gemaakt: fi-
guur 3. Het maken van dit formu-
lier was overigens nog een hele
puzzel. Eerst moet de leerling ,die
met de dikke pijl aangewezen
wordt, opgebeld worden en daar-

na de leerling, die met de dunne
pijl wordt aangewezen. Leerling 1
belt dus éérst leerling 2 en daarna
leerling 4 op.

Het invullen van het formulier is
heel eenvoudig. In rechthoek 1
wordt de naam en het telefoon-
nummer gezet van de leerling, die
het verst woont. In rechthoek 2 de
een-na-verste leerling, enzovoort.

Nog sneller

De hele klas kan overigens nog
sneller op de hoogte worden ge-
bracht, als iedereen niet slechts
twee keer belt, maar doorgaat met
bellen, totdat iedereen de wijzi-
gingen kent.

Ga zelf maar na dat dan al na 30
minuten iedereen is ingelicht.

Dit is echter niet erg eerlijk tegen-
over degenen bovenaan de lijst,
die het verst weg wonen. Zij moe-
ten de meeste telefoontjes plegen
(en dus ook betalen) en lopen
vervolgens de kans de bus te mis-
sen (als het eerste uur tenminste
niet vervalt!). a

Vier halve en toch één
hele

Op een lijnstuk AB worden vier halve
cirkels getrokken (figuur hiernaast),
met middellijnen AB = 2r, AD = EB =
2s en DE.

Wat is de symmetrie-lijn van de fi-
guur? En hoe lang is deze?

Laat zien dat de oppervlakte van het
grijze gebied gelijk is aan de opper-
vlakte van de cirkel met de symme-
trie-lijn als middellijn.

Welke cirkel heeft dezelfde omtrek als
het grijze gebied? O
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Het tienhoekslijnprodukt

of:
Is m’n rekendoos over z’n toeren?

Figuur 1

Er staan hierboven 10 punten getekend, regelmatig verdeeld over de
omtrek van de eenheidscirkel (straal 1): de hoekpunten van een regel-
matige tienhoek.

Deze punten zijn op een heleboel manieren door lijnstukken te verbin-
den. We hebben er enkele van getekend, en er de (iets afgeronde)
lengten bij gezet. Als je zo verder gaat merk je dat dezelfde lengte
meerdere malen voorkomt, omdat de tienhoek regelmatig is.

De langste verbinding, juist over het midden, heeft de lengte 2. En van
de kortste verbinding, de zijde van de tienhoek, is de lengte (afgerond)
0,618. We vragen nu naar de uitkomst die je krijgt als je de lengten
van alle verbindingslijnstukken met elkaar vermenigvuldigt.
Dus alle diagonalen en alle (tien) de zijden van de tienhoek.

Wat schat je:

Is de uitkomst groter of kleiner dan 1? Dan 100?
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Het cijferwerk laat je natuurlijk
over aan je rekendoos. En zoals
gewoonlijk: als je z’'n antwoord
niet vertrouwt, doe je het ter con-
trole nog eens over.

Het is niet onwaarschijnlijk dat de
uitkomst van de berekening flink
afwijkt van een eerste schatting.
Ook hier blijkt de aangroei bij het
vermenigvuldigen sneller dan je
zou verwachten, net als bij de
graankorrels op het beroemde
schaakbord.

Wat hulp

Even om vergissingen uit te slui-
ten:

Naast de 10 zijden (z) zijn er vier
soorten diagonalen. Van de drie
niet-maximale (d, e en f) zijn er
elk 10, en van de middendiago-
naal (m) zijn er 5. Het produkt van
allemaal is dus:

le.le.eIO.flo.mS.

Mijn doosje geeft hiervoor, ge-
bruik makend van de benaderde
lengten uit figuur 1, als uitkomst
100 230,12.

Preciezer

Deze uitkomst ligt dicht bij een
mooi rond getal. Zou het n6g
mooier uikomen als we van meer
precieze maten uitgaan?

De zijde z van de eenheidstien-
hoek vinden we met het volgende
figuurtje

Figuur 2

En op dezelfde manier ook:
d = 2 sin 36°
e = 2 sin 54°
f= 2 sin 712°.
Nu weer met het doosje:
(16-sin 18-sin 36-sin 54- sin 72)!0-25

en de uitkomst is (bij mij)
... 100 000,004 51!

Preciest

Via flink wat gegoochel met go-
niometrie-formules is aan te tonen
dat de exacte uitkomst echt pre-
cies 100 000 is.

Nog een stuk moeilijker is het om
op die manier te bewijzen dat het
verbindingslijn-produkt bij een
regelmatige elfhoek gelijk is aan

vELIY

(het lijkt wel carnaval).
En bij een regelmatige n-hoek
(steeds in de eenheidscirkel):

\(nn).

Opgave:

probeer te controleren dat dit
klopt voor een gelijkzijdige drie-
hoek, een vierkant, en een regel-
matige zeshoek.

Laisant

Het algemene resultaat van hier-
boven berust op de zogenaamde
stelling van Laisant (C.-A. Laisant,
Frankrijk 1841-1920):

In een regelmatige n-hoek in
de eenheidscirkel is het pro-
dukt van de lengten van alle
(n-1) verbindingen vanuit één
hoekpunt gelijk aan n.

Zie figuur 3.

De stelling geldt zowel voor even
als oneven n, vanaf n=2 (een plat-
geslagen regelmatige twééhoek).
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Het produkt van de n-1 koorden ..

Bij een n-hoek met zo'n koorden-
waaier vanuit élk van de hoekpun-
ten, wordt het totale produkt iets
als n”; maar omdat daarbij elke
verbinding juist twéémaal mee—
vermenigvuldigd wordt, is er nog
een wortel nodig ter halvering
van het factoren-aantal.

Een bewijs voor de stelling van
Laisant is uiterst omslachtig, tenzij
gebruik gemaakt mag worden van
het reken-systeem der complexe
getallen. Een soort getallen die —
niet als vectoren — in alle richtin-
gen in een vlak door de nul kun-
nen liggen, dus niet alleen in de
twéé richtingen van de gewone
getallenlijn.

Op school komt dit getallensys-
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Figuur 3

teem meestal niet aan de orde;
aan het slot van dit stukje gaan we
er nog iets nader op in.

Een variant van Laisant

Nauw verwant met de vorige stel-
ling is nog de volgende eigen-
schap:

In een regelmatige n-hoek in
de eenheidscirkel is het pro-
dukt van de lengten van alle
(n) verbindingen vanuit een
punt op de cirkel midden tus-
sen twee hoekpunten in gelijk
aan 2.

Zie figuur 4.

Dit produkt blijkt énafhankelijk
van n te zijn!
Voor n- 2, 3 en 4 kun je het zelf




Het produkt van de n koorden ..

-
-
4
.

Figuur 4

Opmerking over het bewijs met complexe getallen

Het gebruik van complexe getallen maakt het mogelijk om op een speciale ma-
nier te rekenen met punten en lijnstukken in een vlakke figuur. De hoekpunten A;
(i=1,2,...,n) van een regelmatige n-hoek in de eenheidscirkel worden voorge-
steld door complexe getallen a; (met het cirkelcentrum als nu/ en met a, als één).
De regelmatige ligging van deze a;'s heeft tot gevolg dat voor elk complex getal
z geldt:

(z-a,)(z-a;)..(z-ap) =2"-1
Als je verder weet dat voor complexe getallen net als voor reéle getallen geldt:
' -1=(z-1)@E" 1 +2z"2+ . . +zl+1)

en je ziet kans om de factor (z - a,) = (z - 1) uit de beide veeltermformules hier-
boven weg te redeneren, dan volgt uit invullen van z = 1:

(l-8)) . (1-8n)=1"14+1784 411+ 1=pn

Terugvertaald naar de meetkundige figuur hebben we hiermee de stelling van
Laisant:
AIAZ-AIAS."'.AIAH:H' D
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wel weer controleren. Zelfs voor hoek M, M, M, ... M, geeft:
n=1 klopt het nog.
M A, MM, 'MlAa 'Ml Ms

Het algemene geval volgt heel M, A,..=2n
eenvoudig uit de stelling van Lai-

sant: Vul de gegeven n-hoek A, MM, MM, .. =n.
A,A,..A,aan tot een regelmati-

ge 2n-hoek A M, A, M, A, M, ... In de overblijvende factoren links
Laisant toepassen, zowel op de en rechts zie je nu de gezochte ei-
2n-hoek als op de middens-n— genschap. O

Raak-cirkel-probleem

In de figuur hiernaast hebben de klei-
ne cirkels elk een straal r.

Hoe groot is de straal van de grote cir-
kel?

Hoe groot is de oppervlakte van het
zwarte gedeelte dat door de vier klei-
ne cirkels wordt ingesloten? 0O

Vreemd gestoei met de kansrekening

Eind maart 1988 moest een bom in Rotterdam onschadelijk gemaakt worden. Het
was een duizendponder uit de Tweede Wereldoorlog en voor de operatie moest
een hele wijk ontruimd worden. Daar waren protesten tegen en in een radiouit-
zending ontspon zich het volgende onzinnige debat:

Tegenstander De gemeente neemt met de ontruiming veel meer risico’s dan het
gevaar dat er iets met de bom gebeurt als men hem gewoon laat liggen.

Woordvoerder opruimingsdienst Nou, dat zit zo: stel u heeft een bak met hon-
derd witte balletjes en een rode. Als u er nu geblinddoekt de rode uit moet
halen, dan hebt u hem of u grijpt een witte. Er is dus 50% kans! Zo moet u dat
zien en daarom voeren wij deze operatie uit.

Tegenstander (die ingenieur blijkt te zijn) Laat er dan een kans van een op de
vijftig zijn dat de bom een keer zal ontploffen, dan nog ... enzovoort.

Je hoeft nou niet direct diep in de statistiek gedoken te zijn om te zien dat de
kans om het rode balletje te trekken 1 op 100 (nauwkeuriger: op de 101) is. En
de uitdrukking 50% kans is natuurlijk heel wat anders dan een kans van 1 op de
50! O
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Groep Konkreet: tentoonstelling

Van 27 januari tot en met 23 maart 1989 is werk van de Groep Konkreet
tentoongesteld in het gebouw van de Zwolsche Algemeene Verzekeringen
(adres: Buizerdlaan 12, Nieuwegein). De expositieruimten zijn alleen op de
werkdagen geopend van 9.00 uur tot 18.00 uur. Een aantal van de kunstwerken
die daar zijn te zien, heeft als onderwerp Onmogelijke Figuren.

De Groep Konkreet bestaat uit vijf Nederlandse kunstenaars: Joop van Bossum,
Monika Buch, Dirk Huizer, Arthur Stibbe en Gerard Traarbach. Als eerste
resultaat van hun samenwerking verscheen ruim een jaar geleden een
schitterend boekje. Dit bevatte ook al een aantal prachtige afbeeldingen van
onmogelijke figuren (Pythagoras 27-1). a

Dirk Huizer: Rooster (1987)
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Getal van 100 cijfers in factoren ontbonden

Groot rekenproject slaagt
door wereldwijde samenwerking

Wereldwijde samenwerking heeft geleid tot de ontbinding in priemfactoren van
een getal van 100 cijfers. Hiervoor werd de rekenkracht van 400 computers uit
12 onderzoekscentra in Amerika, Europa en Australié gebundeld. De computers,
voornamelijk SUN-workstations en micro-VAX’en, rekenden er bijna een maand
aan. Dat gebeurde in 'leeglooptijd’, zodat het vrijwel niets kostte. Het is voor het
eerst dat een dergelijk project op deze schaal is opgezet en met succes be-
kroond. Dit opent nieuwe wegen voor internationale wetenschappelijke samen-
werking bij zeer rekenintensieve onderzoeksprojecten, bijvoorbeeld op het ge-
bied van de sterrenkunde, de fysica en de chemie.

Projectleiders waren de Nederlander Arjen Lenstra van de Universiteit van Chi-
cago en Mark Manasse van Digital Equipment Corporation in Palo Alto (Califor-
nié). Veel van de betrokken onderzoekers hadden hun sporen al verdiend met
het ontbinden van grote getallen, maar hun afzonderlijke rekenkracht was te be-
perkt om zo’n groot getal te 'kraken’. Lenstra en Manasse ontwierpen het compu-
terprogramma zo, dat iedere deelnemende computer een stukje van de reken-
klus toebedeeld kreeg. Het programma zorgde ervoor dat de resultaten automa-
tisch via electronic mail naar Palo Alto werden verzonden, waar een ander pro-
gramma alles verzamelde en verwerkte.

Voor Europa namen aan het project deel het Centrum voor Wiskunde en Informa-
tica te Amsterdam (met de bekende 'getallenkrakers' Walter Lioen, Herman te
Riele en Dik Winter) en het Mathematisch Instituut van de Katholieke Universiteit
Nijmegen (Ron Sommeling), terwijl Australié was vertegenwoordigd door de Na-
tional University te Canberra. De meeste deelnemers kwamen uit de VS: behalve
voornoemde projectleiders de Universiteiten van Californié en van Purdue, Dart-
mouth College, en de bedrijven Apple, Unisys, Mitre en Bell Labs.

Een belangrijk systeem voor het coderen van boodschappen berust op de moei-
lijkheid van het ontbinden van grote getallen. Het behaalde resultaat bepaalt hoe
groot men de sleutel van dit systeem moet kiezen opdat de code nog veilig ge-
noemd kan worden.

Het gekraakte getal van 100 cijfers kan geschreven worden als
(114 156115 k)

en heeft als priemfactoren

108488104853637470612961399842972948409834611525790577216753 en
867592223134283908122180770958507080489717. (]
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Pythagoras
Olympiade Q

Nieuwe opgaven

Oplossingen vé6r 31 maart insturen naar: Pythagoras Olympiade, Mari-
nus de Jongstraat 12, 4904 PL OOSTERHOUT (NB). Vermeld op elk
(éénzijdig beschreven) vel je naam, adres, geboortedatum, school,
schooltype en klas. Verder moet elke oplossing op een nieuw vel be-
ginnen, want we corrigeren ze afzonderlijk. We bekijken alleen goed
leesbare oplossingen die volledig zijn uitgewerkt, met verklarende
tekst in goed lopende zinnen. Verdere informatie over de wedstrijd
vind je in nummer 1 van deze jaargang op bladzijde 28.

PO 118

Onder een roosterpunt in het vlak ver-
staan we een punt met gehele coordi-
naten.

Gegeven zijn een roosterpunten-drie-
hoek ABC en een roosterpunt Z binnen
ABC. Verder is gegeven dat er geen
andere roosterpunten liggen binnen
ABC of op de rand ervan.

Bewijs dat Z dan het zwaartepunt is
van driehoek ABC (figuur 1 geeft en-
kele voorbeelden van zulke driehoe-
ken).

PO 119
Bewijs dat elke rij van 51 opvolgende
natuurlijke getallen twee getallen be-
vat waarvan het product een geheel Figuur 1
veelvoud is van 1989.

Uitslag Ladderwedstrijd 1987/ punten voor onvolledige resulta-

1988 ten. De beste drie hebben we een
prijs gestuurd van f 25,—/ BEF

Aan de Pythagoras Olympiade in 400. Degenen die 3 of meer pun-

de vorige jaargang hebben 33 le- ten behaalden waren:

zers deelgenomen. De meesten Arthur Bakker (Bergen NH) 8,5p
stuurden slechts één of twee keer  Jasper Scholten (Heemskerk)8 p
een oplossing in. Toch waren er Peter Deleu (Kuurne, Belgié) 6,5 p
ook die vaker inzonden, en daar- Raimondo Eggink (Wijchen) 5 p
mee een gooi deden naar de prij- Gerton Lunter (Sneek) 5 p
zen voor de ladderwedstrijd. David Diepbrink (Koog a/d

Elke goede oplossing leverde 1 Zaan) d.p
punt, en soms gaven we halve Bart Kindt (Zwalm, Belgié) 3 p
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Oplossingen en prijswinnaars van de opgaven PO 110-112

PO 110

Gegeven zijn twee vierkanten

A AAA,enB B,B,B, met A, = B,. De
hoekpunten van beide vierkanten zijn
linksom genummerd (figuur 1).
Bewijs dat de lijnen A,B, A,B, en A B,
door één punt gaan.

Oplossing van Jaap Scherphuis, §
vwo, Bosch en Duin:

Driehoek A A B, ontstaat uit A,A B,
door een rotatie over 90° met centrum
A,. De lijnen A,B, en A B, snijden el-
kaar dus onder een hoek van 90°.
Noem het snijpunt S. Uit £ A,SA, = 90°
volgt dat S ligt op de cirkel met mid-
dellijn A,A,. Maar omdat A A,A A,
een vierkant is, is ook A A, een mid-
dellijn van die cirkel, en dus is ook
LB ,SB, = 90°, dus de punten A4,, S en
B, liggen op één lijn, met andere
woorden A B,, A,B, en A,B, gaan door
één punt, namelijk S.

Er waren verder correcte oplossingen
van Arthur Bakker, 5 vwo, Bergen
(NH), Peter Deleu, klas 6, Kuurne, Bel-
gié, Johan Dubbeldam, 5 vwo, Hank,
Gerton Lunter, 5 vwo, Sneek en Jasper
Scholten, 4 vwo, Heemskerk. Prijswin-
naars: Jaap Scherphuis en Johan Dub-
beldam.

PO 111

Een vomino is een v-vormige figuur
die bestaat uit drie velden van een
schaakbord die met een hoekpunt aan
elkaar grenzen (figuur 1). In figuur 2
zie je een schema waaruit blijkt dat je
een 6 X 6 - schaakbord in vomino’s
kunt opdelen (vomino’s mogen elkaar
wel kruisen, maar ze mogen geen veld
gemeen hebben).

Geef voor een 7 X 7 - schaakbord een
verdeling in vomino’s waarbij precies
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één veld ongebruikt blijft, of bewijs
dat zo’n verdeling onmogelijk is.
Doe hetzelfde voor een 8 X 8 — bord.

b




A

Figuur 2

Oplossing van jJoeri Oudshoorn, 3
vwo, Den Haag:

Om een 7 X 7 schaakbord zo in vomi-
no's te verdelen dat één veld onge-
bruikt blijft, hoeft men alleen vier vo-
mino’s toe te voegen aan het voor-
beeld van een 6 X 6 schaakbord. Men
krijgt dan het afgebeelde resultaat (fi-
guur 3). Een 8 X 8 schaakbord is zo
niet in te delen. Van de 64 zelden zijn
er 32 wit en 32 zwart. Een vomino be-
zet altijd drie velden van dezelfde
kleur, dus er blijven van elke kleur
minstens twee velden over.

De overige goede oplossingen kwa-
men van Ingrid Alders, 6 vwo, Zwaag,
Jaap Scherphuis, 5 vwo, Bosch en
Duin, Jasper Scholten, 4 vwo, Heems-
kerk en René Uittenbogaard, Nijme-
gen. Twee inzendingen waren onvol-
ledig. Prijswinnaars: Joeri Oudshoorn
en Ingrid Alders.

Figuur 3

PO 112

Voor n = 6 definiéren we P(n) als de
kans om met n dobbelstenen precies 6
zessen te gooien en n-6 vijven.

Voor welke n is P(n) maximaal?

Oplossing van Raimondo Eggink, 6
vwo, Wijchen:

P(n) = (1/6)° (1/6)"° (§) =
= _n!____._' dus
6! (n-6)! 6"
P(n+ 1)/P(m) =1t (n>e).
6 (n-95)

Voor n = 6 is dit gelijk aan 7/6, voor
alle n > 6 is het kleiner dan 1. Voor n
= 7 is P(n) dus maximaal.

Er waren 9 inzendingen, waarvan 8
correct. Prijzen Raimondo Eggink, en
Gerton Lunter, 5 vwo, Sneek. O

a)
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Nederlandse
Wiskunde
Olympiade

De Nederlandse Wiskunde Olympiade is een wedstrijd voor leerlingen
van het havo en het vwo. Uit de winnaars wordt een team van zes scho-
lieren samengesteld dat Nederland vertegenwoordigt bij de Internatio-

nale Wiskunde Olympiade.

In 1988, in Australié, behaalden we daarbij drie bronzen medailles. Op
de ranglijst van de 49 deelnemende landen (waaronder de Verenigde
Staten, de Sovjet Unie en China) eindigden we op de 21e plaats. We ho-
pen op minstens evenveel succes in 1989 in West-Duitsland en in 1990

in China.

Wie kan meedoen?

De Nederlandse Wiskunde Olym-
piade is bestemd voor alle leerlin-
gen van havo en vwo met belang-
stelling voor wiskunde. Omdat de
Olympiadecyclus zich over ander-
half schooljaar uitstrekt, kunnen
eindexamenklassers niet meer
meedoen. De meeste deelnemers
komen uit 4 en 5 vwo en uit 4 ha-
vo. Zit je in een lagere klas, dan
zul je de opgaven meestal nog te
moeilijk vinden. Maar ben je ent-
housiast en heb je een wiskunde-
knobbel, dan mag je het ook al
eerder proberen. Deelname van
lagere klassers is dus toegestaan!

Hoe kun je meedoen?

Eerste Ronde: Als je graag wilt
meedoen, moet je dat tegen je
wiskundeleraar zeggen. De eerste
ronde vindt vrijdagmiddag 3
maart 1989 op school plaats. Je
krijgt drie uur de tijd om de ant-
woorden te vinden bij een stuk of
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twaalf opgaven. Sommige daarvan
zijn gemakkelijk, andere lastig tot
zeer lastig. Allemaal laten ze iets
zien van ongebruikelijke, leuke,
niet-erg-schoolse wiskunde. Alle
deelnemers uit het hele land krij-
gen dezelfde opgaven. Je leraar
corrigeert het werk aan de hand
van een correctieformulier en
stuurt de uitslag op. De laatste ja-
ren doen er telkens zo’n tweedui-
zend scholieren mee, maar we he-
ben het idee dat er nog veel meer
zijn die plezier aan de Olympiade
zouden kunnen beleven. Probeer
het eens!

Tweede Ronde: De beste honderd
deelnemers van het hele land krij-

gen een uitnodiging voor de

Tweede Ronde die gehouden .
wordt op vrijdag 8 september i
1989 in de Technische Universi-
teit Eindhoven. Die ronde is na-
tuurlijk een stuk moeilijker. Hij
duurt eveneens drie uur, maar er
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zijn dan maar vier opgaven te ma-
ken. Enige weken later zal de
prijsuitreiking plaatsvinden. Er
zijn prijzen voor de beste tien
deelnemers.

Naar China

De vraagstukken bij de Internatio-
nale Wiskunde Olympiade, die
elk jaar in juli in een ander land
wordt georganiseerd, zijn zo
moeilijk, dat zelfs beroepswiskun-
digen er een zware kluif aan heb-
ben. Toch lukt het ons team elk
jaar weer om prijzen in de wacht
te slepen. Dat kan alleen maar
dankzij een goede voorbereiding
waar we dan ook direct na de
Tweede Ronde aan beginnen. De
prijswinnaars krijgen dan lesbrie-
ven toegestuurd. Als je er plezier
in hebt, kun je daar een paar
maanden onder deskundige lei-
ding aan werken. Mede aan de
hand van de reacties op de les-
brieven wordt in april 1990 de
Nederlandse ploeg voor China
gekozen. Jij kunt één van de ge-
lukkigen zijn!

Scholenprijs

Bij de Eerste Ronde worden de
punten van de vijf beste leerlin-
gen per school opgesteld en de
school die zo de hoogste score
bereikt, krijgt een door Shell be-

schikbaar gestelde wisselprijs. In
1988 is die prijs gewonnen door
het Elzendaalcollege te Boxmeer.

Meisjes

Om deelname van meisjes te be-
vorderen heeft de staatssecretaris
van onderwijs en wetenschappen,
mevr. drs. N.J. Ginjaar-Maas, een
speciale prijs ingesteld voor de
school waarvan de som van de
scores van de beste drie deelne-
mende meisjes bij de Eerste Ron-
de de hoogste is van alle scholen.
In 1988 is die prijs gewonnen
door twee scholen die op dezelf-
de hoogte eindigden: Het Christe-
lijk Lyceum uit Alphen a/d Rijn,
en het Liemers College uit Zeve-
naar. Het spreekt overigens na-
tuurlijk vanzelf dat de leerlingen
die gezamenlijk een scholenprijs
veroveren ook individueel een
prijsje krijgen.

Meer weten?

Nadere inlichtingen over de
Olympiade kun je krijgen bij de
heer H.N. Schuring, secretaris van
de Nederlandse Onderwijscom-
missie voor Wiskunde, tel. 085-
521346, adres: CITO, Postbus
1034, 6801 MG Arnhem. Het ma-
teriaal voor de Eerste Ronde
wordt half februari naar alle scho-
len gestuurd. |

Een legpuzzel: oplossing

Alle zijden zijn even lang. De hoeken
zijn 36°, 36°, 108°, 108° en 252° (zie fi-
guur).

Het is in feite een regelmatige vijfhoek
(hoeken van 108°) waar een ruit van is
afgesneden. 0
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Redactioneel

De figuur op de omslag bestaat uit een aantal clotoiden. Wat dat voor
krommen zijn wordt in het volgende nummer uitgelegd in het artikel
'Soepel door de bocht’. Daarin wordt ook een GW-BASIC programma
gegeven waarmee verschillende clotoiden kunnen worden ver-

kregen. O

Gelijke omtrek en gelijke oppervlakte

De middellijn van een gegeven cirkel
wordt in drie gelijke stukken ver-
deeld, elk met een lengte r. Daarop
worden (figuur hiernaast) vier halve
cirkels getrokken.

Laat zien dat de beide witte gebieden
en het grijze gebied gelijke omtrek en
gelijke oppervlakte hebben. O

Uitgave onder toezicht van de Nederlandse Onderwijscommissie voor
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