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Soepel door de bocht

Bij de aanleg van autosnelwegen maakt Rijkswaterstaat gebruik van drie
soorten wegdelen: rechte stukken, cirkelbogen en verloopkrommen,
dat wil zeggen krommen die de overgang vormen tussen rechte stuk-
ken en cirkelbogen of tussen cirkelbogen onderling. Bij een recht stuk
houd je natuurlijk je stuur recht, en als je een cirkelboog rijdt, kun je je
stuur ook in een vaste stand houden. Zou nu een cirkelboog direct aan
een recht stuk vastgemaakt worden, dan zou je plotseling een ruk aan je
stuur moeten geven om het in de nieuwe stand te brengen. dat is na-
tuurlijk ongewenst, vandaar die verloopkrommen, die ervoor zorgen dat
je geleidelijk je stuur kunt draaien bij het nemen van de bocht. Mis-
schien denk je dat die krommen zo’n beetje op het oog getrokken wor-
den, maar dat is niet het geval. Ze hebben een heel precies bepaalde
vorm, en ook een speciale naam: ze heten clotoiden (naar het Griekse
werkwoord k.m3o dat spinnen of winden betekent een Nederlandse
vertaling zou dus spinkromme of windingskromme kunnen zijn). We
zullen hier een aantal eigenschappen van clotoiden beschrijven, en we
geven ook een computerprogramma in GW-BASIC waarmee je zelf zo’n
kromme op het scherm kunt toveren.




Kromming

Centraal in ons verhaal staat het
begrip kromming. Een rechte lijn
heeft kromming nul. Bij een weg
vol bochten verandert de krom-
ming voortdurend. Als je met de
auto zo'n weg afrijdt, kun je de
kromming aflezen aan de stand
van het stuur: hoe scherper de
bocht, hoe groter de kromming,
en hoe verder het stuur gedraaid
moet worden. Er zijn ook metho-
den om de kromming van een
kromme in een bepaald punt
exact te definiéren. Hier is zo'n
definitie.

Laat (figuur 1) P het punt op de
kromme zijn waar we de krom-
ming willen bepalen. In P en in
een naburig punt Q tekenen we
raakvectoren met lengte 1. Een
natuurkundige zou direct denken
aan vectoren die de snelheid
voorstellen van een stoffelijk punt
dat over de kromme loopt. En je
kunt natuurlijk ook denken aan de
snelheid van een auto.

Wat verandert er aan die raakvec-
tor bij de overgang van P naar Q7
Niet de grootte, maar wel de rich-
ting. Welnu, die richtingsverande-
ring brengt ons op het spoor van
de kromming: hoe groter de
kromming, des te sterker zal de
raakvector van richting verande-
ren. Om precies te zijn: we meten
de lengte /s van de weg tussen P
en Q, en de verandering Aa van
de richting van de raakvector.
Houd P vast, en laat Q tot P nade-
ren. Ao en As worden dan allebei
steeds kleiner, maar hun verhou-
ding nadert tot een limiet, de

afgeleide %—g

Die afgeleide is de kromming in P.
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Figuur 2. Bij een cirkel geldt
AS=RA a

Bij een cirkel

Wat geeft deze definitie van
kromming voor uitkomst bij een
cirkel met straal R? In figuur 2 zie
je dat het stukje cirkelboog tussen
P en Q een lengte heeft van As =
R- Aa (hoeken meten we in radia-
len). De verhouding A«//As is dus
1/R; je hoeft zelfs geen limiet te
nemen om tot de uitkomst te ko-
men: de kromming K is het omge-
keerde van de straal. In formule:
K =1/R.




Geleidelijk toenemende krom-
ming

Nu naar de ’'verloopkromme’ van
Rijkswaterstaat: de clotoide. De
kromming moet daarbij geleidelijk
toenemen van nul tot een vaste
waarde 1/R_, waarbij R de straal
is van de cirkel waar we op uit
willen komen. Met geleidelijk toe-
nemen bedoelen we geleidelijk
toenemen in de tijd. Maar als je
met een constante snelheid rijdt,
is dat hetzelfde als geleidelijke
toenemen met de afstand die je
hebt afgelegd. We noemen die af-
stand s, en we beginnen s te me-
ten op het moment dat de clotoide
begint, dus op het moment dat je
vanuit de rechte stand je stuur be-
gint te draaien. De kromming K
neemt dan geleidelijk toe met s,
en de eenvoudigste formule die
dat beschrijft, is

K=c-s (1)

waarin ¢ een evenredigheidscon-
stante voorstelt. Hierboven heb-
ben we gezien dat de kromming
K gelijk is aan de afgeleide g—g
dus we krijgen de formule

—=cC"S§

en als je kunt differentiéren, weet
je dat hieruit volgt:

o= 8 g

waarbij o, de hoek is op het mo-

ment dat s = 0 (dus aan het begin
van de clotoide). Voor het gemak
noemen we die beginwaarde nul.

Om praktische redenen (we leg-
gen dat nog uit) schrijft men de
evenredigheidsconstante c liever
als

¢ = 1/a%
zodat de formule wordt

o= (2)

Deze formule, die vertelt hoe de
richting van de kromme afhangt
van de afgelegde weg, stelt ons in
staat om met de computer zo’n
clotoide te tekenen. In een apart
stukje leggen we uit hoe dat gaat:
het programma in GW-BASIC telt
maar een stuk of tien regels, en
als je de beschikking hebt over
een PC met grafische mogelijkhe-
den, kun je er zelf mee experi-
menteren. In figuur 3 zie je een
clotoide die met dit programma
getekend is. Het is een fraaie krul

Figuur 3
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met een steeds verder toenemen-
de kromming. Natuurlijk is hij niet
volledig: op een bepaald moment
moet je stoppen met tekenen.

De constante a

Wat is het effect van wijzigingen
van de contante a? In figuur 4 kun
je dat zien. Daar hebben we in
één figuur de beginstukken gete-
kend van de clotoiden met a = 3,
4, 5 en 6. Grotere a betekent een
'vlakkere’ clotoide. Maar alle clo-
toiden zijn wel onderling gelijk-
vormig. Een andere waarde van a
nemen is hetzelfde als het teke-
nen van de clotoide op een ande-

re schaal. Als je bij voorbeeld de
clotoiden neemt meta = 3 en

a = 6, en je tekent ze in codrdina-
tenstelsels waarin de lengte-een-
heid correspondeert met respec-
tievelijk 2 cm en 1 cm, dan passen
de twee plaatjes precies op el-
kaar.

Anders gezegd: vergroot je de
clotoide van a= 3 met een factor
2, dan krijg je de clotoide van

a = 6. Dat volgt ook uit formule
(2), de formule die de vorm van
de clotoide vastlegt. Als je tegelij-
kertijd de waarde van a en de
lengtemaat s met dezelfde factor

Figuur 4. Clotoiden met (van links naar rechts) a = 3, 4, 5, 6.
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Figuur 5. Mal met beide clotoide-takken bij a = 45 m.

vermenigvuldigt, blijft het ver-
band tussen « en de afgelegde
weg (uitgedrukt in de nieuwe
lengtemaat) hetzelfde.

De dimensie van a

Voor wegenbouwers is het na-
tuurlijk heel belangrijk welke con-
stante a er gebruik wordt. Zij ge-
ven a ook een fysische dimensie,
namelijk de dimensie lengte. Kijk
bij voorbeeld naar formule (2).
Daarin is « dimensieloos (hoeken
hangen niet af van de schaal), dus
a moet dezelfde dimensie hebben
als s. Bij Rijkswaterstaat spreekt
men daarom over een clotoide
van a = 45 m, of een clotoide van
a — 60 m, enzovoorts. Ze gebrui-
ken ook mallen voor de verschil-
lende standaard-clotoiden waarop
de constante a en de schaalverde-
ling zijn aangegeven. In figuur 5
zie je zo’n mal; voor een aantal
punten is tevens de kromtestraal

aangegeven. Voor de kromtestraal
R geldt de fraaie formule

R's = a? (3)

die direct volgt uit (1) en uit

K = 1/R. Ook uit deze formule
blijkt dat a de dimensie lengte
moet hebben. Je snapt nu ook
waarom men altijd werkt met a als
constante, en niet met de constan-
te c = 1/a? uit formule 1.

In de praktijk

Hoe alles in de praktijk gaat zie je
in figuur 6: het ontwerp voor een
klaverblad bij Raamsdonksveer.
Daarop zijn rechte stukken en cir-
kelbogen te zien. Figuur 7 geeft
een detail van een afslag. Die be-
gint met een recht stuk dat een
hoek van 3° maakt met de door-
gaande weg (dat is gedaan om de
automobilist duidelijk het idee te
geven dat hij bij een afslag van




~
(9]

/

B i~ °
] Hor) g
oo =
(9] ) .
= M _
o
- = ¥
o) |
QO ]
s |
q
|
v
_
0
_ E
v* o
| ©
¢ A
-
| e
S
|
|
Q
P i
e

,—OT'— i

R = 400\

=

)
60
-
Q
0
=
Q
>
Q
N
\

o/
//a
o

Figuur 6. Ontwerp van Rijkswaterstaat voor het klaverblad bij Raamsdonks-
veer (kruising A27 en A59).
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eerste stuk: rechte
tweede stuk: clotoide
derde stuk: cirkel
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Figuur 7. Constructie van een afslag: rechte (R = <), stuk clotoide (a = 45)

gevolgd door een cirkel-deel (R = 60).

richting verandert) Na een recht
stuk van 75 m begint de clotoide
met parameter a = 45 m, en na
ruim 30 m gaat die over in een cir-
kelboog met straal 60 m.

Naar oneindig

De wegenbouwers zullen met het
bovenstaande tevreden zijn: we
hebben hun ’verloopkrommen’
beschreven, en er ook een pro-
gramma bij geleverd om ze te te-
kenen. Het is hen natuurlijk vooral
te doen om de beginstukken, de
stukken waarbij de kromming van
nul toeneemt naar een niet al te
grote waarde. Maar wij willen wel
eens weten wat er gebeurt als je
steeds maar verder gaat. De com-
puter toont een kromme die zich
steeds verder 'opwindt’. Zou dat
zo doorgaan, en is er een 'limiet-
cirkel’ of een ’'limietpunt’, zoals de
tekening doet vermoeden? Om
dat uit te zoeken heb je wat meer
wiskunde nodig. Wiskunde die de
vwo-stof te boven gaat. Maar we
zullen toch een paar resultaten
vermelden.

Je moet dan formules afleiden die

de codrdinaten van een punt (x, y)
op de kromme uitdrukken in de
afgelegde afstand s. In formule (2)
is « uitgedrukt in s. Een raakvec-
tor met lengte 1 en richting «
heeft codrdinaten

(cos a, sin «)

en met formule (2) kun je dit in
termen van s schrijven:

(cos (s%/2a?), sin (s?/2a%)). (4)

Degenen die iets afweten van
krommen in parametervorm, we-
ten misschien ook dat zo’n raak-
vector gegeven wordt door

(dx dy

en als je nu x en y wilt hebben,
dan moet je integreren. Hier is het
resultaat:

x(s) :ofs cos (-2%) du

y(s) = Is




Dat zijn lastige integralen die niet
‘opgelost’ kunnen worden in die
zin, dat je de uitkomst ervan in
‘’elementaire’ functies kunt uit-
drukken. Ze staan bekend als inte-
gralen van Fresnel, naar de Fran-
se fysicus J.A. Fresnel, die ze bij
de studie van buigingsverschijn-
selen van het licht gebruikte. Met
methodes uit de hogere wiskunde
kun je ook uitrekenen wat er ge-
beurt als je in deze integralen

s — <o laat gaan. De limietwaarden
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blijken te zijn

x (%) =y () = %a NL

dus het windingspunt is het punt

(é— a\/m, % av/n).

Tot slot nog een opgave: hoe lang
is het clotoide-stuk in figuur 7?
Oplossing op bladzijde 22! 0O

L o . v w:ia,}i?‘ "

Clotoide-stukken komen ook voor in de loopings van achtbanen.




De clotoide met de computer

We kunnen de computer een clotoide laten tekenen. Of, althans, een benadering
ervan. Het idee is simpel. Kies een klein getal ds als stapgrootte, en neem ach-
tereenvolgens stapjes van die grootte, waarbij je de richting steeds aanpast met
behulp van formule (4).

Eigenlijk teken je bij zo'n stapje niet een stukje van de (kromme) clotoide, maar
een recht lijnstukje van lengte ds met dezelfde richting als de raakvector die
hoort bij de betreffende s-waarde. Als je stapjes klein genoeg zijn, benadert de
computertekening de ’echte’ clotoide voldoende nauwkeurig. De onnauwkeurig-
heden stapelen zich natuurlijk wel op, dus je kunt met deze methode de clotoide
niet willekeurig ver blijven volgen.

Hieronder zie je het programma, en in figuur 3 staat de clotoide die er het resul-
taat van is.

10 REM *** clotoide #%#
20 CLS : SCREEN 3

30 WINDOW (—1,-1)=(11,9)
40 DS = .01

SO A =5

60 FOR I=1 TO 2000

708 = 8 + DS : ALFA = (S"2) /(2% (A™2))

B0 X = X + DS*COS(ALFA) : Y = Y + DS#SIN(ALFA)
90 FSET(X,Y)

100 NEXT I

110 AF=INFUT#(1) : END

Je ziet (regel 40) dat we ds = 0,01 hebben gekozen, ena = 5 (regel 50). In regel
60 staat dat we 2000 stappen zetten, en in regel 70 worden bij elke stap de
s-waarde en de u-waarde aangepast. Daarin herken je formule (4). In regel 80
laten we x en y zo toenemen dat we precies een stapje van lengte ds in de goe-
de richting doen, en in regel 90 wordt het nieuwe punt geprint.

De rest van het programma is franje: regel 110 zorgt ervoor dat de 'prompt’ pas
weer op het scherm komt als we een willekeurige toets indrukken; regel 30 defi-
nieert het stuk van het vlak dat op het scherm te zien is (codrdinaten van linke-
ronderhoek en rechterbovenhoek), en 'screen 3’ in regel 20 geeft aan dat we in
een 'grafische mode’ met hoge resolutie (640 X 400 pixels) werken.

Meer krullen

Vaak wordt de clotoide ook de andere kant op voortgezet. Je krijgt dan ook

een krul in het derde kwadrant: de volledige clotoide is puntsymmetrisch in

de oorsprong, en heeft daar een buigpunt. Het computerprogramma kan ge-
makkelijk worden aangepast: naast het punt (x,y) print je ook telkens het

punt (-x, -y). Het is leuk om nog wat verder te experimenteren. In figuur 8
hebben we een ster gemaakt met zes krullen. Ook dat kan met een simpele
aanpassing van het programma. Hieronder staat het; probeer zelf maar te
snappen hoe het werkt. 0O
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REM %% clotoide *x%
CLS : SCREEN 3

o WINDOW (=12,=~10)—-(12,10)

40 PI = 3.141593

20 DS = .03

&0 = &

70 FOR I=1 TO 2000

80 = S + DS : ALFA = (S™2) /(2% (A™2))
QO = X + DS*COS(ALFA) : Y =Y + DS*SIN(ALFA)
100 M = 3

110 FOR d = 1 TO M

120 BETA = 2%FI*J/M

130 X1 = X*COS(BETA) — Y*SIN(EETA)

140 Y1 = X*SIN(BETA) + Y*COS(BETA)

150 PSET(X1,¥13 t PSET (=X1l,-Y1)

160 NEXT J

170 NEXT 1

180 FOR N=1 TO S5 : BEEF : NEXT N

120 AF=INFUT#(1) : END

Figuur 8
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De opgesloten cirkel
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Figuur 1 Figuur 2

In een stuk triplex of karton is een cirkel met een straal van 5 cm uigezaagd, res-
pectievelijk uitgesneden. Daarna is de cirkel-schijf weer in de opening terugge-
legd (figuur 1).

Om de cirkel-schijf te bevrijden zonder haar uit het vlak te tillen, moet een stuk
van het karton of triplex worden afgehaald. Daarbij zal ook een deel van de schijf
er aan moeten geloven (figuur 2). Het overgebleven deel van de cirkel-schijf kan
dan door de ontstane opening worden geschoven.

Bereken de 'hoogte’ a van het stuk dat van de schijf moet worden afgehaald.
Oplossing in het volgende nummer. a

Wedstrijden in een toernooi

Voor een tennistoernooi hebben 47 tennisspelers ingeschreven. Er wordt ge-
speeld volgens een afvalsysteem. Wanneer het aantal spelers in een ronde one-
ven is, wordt door loting bepaald wie zonder te spelen overgaat naar de volgen- I
de ronde.

In de eerste ronde zijn er dus 23 wedstrijden. De 23 verliezers vallen af. De 23
winnaars gaan door naar de tweede ronde. Daarin zitten dan 24 spelers, want er
is één speler zonder te spelen naar de tweede ronde gegaan. Enzovoort, enzo-
voort.

Hoeveel wedstrijden moeten er in totaal worden gespeeld, voordat de uiteinde-
lijke winnaar bekend is?

Hoeveel tennispartijen zouden er gespeeld moeten worden als 199 spelers zich
hadden aangemeld? En hoeveel als er zich n spelers aanmelden? O

11




De Enigma

De Enigma is een geheimschriftmachine die voor en tijdens de Tweede
Wereldoorlog door de Duitse legers werd gebruikt. In een paar artike-
len zullen we aandacht besteden aan deze machine. In dit eerste artikel
wordt de bouw van de Enigma beschreven. Het is de basis voor vol-
gende artikelen, waarin wordt uitgelegd hoe de Duitsers met het appa-
raat werkten, en waarom ze dachten dat het door de Enigma geprodu-
ceerde geheimschrift absoluut veilig was.
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Het geheimschrift
De werking van de Enigma is af-
geleid van een heel eenvoudig

soort geheimschrift. Het zou goed

passen tussen de wat speelse
soorten geheimschrift die in Py-
thagoras 24—1 zijn beschreven.
Deel de 26 letters van het alfa-
bet op in 13 groepjes van twee
letters bij voorbeeld

ad hf cz €] gk

bs im Iq nw oy

px ru tv

Een bericht wordt vercijferd (in
geheimschrift omgezet) door el-
ke letter te vervangen door de
letter waarmee een paar wordt
gevormd. Komt dus in het be-
richt het woord ENIGMA voor
dan wordt dat vercijferd als

JWMEKID.

Ontcijferen gaat op dezelfde
manier. Elke letter uit het ge-
heimschrift (de cijfertekst)
wordt vervangen door de letter
waarmee een paar wordt ge-
vormd. Zo komt uit JWMKID
weer het woord ENIGMA te
voorschijn.

Die dertien letterparen vormen
de sleutel die toegang biedt tot
dit geheimschrift. Zij die mid-
dels dit geheimschrift met el-
kaar berichten willen uitwisse-
len, moeten in het bezit zijn van
een lijstje met die dertien letter-
paren.

Binnendringen

Stel dat iemand niet tot dat
clubje behoort en wel eens wil
weten wat de leden elkaar zoal
te vertellen hebben. Hij of zij
zal dan allereerst beslag moe-

ten leggen op een aantal vercij-
ferde berichten. Daarna kan
worden gepoogd om daar uit op
te maken welk soort geheim-
schrift wordt gebruikt én wat
het afgesproken lijstje met der-
tien letterparen is.

Zelfs al is bekend wat het soort
geheimschrift is, dan lijkt het
een hele klus om vast te stellen
wat de gebruikte letterparen
zijn. Er zijn immers heel wat
mogelijkheden om de 26 letters
van het alfabet in 13 groepjes
van twee letters op te delen. Om
precies te zijn, het zijn er

25X23X21X19X ....X8X3.

Als je dat niet een-twee-drie in-
ziet, kijk dan in een volgend ar-
tikel 'Rekenen aan de Enigma’

voor een uitvoerige verklaring.

Ondanks dit enorme aantal mo-
gelijkheden is het voor geoeten-
de geheimschrift ontcijferaars
niet moeilijk om vast te stellen
wat de gebruikte dertien letter-
paren zijn. Zeker, omdat het
systeem een behoorlijk zwakke
plek heeft. Steeds zijn namelijk
dezelfde letters aan elkaar ge-
koppeld en worden door elkaar
vervangen. Wat dus op het eer-
ste gezicht een voordeel leek,
vercijferen en ontcijferen gaan
op dezelfde manier, maakt het
buitenstaanders een stuk ge-
makkelijker om binnen te drin-
gen.

Gebruikers van dit geheim-
schrift kunnen zich daar enigs-
zins tegen wapenen door op ge-
zette tijden een nieuw lijstje te
gebruiken. Of door meerdere
lijstjes met 13 letterparen tege-
lijk in omloop te brengen. Die
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Lamp

Schakelaar

Figuur 1. Als de schakelaar wordt ge-
sloten gaat het lampje branden. Plak
op de schakelaar een letter a en op of
bij het lampje een letter d. Door de
schakelaar a even te sluiten licht dan
lampje d op.

lijstjes worden genummerd of
met een extra letter van elkaar
onderscheiden. Welk lijstje van
toepassing is, kan dan bij voor-
beeld via de eerste letter van de
cijffertekst worden aangegeven.

Elektrische schakeling

Het eerder gegeven lijstje met 13
letterparen is gemakkelijk in een
elektrische schakeling vast te leg-
gen (figuur 3). Meer kennis dan
de werking van de simpele scha-
kelingen uit de figuren 1 en 2 is
daar niet voor nodig. Figuur 3 is
zelfs niets anders dan een uitbrei-
ding van de schakeling uit figuur
2. Ga maar na.

Door elke toets afzonderlijk in te
drukken gaat een lampje branden.
Indrukken van toets a maakt dat
lampje d oplicht. Als echter omge-
keerd toets d even wordt inge-
drukt, licht lampje a op.

Zo vormen telkens twee toetsen
en twee lampjes een letterpaar.
Vercijferen en ontcijferen is een
kwestie van de letters uit de be-
treffende tekst stuk voor stuk in-
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Figuur 2. Als de schakelaar of toets
met de a wordt ingedrukt, licht alleen
lampje d op. Als de toets met de b
wordt ingedrukt, licht alleen lampje s

op.

toetsen en de letter opschrijven
van het lampje dat oplicht.

Alles bij elkaar nogal omslachtig.
Zelfs een wat 'aangepaste’ type-
machine is veel handiger (zie ka-
derstukje)! Bovendien kan er maar
met één lijstje van 13 letterparen
worden gewerkt. En dat heeft zo
zijn nadelen, zoals we zagen.
Overgaan op een ander lijstje kan
wel, maar is een heel gedoe. Zoek
eens uit hoe dat zou kunnen.

Beter

Overgaan op 13 andere letterpa-
ren is heel wat gemakkelijker in
een iets gewijzigde schakeling (fi-
guur 5).

De kern van deze gewijzigde
schakeling is aangegeven in fi-
guur 4. De toetsen bestaan uit om-
klap-schakelaars. Door kleine
veertjes worden ze in de standen
gedrukt die in figuur 4a zijn aan-
gegeven. Geen van de mogelijke
stroomkringen is dan gesloten.
Beide lampjes a en d branden
niet.

Wanneer toets a wordt ingedrukt,
wordt het contact van de schake-
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Figuur 3. Wanneerééenvan de schakelaars wordt gesloten, gaat hetlampje er bo-
ven branden. De letter die bij die schakelaar/toets staat, wordt vervangen door

de letter bij het lampje dat brandt.

A

Figuur 4. A. Neutrale stand, er is geen gesloten stroomkring en geen van de
lampjes licht op. B. Toets a wordt ingedrukt; schakelaar a klapt om en lampje d
brandt. C. Toets d wordt ingedrukt, schakelaar d klapt om en lampje a licht

op.

laar onder die toets met lampje a
verbroken. Maar doordat het an-
dere contact wordt gesloten licht
lampje d even op. De stroom volgt
dan namelijk de weg die in figuur
4b door de dikke zwarte lijnen
wordt aangegeven.

Door toets d in te drukken licht
lampje a op. De stroom volgt dan
de weg die door de dikke zwarte
lijnen in figuur 4c is aangegeven.

In het schakelschema van figuur 5
zijn 13 schakelingen aan elkaar

gekoppeld die elk op dezelide
manier werken als figuur 4. In elk
van die dertien deelschakelingen
worden twee letters aan elkaar
gekoppeld.

Vercijferen en ontcijferen gaan op
dezelfde manier als in de schake-
ling van figuur 3. Nog even om-
slachtig dus. Maar ... de overgang
op een ander lijstje met 13 letter-
paren is in een handomdraai te re-
gelen. En wat veel belangrijker is,
de weg naar de Enigma is ineens
niet ver meer.
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Aangepaste typemachine

Wanneer de toets van een gewone (mechanische) typemachine wordt ingedrukt,
komt er een armpje omhoog. Aan het einde daarvan zit een soort hamertje waar-
op een letter is uitgespaard, dat het lint tegen het papier slaat. De letter die op
de betreffende toets is aangegeven komt dan op het papier.

Om de typemachine aan het beschreven geheimschrift aan te passen, moeten de
letters op de hamertjes volgens het gegeven lijstje worden verwisseld. Dus op
de plaats van een a komt een d, en omgekeerd komt op de plaats van een d een
a, enzovoort.

Het effect zal duidelijk zijn. Wanneer een bericht wordt overgetypt, komt de ver-
cijferde tekst meteen op het papier. Wordt omgekeerd een vercijferde tekst
overgetypt, dan komt direct de ontcijferde tekst op het papier. ]

Doorvoerblok:

: Omkeerbl ok #3

Figuur 5. De gewijzigde schakeling. Is opgebouwd uit een combinatie van 13
schakelingen waarvan de werking in figuur 4 is weergegeven. De verbindingen
in het omkeerblok bepalen welke twee letters aan elkaar worden gekoppeld.
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Omkeerblok

In het schakelschema van figuur 5
lopen de draden die twee toetsen
(en dus twee letters!) aan elkaar
koppelen, door een zogenaamd
omkeerblok.

Dit omkeerblok kan worden uitge-
voerd als een soort grote stekker.
Aan de buitenkant 26 contacten
die precies passen op de 26 con-
tacten van het doorvoerblok. Bin-
nenin het omkeerblok worden de
26 contacten één voor één met el-
kaar verbonden door 13 draden.
Deze 13 verbindingsdraden bepa-
len dus het lijstje met 13 letterpa-
ren.

Overgaan op een ander lijstje
komt dan ook neer op een ander
omkeerblok in gebruik nemen.
Als het omkeerblok in de vorm
van een grote stekker is uitge-
voerd, is dat in een oogwenk te
regelen.

Beschikken de gebruikers over
een voorraadje verschillende om-
keerblokken, dan zijn er eigenlijk
verschillende lijstjes’ tegelijk in
omloop. Ze hoeven slechts aan te
geven welk omkeerblok in de be-
treffende tekst van toepassing is.

Kraak-bestendiger

Toch is zo de zwakke plek nog
niet uit het systeem verwijderd. In
eenzelfde bericht worden nog
steeds dezelfde letters aan elkaar
gekoppeld en door elkaar vervan-
gen. Geoefende geheimschrift
ontcijferaars zal dat snel opvallen.
Als de gebruikers nu allemaal
over eenzelfde setje omkeerblok-
ken beschikken, kunnen ze een
slimme zet doen. Ze nummeren de
omkeerblokken in zo’n setje en
gaan in de loop van een bericht
van omkeerblok veranderen. Bij
voorbeeld na een afgesproken

aantal letters.

Stel dat er bijvoorbeeld 8 ver-
schillende omkeerblokken in een
setje zitten, dan moeten ergens in
het vercijferde bericht nog 9 ge-
tallen zijn opgenomen. Zo kan het
eerste getal aangeven na hoeveel
letters van omkeerblok moet wor-
den gewisseld. De volgende 8 ge-
tallen geven dan de volgorde aan
waarin de omkeerblokken aan de
beurt komen. Als alle omkeer-
blokken aan de beurt zijn ge-
weest, wordt er van voren af aan
begonnen.

Op deze manier is het systeem om
zo te zeggen een stuk kraak-be-
stendiger geworden. Daar tegen-
over staat dat de gebruikers zich
wel wat op de hals gehaald heb-
ben. Echt gebruikers-vriendelijk
is het systeem nauwelijks nog te
noemen. En juist daar was bij de
Enigma iets op gevonden.

Bij de Enigma aangeland

In de Enigma werd slechts één
omkeerblok gebruikt dat niet ver-
wisselbaar was. Het had de vorm
van een ronde schijf met aan een
kant 26 contacten (figuur 6).

Figuur 6. Omkeerblok in de vorm van
een ronde schijf met 26 iets uitsteken-
de contacten.
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Figuur 7. Rotors tussen doorvoerblok
en omkeerblok. De nummers op de ro-
tors dienen om de volgorde aan te ge-
ven. Hier als eerste rotor die met num-
mer 3, als tweede die metnummer 1en
als derde die met nummer 2.

Ook het doorvoerblok was een
ronde schijf. Aan de ene kant gin-
gen 26 draden naar binnen. Deze
waren rechtstreeks verbonden
met de 26 contacten aan de kant
tegenover het omkeerblok.
Omkeerblok en doorvoerblok
stonden een eindje uit elkaar. Er
tussen was plaats voor nog 3 ron-
de schijven, de rotors (figuur 7).
Zo genoemd omdat ze net als een
wiel om een as konden draaien.
De 3 rotors konden gemakkelijk
uit de machine worden genomen
en in elke willekeurige volgorde
worden teruggezet.

Rotors

Elke rotor had aan beide zijden 26
contacten. De contacten van de
ene kant waren binnendoor één
voor één verbonden met een con-
tact aan de andere kant. Dat kan

op
18

N I N O O
O RN L SR 3 R © ey &

M MoOOw >

I,

Figuur 8. Rand van een rotor met in-
stelring en kartels. De letter B van de
instelring staat bij de vaste stip. Aan
de uiteinden links en rechts steken de
contacten iets uit.

26! = 26X25X ... X3X 2X1

manieren. Ga maar na of wacht
een volgend artikel 'Rekenen
aan de Enigma’ af. Uit dat
enorme aantal mogelijkheden
waren er slechts 3 gekozen. Ui-
teraard voor elke rotor één.

Elke rotor kon in zijn geheel in
26 stapjes om zijn as draaien.
Welke stand ze ook innamen,
steeds grepen de contacten van
de rotors onderling, die van het
doorvoerblok en die van het om-
keerblok in elkaar. Om de ro-
tors met de hand in te stellen
waren op de rand een aantal
kartels aangebracht.

Ook was de rand voorzien van
een beweegbare ring. Daarop
stonden in de juiste volgorde 26
letters van het alfabet. De ring
kon volgens een soort klik-klak




Figuur 9. Volledig schakelschema van de Enigma. Toets a is ingedrukt, de
stroom kan lopen volgens de dikke zwarte lijn, en lampje d licht op. Wanneer één
van de rotors ook maar één stapje verder of terug draait, volgt de stroom door de
rotors een totaal andere weg. Er licht dan een ander lampje op, als toets a word't
ingedrukt.

systeem met de hand stapsge- Werking

wijs langs de rand worden ge- Stel dat de rotors op een bepaalde
draaid. Naar keuze kon een be- manier zijn ingesteld en in die
paalde letter tegenover een vas- stand blijven. Dan komt de wer-

te stip worden gezet. Zo kon de king overeen met de schakeling
ring ten opzichte van de rotor uit figuur 5, alleen legt de stroom
26 standen innemen (figuur 8). een wat ingewikkelder weg af.
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Wanneer bij voorbeeld toets a
wordt ingedrukt, gaat de stroom
via die toets naar het doorvoer-
blok (figuur 9). Vervolgens gaat
hij door de drie rotors naar het
omkeerblok. Van daar doorloopt
hij de rotors in omgekeerde vol-
gorde (en dus langs een andere
weg) en gaat via het doorvoer-
blok naar lampje d. Kortom door
toets a in te drukken licht lampje d
op.

Omgekeerd licht lampje a op, als
toets d wordt ingedrukt.

Bij de andere toetsen gaat het net
zo. Telkens worden er twee let-
ters aan elkaar gekoppeld. Daar
verandert niets aan, zolang de
stand van de rotors dezelfde blijft.
Anders gezegd, in een bepaalde
stand van de rotors wordt er ge-
werkt met een vast lijstje van 13
letterparen.

Wanneer één van de drie rotors
ook maar één enkel stapje verder
draait, kan dat radicaal verande-
ren. Er ontstaan dan 13 andere
groepjes van twee letters. Kortom
er kan met heel wat lijstjes van 13
letterparen worden gewerkt. Zo-
veel als er standen van de rotors
mogelijk zijn en dat zijn er

26X26X26 = 17 576.

Automatisch doordraaien
Het ingenieuze van de Enigma
was dat de stand van de rotors
voortdurend veranderde. Tel-
kens wanneer een toets werd in-
gedrukt, draaide eerst de eerste
rotor een stapje verder. Daarna
werd er pas kontakt gemaakt
en ging een lampje branden.
Als de eerste rotor na 26 stapjes
helemaal rond was geweest,
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dan ging de tweede rotor een
stapje verder. Net als bij een ki-
lometerteller.

In die nieuwe stand van de
tweede rotor draaide de eerste
rotor opnieuw in 26 stapjes
rond, waarna de tweede rotor
weer een stapje verderging. En-
zovoort.

Wanneer de tweede rotor hele-
maal rond was geweest, ging de
derde rotor één stapje verder,
enzovoort, enzovoort.

Als de rotors zo alle 15 576 mo-
gelijke posities hadden doorlo-
pen, kwamen ze weer in hun
uitgangspositie. Van daar be-
gonnen ze dan opnieuw al hun
posities te doorlopen. In de
praktijk zal dat wel niet zo
vaak zijn voorgekomen. Want
dan moest een bericht mini-
maal 17 576 letters bevatten.
Dat is een behoorlijk lang ver-
haal. (Maak ter vergelijking
maar eens een schatting van
het aantal letters in dit artikel!)

De sleutel

Vercijferen en ontcijferen gingen
op dezelfde manier, mits in beide
gevallen met dezelfde rotorstand
werd begonnen. De afzender
moest de ontvanger dus laten we-
ten wat die beginstand was. Op
het eerste gezicht lijkt dat niet zo
moeilijk. Aan de bovenkant zaten
namelijk drie venstertjes (figuur
10). Zoals gezegd, stonden op de
ring langs de rand van een rotor
26 letters. En door elk venster
was van elke rotor slechts één let-
ter te zien. Elke mogelijk begin-
positie van de rotors kon dus wor-
den aangegeven met drie letters.
Met behulp van de kartels langs
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Figuur 10. Bovenaanzicht van de Enigma met toetsenbord (onder), lampenbord
(midden) en vensters (boven).

Omdat de lampen net zo waren geplaatst als de toetsen, was het niet per se no-
dig om bij de lampen letters te zetten. Het lampje dat oplicht is dus lampje D.
In de vensters is van de eerste rotor de T zichtbaar, van de tweede rotor de Y en
van de derde de F. Rechts van elk venster de kartels om de rotors met de hand
te kunnen verdraaien.

de rand kon die positie met de Maar... daarmee was de kous niet
hand worden ingesteld. af. Want ook moest worden aan-
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Naar lampen

R A

’ naar rotors

Figuur 11. Stekkerbord. Hier zijn a en b verwisseld en d en s. Letop c en z. Die
zijn rechtstreeks (met zichzelf) doorverbonden! In figuur 10 zou het stekkerbord
loodrecht op het viak van tekening onder het toetsenbord moeten staan.

gegeven in welke volgorde de ro-
tors waren geplaatst, en wat de
stand van de instelringen langs de
randen van de rotors was.
Bovendien brachten de Duitsers
aan het begin van de Tweede
Wereldoorlog nog twee extra ro-
tors in omloop. Uit het totaal van
vijf per machine moesten er toen
dus drie worden gekozen die in
de machine werden gezet. Tege-
lijkertijd plaatsen ze tussen het
doorvoerblok en de draden die

van de toetsen kwamen een zoge-
naamd stekkerbord (figuur 11).
Daarmee konden de verbindingen
tussen doorvoerblok en toetsen
worden verwisseld. Uiteraard
ging dat weer paarsgewijs. Ook
de stand van dit stekkerbord
moest in de sleutel worden opge-
nomen.

Hoe de Duitsers de totale sleutel
precies uitwisselden wordt be-
schreven in het artikel "Werken
met de Enigma’. 0O

Soepel door de bocht: oplossing
s — (45)%/60 = 33,75 m (formule (3))
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Internationale
Wiskunde
Olympiade

De 29e Internationale Wiskunde Olympiade werd gehouden van 9 tot
21 juli 1988 in Canberra, Australié. De olympiade stond onder auspicién
van de Australische regering en was een onderdeel van de activiteiten
in het kader van de 'bicentennial’.

Er waren 268 deelnemers uit 49 landen. De Nederlandse ploeg bestond
uit de volgende leerlingen:

Ronald Blaak (17), Etten-Leur

Harm Derksen (18), Ven-Zelderleide

Maarten Hilferink (19), Zeist

Joris van den Hoeven (17), Amsterdam

Richard Huveneers (17), Amersfoort

Jeroen Paasschens (18), Bladel.
Harm, Richard en Jeroen behaalden een bronzen medaille.

Op 15 en 16 juli was de wedstrijd en kregen de deelnemers 4,5 uur
voor drie opgaven. Slechts 5 deelnemers wisten de maximale score van
42 punten te behalen. Aan 130 deelnemers werd een prijs (medaille +
oorkonde) uitgereikt: 17 goud (32 t/m 42 punten), 48 zilver (23 t/m 31
punten) en 65 brons (14 t/m 22 punten). Een speciale prijs werd toege-
kend aan Emanouil Atanassou uit Bulgarije voor zijn bijzondere elegante
oplossing van de zesde opgave. In het officieuze landenklassement
werd de Sovjet-Unie eerste met 217 punten, gevolgd door Roemenié en
China met ieder 201 punten. Nederland kwam op de 21e plaats met 85
punten. Onder de deelnemers bevonden zich 17 meisjes, waarvan er
drie een zilveren en één een bronzen medaille behaalden.

Dit jaar zal de Olympiade worden gehouden in Braunschweig, West-
Duitsland. Voor de jaren 1990 tot en met 1996 hebben respectievelijk
China, Zweden, Oost-Duitsland, Turkije, Belgié, Canada en Brazilié aan-
geboden de organisatie van de Olympiade op zich te nemen.

De Nederlandse ploeg

Drs. ].M. Notenboom (Hogeschool Nederland, Utrecht) en drs. ].G.M.
Donkers (Technische Universiteit Eindhoven) waren de begeleiders
van het Nederlandse team en hadden voor Nederland zitting in de inter-
nationale jury. Prof. dr. H.J.A. Duparc, voorzitter van de Nederlandse On-
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derwijscommissie voor Wiskunde, maakte ook dit jaar weer als waarne-
mer deel uit van de Nederlandse delegatie. De Nederlandse ploeg was
geselecteerd uit de prijswinnaars van de Nederlandse Wiskunde Olym-
piade 1987. De voorbereiding op de internationale olympiade door mid-
del van lesbrieven werd verzorgd door ]J. Donkers. Alle leden van de
Nederlandse ploeg hebben dit jaar hun eindexamen van de middelbare
school gedaan en beginnen met een universitaire studie (twee wiskun-
de, drie natuurkunde en één econometrie). Een lid van de ploeg zet zijn
studie (wiskunde) voort in Frankrijk, de andere gaan naar Nederlandse
universiteiten. De scores van de Nederlandse deelnemers waren als

volgt.

Opgave 1 2 3 4 5 6 Score
Ronald Blaak 1 7 0 0 0 1 9
Harm Derksen 4 6 6 1 4 0 21
Maarten Hilferink 1 5 1 0 1 1 9
Joris v.d. Hoeven 4 5 1 0 3 0 13
Richard Huveneers 1 0 1 6 0 0 14
Jeroen Paasschens 7 7 1 0 4 0 19
Totaal 18 30 16 7 12 2 85
Gem. Ned. 30 B0 27 12 20 03 142
Gem. alle deelnemers 38 32 1,7 23 33 06 18,1

Rondom de olympiade

Na een vermoeiende reis van ongeveer 36 uur kwamen we op zondag
10 juli in Sydney aan. We werden ondergebracht in het Basser-college
van de University of New-South-Wales in Sydney. Het duurde enkele
dagen voordat iedereen zich weer volledig fit voelde. Er was voor de
deelnemers aan de olympiade een grote excursie georganiseerd langs
de belangrijkste bezienswaardigheden van de stad. Donderdags wer-
den we per bus naar Canberra (+ 300 km) gebracht, waar we logeer-
den in het Canberra College of Advance Education. Hier vond nog
dezelfde dag de openingsplechtigheid plaats in aanwezigheid van

de Australische minister van onderwijs. De accomodatie en organi-
satie in Canberra waren voorstreffelijk. Er was voldoende gelegen-
heid tot contacten met deelnemers uit andere landen. Er heerste

een gezellige sfeer. Canberra, de hoofdstad van Australie, is een

nog jonge en geheel planmatig gebouwde stad, met veel ruimte en
veel groen. We bezochten er o.a. het onlangs gereedgekomen in-
drukwekkende parlementsgebouw, dat het stadsbeeld domineert,

de mooie ambassade-wijk, de Black Mountain, vanwaar je een

mooi, uitzicht hebt over de stad, het nationale sportcentrum en het
Tidbinbilla National Park.
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Woensdag 20 juli brachten we ’s ochtends een bezoek aan de Neder-
landse ambassade, waar we hartelijk zijn ontvangen. Daarna was er

's middags in het Canberra Theater de prijsuitreiking en de sluitings-
plechtigheid. Een van de sprekers bij deze plechtigheid was minister-
president Hawke van Australié. Donderdags werden we teruggebracht
naar Sydney.

Op de terugreis hebben van de gelegenheid gebruik gemaakt om Indo-
nesié te bezoeken. Drie dagen verbleven we op Bali, bezochten er ver-
schillende tempels en zagen er de beroemde Balinese dansen. Daarna
waren we enkele dagen in Bandoeng waar we o.a. naar theeplantages,
heetwaterbronnen en de vulkaan Tangkuban Perahu zijn geweest. Ten-
slotte zijn we met een busje van Bandoeng via de Puncak-pas naar Ja-
karta gegaan. Onderweg bezochten we de prachtige tuinen van Buiten-
zorg in Bogor. De week Indonesié heeft een onvergetelijke indruk ach-
tergelaten.

Uitgeteld kwamen we zaterdag 30 juli op Schiphol aan.

Landenklassement Internationale Wiskunde Olympiade 1988

1 Sovjet-Unie 217 26 Columbia 66
2 Roemenié 201 27 Turkije 65
China 201 Griekenland 65
4 West-Duitsland 174 Finland 65
5 Vietnam 166 30 Luxemburg (3) 64
6 Verenigde Staten 153 31 Marokko 62
7 Oost-Duitslang 145 32 Peru 55
8 Bulgarije 144 33 Polen (3) 54
9 Frankrijk 128 34 Nieuw-Zeeland 47
10 Canada 124 35 Italié (4) 44
11 Groot-Brittannié 121 36 Algerije (5) 42
12 Tjecho-Slowakije 120 37 Mexico 40
13 Zweden 115 38 Brasilié 39
Israél 115 39 Ysland 37
15 Oostenrijk 110 40 Cuba 35
16 Hongarije 109 41 Spanje 34
17 Australié 100 42 Noorwegen 33
18 Singapore 96 43 lerland 30
19 Joegoslavié 92 44 Philippijnen (5) 29
20 Iran 86 45 Koeweit 23
21 Nederland 85 Argentiné (3) 23
22 Korea 19 47 Cyprus 21
23 Belgié 76 48 Indonesié (3) 6
24 Hong Kong 68 49 Equador (1) 1
25 Tunesié (4) 67

Tenzij tussen haakjes achter de naam van het land anders vermeld, be-
stond elk team uit 6 deelnemers. O
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Pythagoras
Olympiade

Nieuwe opgaven

Oplossingen vé6r 15 juli insturen naar: Pythagoras Olympiade, Marinus
de Jongstraat 12, 4904 PL OOSTERHOUT (NB). Vermeld op elk (éénzij-
dig beschreven) vel je naam, adres, geboortedatum, school, schooltype
en klas. Verder moet elke oplossing op een nieuw vel beginnen, want
we corrigeren ze afzonderlijk. We bekijken alleen goed leesbare oplos-
singen die volledig zijn nitgewerkt, met verklarende tekst in goed lo-
pende zinnen. Verdere informatie over de wedstrijd vind je in nummer
1 van deze jaargang op bladzijde 28.

PO 120

a. Laat zien dat er viervlakken in de
ruimte zijn met de eigenschap dat
elk zijvlak een rechthoekige drie-
hoek is.

b. Onderzoek of het mogelijk is dat
zo'n viervlak vier congruente
rechthoekige driehoeken als zij-
vlakken heeft. Motiveer je ant-
woord!

PO 121

Gegeven zijn een vaste cirkel C, een
vaste lijn / die C raakt in een punt L, en
een variabel punt P op C. Laat A de
loodrechte projectie zijn van P op /, en
B het spiegelbeeld van A in de lijn PL.

(figuur 1).

A L
Figuur 1

Bepaal de verzameling van alle punten
B als P de cirkel doorloopt.

Oplossing en prijswinnaars van de opgave PO 113

PO 113

Een kist bevat massieve regelmatige
achtvlakken met een gewicht van 100
g per stuk. Elk zijvlak van elk achtvlak
is gekleurd met een van de acht kleu-
ren rood, wit, blauw, oranje, geel,
groen, paars en zwart, en bij elk acht-
vlak zijn alle kleuren gebruikt. De kist
bevat precies één exemplaar van elke
mogelijke kleuring.
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Hoeveel weegt de inhoud van de kist?
(Figuur 1 toont een 'draadmodel-teke-
ning’ van een regelmatig achtvlak.)

Oplossing van Martijn Wubs, 5 vwo,
Hoogeveen:

Neem een ongekleurd achtvlak, en
kleur één zijvlak rood. De overige ze-
ven zijvlakken verdelen we in drie
soorten: (a) 3 vlakken die met het ro-




Figuur 1

de vlak een ribbe gemeen hebben,
(b) drie vlakken die met het rode vlak
slechts één hoekpunt gemeen hebben,
en (c) het overblijvende zijvlak dat
diametraal tegenover het rode vlak
ligt. Om de driehoeken (a) te kleuren,
zijn er (3) = 35 kleurencombinaties
mogelijk.

Elke combinatie kan op twee manie-
ren gerangschikt worden, bij voor-
beeld (geel, groen, paars) en (geel,
paars, groen). Voor soort (b) zijn er
dan nog (3) = kleurencombinaties te
kiezen, die elk op 3! = 6 manieren ten
opzichte van de al aangebrachte kleu-
ren geplaatst kunnen worden. De
overblijvende kleur is voor het laatste
vlak. In totaal zijn er dus 35.2.4.6 —
1680 mogelijkheden, dus de inhoud
van de kist weegt 1680.100 = 168000
gram (zoals sommigen schreven, zou
een fysicus massa in plaats van ge-
wicht zeggen, maar in het dagelijks le-
ven zijn we wat slordiger).

Martijn merkte verder nog op dat je

/

Figuur 2

dezelfde redenering kunt toepassen
op de andere regelmatige veelvlak-
ken: tetraeder (viervlak), kubus, dode-
kaeder (twaalfvlak) en ikosaeder
(twintigvlak). Het aantal verschillende
kleuringen is (n-1)!/m, waarbij n het
aantal zijvlakken, en m het aantal
hoekpunten van een zijvlak is (telkens
kleuren met n kleuren die allemaal één
keer gebruikt moeten worden). Bij
viervlak en kubus zijn die aantallen
respectievelijk 2 en 30, bij het twaalf-
vlak is het 11!/5 = 7983360 en bij het
twintigvlak is het 19!/3, een getal van
17 cijfers!

Er waren 9 inzendingen, maar alleen
Martijn Wubs vond het goede ant-
woord!! De meeste anderen maakten
de fout dat zij niet in de gaten hadden
dat een regelmatig achtvlak symme-
trieassen heeft door de middens van
overstaande zijvlakken (figuur 2). Ro-
tatie over 120° om zo’n as voert het
achtvlak in zichzelf over. Alleen Mar-
tijn krijgt dus een prijs. O

Even uit het hoofd

Welk getal is groter 31%° of 17'%?

Uit: Alpha, Oost-Duitsland 0O
a1




Nederlandse
Wiskunde
Olympiade

De Tweede Ronde 1988

Op 9 september 1988 is in Eindhoven de tweede ronde van de Neder-
landse Wiskunde Olympiade gehouden. Van de 98 uitgenodigde leer-
lingen hebben er 97 deelgenomen. Ze hadden drie uur de tijd om vier
opgaven op te lossen. De maximale score per opgave was tien punten.
Door bij gelijke eindscore rekening te houden met het behaalde punten-
aantal in de eerste ronde, zijn de volgende tien deelnemers prijswin-

naars van de Nederlandse Wiskunde Olympiade 1988:

2°ronde 1°ronde
1 Marco Vervoort, Amsterdam 40 punten 36 punten
2 M.S.L. du Croo de Jongh, Gorssel 39 punten 27 punten
3 Arthur Bakker, Bergen 24 punten 27 punten
4 Piet Brouwer, Rotterdam 24 punten 24 punten
5 Paul de Feyter, Zeist 23 punten 25 punten
6 Gerton Lunter, Sneek 23 punten Pythagoras
7 Raimondo Eggink, Wijchen 22 punten 27 punten
8 Peter Markusse, Dordrecht 22 punten 26 punten
9 Matijs van Zuijlen, Amsterdam 21 punten 21 punten
10 Alex Heinis, Beverwijk 20 punten 34 punten

Opgaven Tweede Ronde 1988
1 Gegeven zijn reéle getallenx , x, ..., X, en
agay, -, a, | met de eigenschap dat
(x-x1) (X-X3) ...o. (x-x,) =x7+a, x™1+ .+awx+ag
voor alle reéle getallen x. Verder geldt dat x; # O voor alle .

Dka1'2+’XZ'2+ ..... ern'zuitinao,al, ..... |

2 GCegeveniseengetalumetO <= u = n
Men definieert een rij cg, €1, C3, ... door

Cp —COS «,
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Bepaal lim 22771 (] - &l

n—eoc

3 Gegeven zijn drie reéle getallen a, b, ¢ met de eigenschap dat

1 1 1 1
a b [ a+b+¢€

Bewijs dat voor alle positieve oneven getallen n geldt dat

1 1 1 1

8 bt e= aP-+bTigd

4 Gegeven is een gelijkbenige driehoek ABC met AB = 2 en AC = BC =3. Men
beschouwt vierkanten waarvoor geldt dat A, B en C op de zijden van het
vierkant liggen (en dus niet op het verlengde van zo'n zijde).

Bepaal de maximale en de minimale waarde van de oppervlakte van zo’n
vierkant. Motiveer je antwoord.

In een volgend nummer komen de oplossingen. O

Water bij de wijn

Neem twee glazen. Doe in de een precies 100 ml rode wijn; in de ander precies
100 ml] water.

Haal uit het glas met water precies 10 ml water. Voeg dat bij de rode wijn. Roer
het zaakje goed door, zodat water en wijn goed worden gemengd. Breng vervol-
gens 10 ml van dit mengsel over naar het glas met water.

Wat is nu groter, de hoeveelheid water in de rode wijn of de hoeveelheid rode
wijn in het water? a

Cijfer-auto

ST RE
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Canberra

Opgaven 1988

De zes opgaven zijn voorgesteld door respectievelijk Luxemburg, Tje-
cho-Slowakije, Groot-Brittannié, lerland, Griekenland en West-Duits-
land.

Per opgave waren maximaal 7 punten te verdienen.

1. In een vlak zijn gegeven twee concentrische cirkels met stralenRenr (R >
r).P is een vast punt op de kleinste cirkel en B is een variabel punt op de
grootste cirkel. De lijn BP snijdt de grootste cirkel nog eens in C. De loodlijn /
op BP in punt P snijdt de kleinste cirkel nog eens in A (als ] raaklijn is aan de
cirkel, dan A = P).

(I) Bepaal de waarde(n) die BC? + CA? + AB? kan aannemen.
(II) Bepaal de verzameling van de middens van AB.

2. Zij n een positief geheel getal (n # 0); verder zijn 4, 4,, ..., A;,; ) deelverza-
melingen van een verzameling B.
Er geldt:
(a) elke deelverzameling A ; bevat precies 2n elementen,
(b) voorallej, j (1 =i<j=2n+ 1) bevat A; N A; precies één element,
(c) elk element van B zit in tenminste twee van de deelverzamelingen A ;.
Voor welke waarden van n is het mogelijk om aan elk element van B één van
de getallen O of 1 toe te kennen, zodanig dat elke A;precies n elementen be-
vat waaraan het getal 0 is toegekend?

3. OpN,N=1{1,2,3,..}, is een functie f als volgt gedefinieerd:
f(1) =1,1(3) = 3,
envoorallen € N
f(2n) = f(n),
f(4n + 1)=21(2n + 1) —1f(n),
f(4n + 3) = 3f(2n + 1) — 2f(n),

Bepaal het aantal getallen n € N met n < 1988 waarvoor geldt f(n) = n.

4. Bewijs dat de verzameling van alle reéle getallen x die voldoen aan de ongelijk-
heid
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k=1

de vereniging is van een aantal disjuncte intervallen, waarbij de som van
de lengten van die intervallen gelijk is aan 1988.

5. In een rechthoekige driehoek ABC is D het voetpunt van de hoogtelijn uit
A op de hypotenusa BC. De lijn door de middelpunten van de ingeschreven
cirkels van de driehoeken ABD en ACD snijdt de zijden AB en AC respec-
tievelijk in K en L.

Bewijs:
Oppervlakte ABC = 2 Oppervlakte AXL.

6. Gegeven zijn positieve gehele getallen a en b waarvoor geldt:ab + 1 is eende-
ler van a* + b2.
2 + bz

Bewijs dat - het kwadraat van een geheel getal is.
a

Oplossingen verkrijgbaar bij Drs. J. G. M. Donkers, Faculteit der Wiskunde
en Informatica, Technische Universiteit Eindhoven, Postbus 513,
5600 MB EINDHOVEN. O

Wedstrijden in een toernooi: oplossing

In het geval van 47 inschrijvingen is nog wel snel na te tellen dat er 46 wedstrij-
den nodig zijn, voordat de uiteindelijke winnaar bekend is. Dit is één wedstrijd
minder dat het totale aantal spelers. Dat gaat steeds op. Ga maar na.

Voor 1 speler zijn er 0 wedstrijden nodig.

Voor 2 spelers is er 1 wedstrijd nodig.

Voor 3 spelers zijn er 2 wedstrijden nodig.

Enzovoort.

Zo zijn er bij 199 inschrijvingen 198 wedstrijden nodig om uit te maken wie het
toernooi wint. En in het algemeen moeten er bij n aanmeldingen n-1 partijen
worden gespeeld, voordat de winnaar bekend is. a

Water bij de wijn: oplossing

Laat je niet misleiden! Beide hoeveelheden zijn even groot. Ga maar na. In beide
glazen zit na afloop weer precies 100 ml vloeistof. In het glas met wijn heeft een
aantal ml rode wijn plaats moeten maken voor eenzelfde aantal ml water. Anders
zou na afloop in dit glas geen 100 ml viloeistof zitten.

Hetzelfde geldt voor het glas met water. Daaruit is een hoeveelheid water ver-
dwenen en in plaats daarvan is eenzelfde aantal ml rode wijn gekomen.

Weet je nu hoe de verhouding water-wijn in beide glazen is, als dat overschep-
pen van 10 ml tot in het oneindige zou kunnen worden herhaald? O
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Redactioneel

In dit nummer twee wat langere artikelen: 'Soepel door de bocht’ en 'De
Enigma’.

Het eerste artikel werd al aangekondigd in het vorige nummer. Het be-
vat aan het eind (bladzijden 9 en 10) twee GW-Basic programma’s
waarmee verschillende clotoiden kunnen worden verkregen (zie onder
andere voorkant van de omslag vorig nummer).

In het tweede artikel wordt verklaard hoe de befaamde geheimschrift-
machine de Enigma in elkaar zit. In volgende artikelen in de komende
nummers wordt verteld hoe de Duitsers de Enigma tijdens de Tweede
Wereldoorlog gebruikten, en waarom werd aangenomen dat deze ma-
chine een betrouwbaar geheimschrift leverde.

In een van de komende nummers wordt ook aandacht besteed aan de
moderne cryptografie. We zullen in grote lijnen aangeven hoe de chip-
kaart werkt. Daarbij gaan we natuurlijk in op de wiskundige principes:
het modulair worteltrekken.

Verder beginnen we in het volgende nummer met een drietal artikelen
over anamorfosen. En ... we gaan met behulp van de computer luisteren
naar limieten.

Je ziet, er staat voor de tweede helft van deze jaargang nog heel wat op
stapel. En dan is nog niet eens vermeld dat we aandacht zullen beste-
den aan een fraaie onmogelijke figuur, een heel merkwaardig bouwsel
en een parelsnoerformule! O

Even uit het hoofd: oplossing

100

17'> 16'* = 2 = (2°)* = 32" > 31" O

Uitgave onder toezicht van de Nederlandse Onderwijscommissie voor
Wiskunde.

Lay-out: Klaas Lakeman, Amsterdam.

Tekenwerk: Hans van Kuyk, Amsterdam.

Foto’s en andere illustraties: Jan van de Craats, Oosterhout (NB)
(omslag, blz. 2, 3, 4, 10, 26, 27); Henk Mulder, Ulvenhout (blz. 5, 6, 7);
Klaas Lakeman, Amsterdam (blz. 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 21, 22).
€ 1989 Redactie Pythagoras - ALLE RECHTEN VOORBEHOUDEN, NADRUK OF
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