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Figuur 1. De Dróle-O-Drome op de Groenplaats in Antwerpen, zomer 1987. 

Dröle-O-Drome 
In de zomer van 1987 stond hij op de Groenplaats in Antwerpen. In het 
najaar van datzelfde jaar op het Beursplein in Amsterdam. De Dröle-O-
Drome. Een ongewone naam voor een al even ongewone spiraalachtige 
constructie in de vorm van, ja in de vorm van wat eigenUjk? Een hersen-
kronkel? Een slakkehuis? Of - wat platvloerser - een gigantische hon-
dedrol? 

Het demonteerbare bouwsel werd 
ontworpen door een aantal Belgi-
sche kunstenaars. De 40 meter 
lange kronkelende gang eindigde 

op 14 meter hoogte. Hij was opge-
bouwd uit 292 driehoeken, waar-
van geen twee congruent met el-
kaar. 
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Figuur 2. Dróle-O-Drome in aanbouw. 

De gang kon ook worden betre-
den, als je tenminste goed ter 
been was. Via folders werd dat 
uitvoerig aangeprezen, want zo 
werd vermeld: 

Een wenteling door de Dróle-O-
Drome voert Je dooreen schouw-
spel waarin amusement, kunst en 
technologie samenvloeien. In het 
holst van de ruimte komt men te-



Figuur 3. Doorsnede langs de diameter (langste diagonaal) van hel twaalfhoeki-
ge grondvlak van de piramide. 

voel voor. Laten we daarom maar 
snel de constructie aan een nader 
onderzoek onderwerpen. 

Twaalfhoeken 
Het grondvlak bestaat uit twee re-
gelmatige twaalfhoeken. Een gro-
te en een kleinere concentrisch 
daar in. De diameter (langste dia-
gonaal) van de grote regelmatige 
twaalfhoek is 11 meter. 
De hoekpunten van de twaalfhoe-
ken zijn voorzien van poten. Het 
hele bouwsel rust dus op 24 po-
ten. 

recht in een draaikolk van ver-
beelding. Een hologram, kaleido-
scopen, ongewone telefoonge-
sprekken, een fotonen harp, een 
wisselend decor van licht en ge-
luid, en een meeslepend perspec-
tiefleiden naarde top. En verder. 
In de Dróle-O-Drome beleef je 
een nieuwe kijk op de werkelijk-
heid. Een expeditie die niet ein-
digt waar ze begint. 

Eerlijk gezegd, ons viel dat een 
beetje tegen. Maar misschien 
hebben we daar niet het juiste ge-
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Figuur 4. Twee vierkanten verbonden 
door 8 driehoeken. De vlakken waarin 
de vierkanten liggen, lopen hier even-
wijdig. Verder is het bovenste vierkant 
45° om zijn as gedraaid ten opzichte 
van het onderste. De 8 driehoeken zijn 
hier regelmatig. 

Piramide 
De binnenste regelmatige twaalf-
hoek is het grondvlak van een 
twaalfzijdige, 14 meter hoge pira-
mide. Aan de opstaande ribben 
van de piramide zitten steunen. 
Deze dragen de gang (figuur 2). 
Op de steunen rusten vierkanten. 
Langs iedere ribbe op een andere 
hoogte (figuur 3). Om deze pira-
mide draait de gang spiraalvormig 
van vierkant naar vierkant om-
hoog. 

Gang 
Elk volgend vierkant zit, zoals ge-
zegd, ietsje hoger dan het voor-
gaande. Bovendien is elk volgend 
vierkant 30° met de klok mee om 
zijn as - of zo je wilt, om de om-
hoog lopende as van de gang -
gedraaid. 
Elke twee opeenvolgende vier-
kanten worden door 8 driehoeken 
zo verbonden, dat een gang ont-
staat die om zijn eigen as wentelt. 

Figuur 5. Top van de Dröle-O-Dro-
me. 

Het principe daarvan is weerge-
geven in figuur 4. Daar zijn de 
vlakken waarin de vierkanten lig-
gen, evenwijdig. Bij de Dröle-O-
Drome is dat niet het geval. Daar 
maken ook de vlakken waarin 
opeenvolgende vierkanten liggen 
een hoek van 30°. 
Ze zijn immers aan twee naburige 
opstaande ribben van een twaalf-
zijdige piramide bevestigd. 
In de top loopt de gang wat steiler 
en worden de vierkanten waartus-
sen de driehoeken hangen, wat 
kleiner (figuur 5). 

Hopelijk is nu wel zo'n beetje dui-
delijk waarom van alle 292 drie-
hoeken er geen twee congruent 
kunnen zijn. 

Voorplaat 
De gang was aan de buitenkant 
rood en wit geschilderd. Daarmee 
werd nog eens exra benadrukt dat 
hij niet alleen omhoog spiraliseert, 



Figuur 6, Ingang (rechts) en uitgang (links). 

maar tegelijk ook om zijn as wen-
telt. De voorplaat van dit nummer 
geeft daar een goede indruk van. 
Daar is de gang los van de rest 
van de constructie in zijn originele 
kleuren weergegeven. 

De gang door 
Je gaat naar binnen bij het eerste 
vierkant (figuur 6, achter de rub-
beren flappen in het midden van 

,de foto). Je zult je wel voor kun-

nen stellen dat je goed ter been 
moet zijn. De vloer maakt namelijk 
een schots en scheve indruk en 
loopt ook nog iets op. Van rustig 
lopen is absoluut geen sprake. Bo-
vendien is onderweg nog het no-
dige te bezichtigen! 
Boven gekomen kun je via een 
wenteltrap om de as van de pira-
mide naar beneden. Vlak naast de 
ingang verlaat je het binnenste 
van de piramide (figuur 6, links).D 
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De derde in een pan 

Figuur 1 Figuur 2 

Naar aanleiding van het 'Raak-cirkel-probleem' in het tweede nummer 
van deze jaargang (Pythagoras 28-2) zond B. de Jongste uit Den Haag 
ons het volgende probleem. Een cirkel met straal 2 raakt een andere 
cirkel met straal 1. Beide cirkels worden omschreven door een cirkel 
met straal 3 (figuur 1). Bereken de straal van de cirkel die binnen de 
cirkel met straal 3 hgt, en alle drie cirkels raakt (figuur 2). 

Dit probleem is heel wat lastiger dan het genoemde 'Raak-cirkel-pro-
bleem'. Daarom een aanwijzing. Maak gebruik van de formule van He-
ron voor de oppervlakte van een driehoek. In de wat nieuwere meet-
kunde-boeken komt deze formule nauwelijks meer voor. In elk wat ou-
der meetkunde-boek is hij vast en zeker met bewijs en al te vinden. 
Oplossing in een volgend nummer. 

Formule van Heron 
Als in een driehoek ABC (figuur 
3) de zijden a, jb en c bekend zijn, 
kan de oppervlakte worden bere-
kend met 

Opp = \ s (s-a) (s-b) (s-c) 

Hierin is s de halve omtrek van de 
driehoek. Dus 

s = '-(a \ b + c). G 
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Anamorfosen in perspectief 
Een anamorfose is een afbeelding die je op een ongewone manier moet 
bekijken. 
Want als je er op de normale wijze naar kijkt, zie je alleen maar een wir-
war van kriebellijntjes, waar je geen touw aan vast kunt knopen. Op de 
juiste manier bezien, dat wil zeggen onder een bepaalde hoek, of met 
behulp van speciale hulpmiddelen, wordt het echter een gewone prent. 
We zullen drie soorten anamorfosen de revue laten passeren: de per-
spectivische anamorfose, de kegelanamorfose en de cilinderanamorfo-
se. De perspectivische anamorfose moet je vanuit het juiste standpunt 
bekijken om de goede voorstelling te zien. Bij de kegelanamorfose heb 
je een spiegelende kegel nodig als hulpmiddel, en bij de cilinderana-
morfose een spiegelende cilinder. Die laatste twee soorten behandelen 
we in een apart artikel. 

Perspectief 
De perspectivische anamorfose 
berust op de wetten van het per-
spectief. Als je met één oog naar 
een tafereel kijkt, komen lichtstra-
len van het tafereel samen in je 
oog. Plaats je een doorzichtig 
scherm tussen oogpunt en tafe-
reel, dan kun je op het scherm de 
punten aangeven waar die stralen 
het scherm doorboren. Zo ontstaat 
een perspectivische tekening van 
het tafereel. 
Albrecht Dürer, de beroemde gra-
ficus uit de 16e eeuw, laat in de 

prent van figuur 1 het principe 
zien. Tussen het model en het oog 
(waarvan de positie met behulp 
van een zuiltje — het 'vizier' — is 
vastgelegd) staat een doorzichtig 
raam. Met zwarte draden is dat 
raam in kleine vakjes verdeeld, en 
diezelfde rasterverdeling staat op 
het tekenvel dat voor de tekenaar 
op tafel ligt. 
Wat je vanuit het oogpunt in elk 
hokje ziet, teken je over in het 
corresponderende hokje op het 
tekenvel. Zo krijg je een getrouwe 
perspectivische afbeelding. 

I Figuur 1. Een prent van Albrecht Dürer. 



De rasterverdeling is een handig 
hulpmiddel: je hebt er houvast 
mee bij de opbouw van de prent. 
Bij het maken van anamorfosen is 
het ook prettig om met zulke ras-
terverdelingen te werken. 

Schuine projecties 
In de prent van Dürer zie je dat 
het raamwerk loodrecht staat op 
de blikrichting, de richting waarin 
de tekenaar naar het tafereel kijkt. 
Als je de tekening na voltooiing 
op de juiste afstand recht voor je 
houdt, zie je hetzelfde als wat je 
bij het tekenen zag in het raam-
werk. 

Maar wat gebeurt er als je het 
raam schuin zet? Dan krijg je een 
rare, vervormde tekening, die 
echter, op net zo'n schuine manier 
bekeken, toch weer een getrouw 
beeld geeft. Dat is het principe 
van de anamorfose. 
Je zou zulke anamorfosen kunnen 
maken met behulp van zo'n schuin 
raamwerk, maar meestal worden 
ze anders gefabriceerd. Namelijk 
via een 'gewone' tekening of foto, 
die schuin geprojecteerd wordt. 
Dat is veel praktischer. 

Zo'n scheve projectie is boven-
dien met behulp van handig geko-
zen rasterverdelingen heel ge-
makkelijk met de hand te maken. 
Je hebt er geen computer of tech-
nische hulpmiddelen voor nodig, 
alleen maar een potlood en een li-
niaal. Hier is het recept. 

Hoe maak je een anamorfose? 
Stel dat je een perspectivische 
anamorfose wilt maken van je 
favoriete poster. Die poster is 
gedrukt op een rechthoek 
ABCD. 
Kies nu eerst de plaats aan de 
muur waar je de anamorfose op 
wilt hangen, en het punt O van 
waaruit je hem wilt bekijken. 
Dat punt moet erg scheef liggen 
ten opzichte van de anamorfo-
se, want anders is het niet leuk. 
Wat je vervolgens moet doen, is 
het vastleggen op de muur van 
de hoekpunten A', B', C', D' van 
de vervormde rechthoek 
A'B'C'D'. Houd de poster daar-
toe recht voor je, en kijk vanuit 
O waar de hoekpunten 4̂, B, C 
en D op de muur terecht komen. 
Laat iemand die punten op de 
muur markeren. 

Figuur 2. Projectie van een rechthoek op de muur. 
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Het is handig om de poster met 
één zijkant, bij voorbeeld BC, 
tegen de muur te houden. Dan 
geldt B - S' en C^ C', zodat je 
alleen maar de plaats van A' en 
D' hoeft te bepalen (figuur 2). 
Op de muur heb je dan de vier-
hoek i?'B'C'D' vastgelegd. Het 
is geen rechthoek, maar een tra-
pezium: de zijden BC' ( BC) 
enA'D' zijn evenwijdig. 

Rasterverdelingen 
Met corresponderende raster-
verdelingen in ABCD en 
A 'B'C'D' kun je vervolgens de 
hele poster overtekenen. 
We zullen een heel bijzonder 
raster kiezen om het werk zo 
eenvoudig mogelijk te houden. 
We maken daarbij gebruik van 
drie wetten van het perspectief-
tekenen: 
1. rechte lijnen blijven rechte 
lijnen, 
2. evenwijdige lijnen gaan over 
in evenwijdige lijnen of in lij-
nen die elkaar in één punt snij-
den, 
3. lijnen die elkaar in één punt 
snijden, gaan over in lijnen die 
elkaar eveneens in één punt 

snijden, of in lijnen die evenwij-
dig zijn. 

Hiervan gebruik makend, merk je 
eerst op dat alle vertikale rasterlij-
nen in ABCD ook vertikale raster-
lijnen worden in i4'B'C'D'. Maar 
horizontale rasterlijnen in ABCD 
worden lijnen die elkaar (na ver-
lenging) allemaal snijden in het 
snijpunt P van i'I 'B' en D'C'. 
Je kunt dat snijpunt P ook nog op 
een andere manier vinden, name-
lijk als de projectie van het oog-
punt O op de muur. De projectie-
richting is daarbij de richting van 
de horizontale lijnen in ABCD. Dat 
geeft je een extra controle bij het 
bepalen van i4' en D' in het begin 
van de constructie. 

De diagonalenconstructie 
Het enige wat je nu nog niet weet, 
is de precieze plaats van de 'hori-
zontale' en de vertikale rasterlij-
nen in i4'B'C'D'. Door een speciale 
keuze van het raster wordt ook 
dat een koud kunstje. 
We doen het met een diagonalen-
constructie: teken eerst de diago-
nalen y'lC en BD in de oorspronke-
lijke prent (figuur 3). 

Figuur 3. De diagonalenconstructie. 



Figuur 4. De rasterverdeling na twee stappen. 

Gravure uit 1663. Bekijk en vergelijk. 

Door het snijpunt S teken je ver- De rechthoek ABCD en het beeld 
volgens een horizontale en een A 'B'C'D' zijn nu in vieren ver-
vertikale rasterlijn. In A 'B'C'D' kun deeld, en met elk van die stukken 
je nu hetzelfde doen: diagonalen kun je hetzelfde kunstje uithalen 
tekenen en rasterlijnen trekken (figuur 4). 
door het snijpunt. Je gaat net zo lang door, totdat je 
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De opgesloten cirkel 

Figuur 1 Figuur 2 

In een stuk triplex of karton is een cirkel met een straal van 5 cm uigezaagd, res-
pectievelijk uitgesneden. Daarna is de cirkel-schijf weer in de opening terugge-
legd (figuur 1). 
Om de cirkel-schijf te bevrijden zonder haar uit het vlak te tillen, moet een stuk 
van het karton of triplex worden afgehaald. Daarbij zal ook een deel van de schijf 
er aan moeten geloven (figuur 2). Het overgebleven deel van de cirkel-schijf kan 
dan door de ontstane opening worden geschoven. 
Bereken de 'hoogte' a van het stuk dat van de schijf moet worden afgehaald. G 

De opgesloten cirkel: oplossing 
Om de cirkel-schijf door de opening RQ te kunnen schuiven, moet het grijze deel 
van de cirkel worden afgehaald (figuur 1). 
Wat is de waarde van de 'hoogte' a van dat deel? 

De lengte van PS is gelijk aan 10- a, immers de middellijn van de cirkel is 10. 
Om de rest van de opgesloten cirkel te kunnen bevrijden, moet de opening RQ 
ook gelijk zijn aan 10- a. Omdat PQ de helft is van RQ, is de lengte van PQ gelijk 
aan 5- j - a. Verder geldt: AfO=5 (straal van de cirkel) en MP=5- a. 

Door in de rechthoekige driehoek MPQ de stelling van Pythagoras toe te passen, 
kan a worden berekend. Dus 

MP' + PQ'- = MQ\ 
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Invullen van de waarden voor MP, PQ en MQ levert 

(5-a)^ + (5-^a)=' = 5^ 

Dit verder uitwerken levert eindelijk 

3^-123 + 20 = 0 

en dat leidt tot 

(3-2) (3-10) = 0 . 

Daaruit volgt a-2 = O of a - 10 = 0. Dus 3 = 2 cm of a = 10 cm. 
De waarde 3 = 10 cm voldoet in de praktijk niet (Waarom niet?). Blijft over a = 2 
cm. 

Opmerking Wanneer je bedenkt dat de straal r van de cirkel 5 cm is, dan be-
tekent 3 = 2 cm dat a = | r. Dit resultaat is ook 'netjes' af te leiden. 
Immers MQ = r, MP = r - 3 en PQ =r -\a, stelling van Pythagoras toepassen in 
de rechthoekige driehoek MPQ, en uitwerken maar! D 

123456789 ^ ... -\ ... 

Wat is de som van alle negencijferige getallen waarin elk van de cijfers 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 7, 8 en 9 slechts één keer voorkomt? 

' Oplossing in een volgend nummer. D 

13 



Luisteren naar limieten 
Mandelbrot op muziek 

Ik denk nog wel eens terug aan mijn jeugd toen ik volgens het Montes-
sori-systeem kennis maakte met de beginselen van de wiskunde. Maria 
Montessori had de goede gedachte om in het leerproces zoveel moge-
lijk zintuigen te betrekken. Zo moest je een cirkel niet alleen zien en na-
tekenen, maar je moest hem ook kunnen voelen door een vinger over 
een ringetje van schuurpapier te bewegen. Dit soort denkbeelden, oor-
spronkelijk gericht op onderwijs aan gehandicapte kinderen, zijn uiterst 
vruchtbaar gebleken. Ja, met onze moderne technologie kunnen we er 
nieuwe inhoud aan geven. Waarom zouden we het wiskunde-onderwijs 
niet eens met geluidseffecten opluisteren? 
Velen zijn overtuigd van een soort samenhang tussen wiskunde en mu-
ziek. Onze computers kunnen tonen generen en dus een melodie ma-
ken. Met dit artikel wordt aangetoond dat melodieën er toe kunnen bij-
dragen ons een beter of aanvullend inzicht in wiskundige processen te 
verschaffen. Daartoe worden een paar experimenten beschreven die ie-
der met een eenvoudige micro-computer kan navolgen. 

Studie-object 
Als studie-object kiezen we de 
verzameling van Mandelbrot (fi-
guur 1). Die verzameling is in Py-
thagoras al eens aan de orde ge-
weest in het artikel 'Het appel-
mannetje' (Pythagoras 26-6). De 
mandelbrot-verzamehng is tame-
lijk ingewikkeld. Voor een goed 
inzicht is eigenlijk enige kennis 
van het rekenen met complexe 
getallen vereist. Maar voorlopig 
kunnen we het zonder stellen. 

Zoals in figuur I is aangegeven, 
wordt de verzameling van Man-
delbrot (voortaan met M aan te 
duiden) gevormd door alle punten 
a waarvoor een bepaalde punten-
rij (een baan) niet naar oneindig 
gaat. Punten op de symmetrie-as 
van M corresponderen met gewo-
ne getallen. En daar kijken we 
voorlopig naar. 

Het experiment 
We vormen een getallenrij x^ met 
n = 1 , 2, 3, ..., enzovoort. De start 
X 1 is een getal a. Volgende ge-
tallen worden berekend volgens 
de regel 

^n'1^-^71^ + a (1) 

Houden we a onbepaald, dan 
geldt voor X 2 en X3 bij voorbeeld 

xi~ a'^ ^ a 
x3 = a M 2a3-( a2 + a 

De vraag is nu of die rij naar 
oneindig gaat of niet. Het ant-
woord op die vraag geeft aan of a 
tot M behoort of niet. Om daar 
achter te komen schrijven we een 
computer-programma. De kern 
van het programma is 

input a 
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Figuur 1. De verzameling van Mandelbrot M (het appelmannetje). 
De horizontale as loopt van -2,25 tot 0,75; de verticale van - 1,5 tot f 1,5. 

x a 
for n - 1 to 100 
print x 
sound 440* 2 I x,4 
x =̂  X* X I a 
if abs(x) > 3 then end 
next n 

Een volledig GW-Basic pro-
gramma voor de hele mandel-
brot-verzameling is te vinden in 
figuur 2 (bladzijde 24). 

Tonen 
De meeste computers beschik-

' ken wel over een toongenerator 

waarbij van een toon zowel de 
hoogte als de duur instelbaar 
zijn. In GW-Basic is dit de 
sound-opdracht. Daarbij moet 
de frequentie van de te vormen 
toon worden opgegeven. 
De a van de stemvork komt 
overeen met 440 trillingen per 
seconde. Anders gezegd, met 
een toon van 440 hertz. 
Een octaaf hoger correspon-
deert met tweemaal zoveel tril-
lingen per seconde. Dus met een 
toon van 880 hertz. 
Als we voor x — O een toon van 
440 hertz willen hebben en voor 
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X = I een octaaf hoger, moet 
aan de sound-opdracht de fac-
tor 2 I x worden toegevoegd. 

a-waarden 
Onze aandacht gaat uit naar waar-
den van a, waarbij het niet meteen 
duidelijk is of de getallenrij naar 
oneindig gaat. Het is niet moeilijk 
om na te gaan dat voor a > l en 
voor a<-3 de getallenrij naar 
oneindig gaat. Die grenzen kun-
nen nog wel wat worden verbe-
terd (a 1/4 ena<-2) , maar we 
maken het ons gemakkelijk. Bo-

vendien nemen we aan dat de ge-
tallenrij naar oneindig gaat, als 
|;f nl de waarde 3 overtreft. We 
laten het programma dan stop-
pen (if-then-opdracht). 

Een eerste keuze 
Het experiment kan nu begin-
nen. Onze eerste keuze is 
a = - l / 2 . Het begin van de getal-
lenrij is: 

-0,5000 -0,2500 
-0,4375 -0,3086 
-0,4048 -0,3362 
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-0,3870 -0,3502 
-0,3773 -0,3576 
enzovoort. 

Zo te zien gaat de rij schomme-
lend naar een limietwaarde. Wat 
we horen is een schommelende 
melodie die snel uitloopt op een 
langgerekte toon. 

Het is niet moeilijk om die limiet 
vooraf te berekenen. Gaan in (1) 
zowel Xn als x„+\ naar de limiet-
waarde L toe, dan komt er 

L = L2-Ha 

of anders geschreven 

L 2 - L + a = 0. 

Oplossen van deze vergelijking 
geeft twee mogelijkheden. Ge-
zien het experiment kiezen we 
voor 

L = 1 /2 - V ( 1 / 4 - a ) . 

Invullen van a = -1 /2 levert 
dan L = 0,3660. 

Een tweede keuze 
Het volgende experiment is 
a = - 1 . De getallenrij wordt nu 

- 1 1 - 1 1 -1 ... 

Dat klinkt als een telefoonsto-
ring: laag, hoog, laag, hoog, 
laag,... met een verschil van 
twee octaven. 
We zeggen niet dat die rij diver-
geert, maar dat er twee limiet-
waarden zijn die om de beurt 
worden aangenomen. De con-
clusie is in elk geval dat die 
waarde van a tot de mandel-
brot-verzameling M behoort. 

Systematische aanpak 
Vanaf de waarde 1 gaan we a 
telkens iets lager kiezen. Zolang 
a > l / 4 horen we een snel of 
langzaam stijgende melodie. 
Dat betekent dat de rij naar 
oneindig gaat. 
Vanaf a = 1 / 4 gaat het goed. 
De melodie komt tot rust in één 
enkele aangehouden toon voor-
zover a groter is dan -3 /4 . Voor 
die waarden van a heeft de ge-
tallenrij dus één limiet. 
Van a = - 3 / 4 tot aan a = - 5 / 4 
loopt de melodie uit op een wis-
seltoon, zoals in het speciale ge-
val van a = - 1 . De rij heeft voor 
die waarden van a dus twee li-
mieten. 

Als bijzonderheid merken we op 
dat het in de overgangspunten 
a = -3 /4 en a = - 5 / 4 wel erg 
lang duurt, voordat de toon sta-
biel is. Zoiets vraagt om een na-
dere verklaring. Gelukkig kan 
die met een beetje schoolwis-
kunde vrij eenvoudig worden 
gegeven (zie het kaderstukje 
'Een overgangspunt'). 

Tweetonig l imietgedrag 
Al experimenterend zagen we al 
dat onze getallenrij voor 
-1,25 <a<0,75 twee limietwaar-
den heeft. We hoorden namelijk 
steeds twee limiettonen. Ter oefe-
ning nemen we nog eens 
a = -7 /9 . Met de computer vin-
den we de rij: 

-0,7778 -0,1728 
-0,7479 -0,2184 
-0,7301 -0,2448 
-0,7179 -0,2625 
-0,7089 -0,2752 
-0,7020 -0,2849 
enzovoort. 
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Nog meer experimenten 
Bij voortzetting van de experi-
menten met steeds lagere waar-
den van a wordt het nog inte-
ressanter. Dat is vooral een 
zaak van zelf doen. Maar wees 
voorzichtig, want een kleine 
verandering van a kan grote ge-
volgen hebben. 

Bij a -1,3 ontstaat een vierto-
nige melodie. Anders gezegd, de 
getallenrij heeft dan vier limiet-
waarden. 

Voor a - -1,38 zijn er zelfs acht 
verschillende limieten. 

Voor a = -1,5 zijn er geen li-
mietwaarden meer. Men zegt 
dan dat de getallenrij chaotisch 
is. Aan de melodie is dat goed te 
horen, die verandert voortdu-
rend van karakter. 

Gaan we met a verder naar -2 
toe, dan blijkt chaos eerder re-
gel dan uitzondering te zijn. Er 
zijn telkens maar heel kleine in-

19 



��$ ��"���#���! 

)<J ?<J FE;<HPF<B L8E ;< D8E;<C9HFJ�L<HP8D<C@E> @I ?<J D<HBM88H;@> ><IJ<C;� 
$<J @I U= 9<JH<BB<C@AB <<ELFK;@> U= D<J<<E PF DF<@C@AB
 ;8J P<C=I BE8GG< M@IBKE�
;@><E <H <<E ?<C< BCK@= 88E ?<99<E� 3@A ?FK;<E ?<J �K@J<H88H;� 9<JH<BB<C@AB <<E�
LFK;@>� �CC<I M8J A< EF;@> ?<9J
 @I <E@>< B<EE@I L8E ;< 9<B<E;< 6*&2,"/43�6&2�
(&�+,*/( 

8N� � #8 � $ � �� 

 <P< ?<<=J JM<< FGCFII@E><E �= � <EN>
 @E;@<E ;< ;@I:H@D@E8EJ �A9� 7 �8:� >HFJ<H 
F= ><C@AB 88E + @I� �CI <H E@<J ;@H<:J �@E =8:JFH<E FEJ9FE;<E� B8E MFH;<E
 P@AE 
;@< FGCFII@E><E J< L@E;<E D<J ;< 9<B<E;< 7024&-�'02.5-& F= "#$�'02.5-&
 

�
� � ����� ���� �
�� ���� ���� 
8*� (7 &/8:�

�� �� 

!<ELFK;@> B8E ;88HD<< MFH;<E ><:FEJHFC<<H; ;8J 

# $ 
N@	A=� � &/ 8*�	 � <> 

/J<C ;8J A< 8CC<<E ;<P< C88JIJ< JM<< L<H><C@AB@E><E ?<9J� �@A LFFH9<<C; NA � �	�
�� <E 4� N� � ��  8E P@AE ;88HK@J N @ <E 4� J< L@E;<E �JM<< L<H><C@AB@E><E 
D<J JM<< FE9<B<E;<E�� �FL<E;@<E Z M8J @E ;< GH8BJ@AB FG ?<JP<C=;< E<<H�
BFDJ Z @I <H <<E L@<HB8EJIL<H><C@AB@E> FG J< IJ<CC<E ;@< AK@IJ ;@< NA <E 4� 8CI 
FGCFII@E><E ?<<=J� #8 D88H E8� 
+D;8JN@ 	4� � � � 
 ><C; J8�9� K@ JN @4� � � LFC>J :
8 � �
 F= : � �8� 
 8J C<L<HJ 8CI <<ELFK;@>IJ< L@<HB8EJIL<H><C@AB@E> 

N� 	 4 	 � � +
 

M88HK@J ;< FGCFII@E><E 8CIEF> ><LFE;<E BKEE<E MFH;<E� : 

�'��'��"��� �����$���"�� 

'@AB EF> <<EI E88H ;< L<H><C@AB@E> M88HD<< ;< ><J8CC<EH@A MFH;J ><LFHD; �L<H�
><C@AB@E>�C� K@J ?<J 8HJ@B<C�� 

5F8CI ><P<>J
 9C@ABJ ;8J ><J8CC<E D<J FE<L<E @E;<N / E88H <<E 9<G88C;< C@D@<J � * 
>88E
 J<HM@AC ;@< D<J <L<E @E;<N / E88H <<E 8E;<H< C@D@<J ( � >88E� 
�CI / FE9<G88C; 88E>HF<@;
 BFDJ <H LFFH <L<E / K@J<@E;<C@AB 

�
 



Ll = L22 + a. (a) 

Voor oneven n daarentegen komt er ten slotte , 

Z,2 = Z,i2+a. (b) 

Aftrekken van de overeenkomstige leden van (a) en (b) geeft 

L2-L1 =Li^-L2^ 

Na ontbinden van het rechterlid wordt dit 

L2-Li = (.Li-L2){Li+L2). 

Links en rechts delen door L1 - Z,2 geeft 

L l + L 2 = - 1 - (c) 

Optellen van de overeenkomstige leden van (a) en (b) geeft 

L i + L 2 = L 2 ^ + f ' l ^ + 2 a . 

Dit is ook te schrijven als 

Li + L2 = (L2 + Li)2 - 2Z,iZ,2 + 23. 

Met (c) kan dit worden vereenvoudigd tot 

- l = ( - l )2 -2Z, iL2+2a. 

Even herleiden en er komt 

L l L 2 = l + 3 , (d) 

Van L1 en Z<2 zijn nu de som (c) en het product (d) bekend. Volgens de eigen-
schappen van de oplossingen van een vierkantsvergelijking zijn L j en Z/2 dan de 
oplossingen van 

L2 + L + ( 1 + a ) = 0. 

Toepassing van de wortel-formule levert vervolgens voor die oplossingen 

Z-l = -1 /2 +v/ (-a - 3/4) enL2 = -1 / 2 - N/ (-a - 3/4) 

Invullen van de in het artikel gekozen waarde a = - 7 / 9 geeft dan als limietwaar-
denLj = - 2 / 3 e n L 2 = - l / 3 . D 
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tervalletjes van a-waarden 
waar de getallenrij zich perio-
diek gedraagt. Zo'n intervalletje 
is er in de omgeving van a = 
-1,7549 waar een drietonige me-
lodie wordt gevormd. Wie heel 
nauwkeurig werkt zal steeds 
meer van die intervalletjes ont-
dekken. 

De verzameling van Man-
delbrot 
Er was al aangekondigd dat de 
beschreven experimenten ook 

voor punten in het platte vlak 
uitgevoerd kunnen worden. Er 
moet dan worden gekeken naar 
puntenrijen Pn met n = l , 2, 3,. . . , 
enzovoort. 

De start P i is een punt met 
coördinaten (a,b). De coördina-
ten van de volgende punten 
worden berekend volgens de re-
gels: 

x„+i=x„2-y„^a (2a) 
yn+i^2x„y„ + b (2b) 
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10 REM -"--"--"-MANDELBROT MUZIEK------̂ :-
20 SCREEN 3 : CLS 
30 INPUT A,B 
40 X=A : Y=B 
50 FDR N=1 TO 100 
60 R = SQR( X-"-X-t-Y-"-Y) 
70 IF R>3 THEN CLS : GOTO 30 
80 SOUND 440-"-2''R,4 
90 PRINT N,X,Y 
100 U = X : X = X-"-X-Y-"-Y-t-A : Y = 2<;-U-"-Y-*-B 
120 NEXT N : END 

Figuur 2. GW-basic programma voor de hele mandelbrot-verzameling. 



wil slaan. Alle beginpunten c die 
tot één limietwaarde, een enkele 
aangehouden toon, leiden beho-
ren tot het niervormige deel van 
M (figuur 3, grijs). 

Alle beginpunten met een tweeto-
nige melodie horen tot het cirkel-
vormige deel van M (figuur 3, 
gearceerd). 
Punten met een drietonige limiet 

kunnen thuishoren in de grootste 
schijfjes boven en onder het nier-
vormige deel (figuur 3, zwart). De 
centra van die schijfjes zijn 
(-0,1226, 4 0,7449) en (- 0,1226, 
-0,7449). In de omgeving van 
het punt a = -1,7549 en b =0 
blijken punten met een drietoni-
ge limiet het hoofdgebied van 
een soort miniatuur Af te vor-
men. D 

Het vermoeden van Piet 
Piet knutselt vaak en is geïnteresseerd in vierkanten. In de kwadraten-tabel valt 
hem het volgende op 

5 ^ - 1 - 2 4 
en 

72 - 1 ^ 48 

Na wat zoeken vindt hij al snel nog wat kwadraten die juist één groter zijn dan 
een veelvoud van 24. 

Zo is 1P - 1 - 120, enzovoort. 

Het gaat echter niet op voor de kwadraten van 6 en 10. Piet vermoedt daarom 
dat 

P^-\=k-U met/rCIN 

als P een priemgetal groter dan 3 is. 
Heeft Piet gelijk? 
Oplossing op bladzijde 31. O 

Bekijk het even 

M 1,5 A 

De straal van de cirkel is 3. Het hjnstuk 
AM is gelijk aan 1,5. 
Wat is de lengte van lijnstuk ABl a 
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Pythagoras 
Olympiade 

N i e u w e o p g a v e n 
Oploss ingen vóór 15 augustus insturen naar: Pythagoras Olympiade, 
Marinus de Jongstraat 12, 4904 PL OOSTERHOUT (NB). Vermeld op elk 
(éénzijdig b e s c h r e v e n ) vel je naam, ad res , geboor teda tum, school, 
school type en klas. Verder moet e lke oploss ing op e e n nieuw vel b e -
ginnen, want w e co r r ige ren ze afzonderlijk. W e beki jken alleen g o e d 
l e e s b a r e op loss ingen d ie vol ledig zijn ui tgewerkt , met ve rk la rende 
tekst in g o e d l o p e n d e zinnen. V e r d e r e informatie over d e wedstr i jd 
vind je in nummer 1 van d e z e jaa rgang o p bladzijde 28. 

PO 122 
Bewijs: van alle viervlakken die bin-
nen een gegeven bol passen, heeft het 
ingeschreven regelmatige viervlak de 
grootste inhoud. 

PO 123 
Gegeven is een breuk p/qr (waarbij p 
en qr natuurlijke getallen zijn) die in 
decimale schrijfwijze 1989 als repe-
tend heeft. 
Bewijs dat de noemer q een geheel 
veelvoud is van 1111. 
(Voorbeeld: 333/27775 = 
0,01198919891989 ) 

O p l o s s i n g e n e n p r i j s w i n n a a r s v a n d e o p g a v e n P O 114 e n 115 

PO 114 
Drie cirkels C, C^ en Cj raken elkaar 
uitwendig in de punten P, Q enR 
(figuur 1). De lijnen PQ en PR snij-
den cirkel C, nogmaals in respectie-
velijk S en T, de lijnen SR en TQ 
snijden Cz en C3 nogmaals in res-
pectievelijk U en V. 

a. Bewijs dat de punten U, P en V 
op één lijn liggen. 

b. Bewijs dat P S - ^ TV en P?"-L 
US. 

Oplossing De middelpunten van 
de cirkels noemen we resp. M,, M^, 
M3 (figuur 2). 
Bij twee elkaar rakende cirkels hgt 
het raakpunt op de verbindingslijn 
van de middelpunten, dus de pun-
ten P, Q enR liggen op de zijden 
van driehoek M,M^My De gelijkbe-
nige driehoeken PM^R en RM,T 
zijn gelijkvormig, want de hoeken 
bij R zijn gelijk. De tophoeken zijn 
dus ook gelijk: Z. PM^R --
L. RM.T. 
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Evenzo geldt L PM-P = L. QM^S. 
De som van de hoeken,van een drie-
hoek is 180° dus Z. PM^R I 
Z. RM,Q + A, QM3P = 180°, zodat 
ook A. TM,R I L RMp I 
L QM,S - 180°. T, Af, en S liggen 
dus op één lijn, een middellijn van 
cirkel C„ en daaniit volgt dat 
l. TRS L. TQS = 90° (vraag (b)). 
Bovendien volgt nu uit A. URP -
90° dat UP als middellijn van cirkel 
Cj het middelpunt M^ bevat, en 
evenzo dat PV het middelpunt M^ 
bevat. De lijn MJA^ bevat dus 
naast het punt P ook de punten U 
en V (vraag a)). 

Er waren slechts twee inzendingen, 
beide met een correcte oplossing. De 
twee oplossingen kwamen in grote 
trekken met elkaar overeen. De in-
zenders, Arthur Bakker, 6 vwo. Ber-
gen NH, en Stijn van Langen, 6 
vwo, Wijchen, ontvangen elk een 
prijs. De hier gegeven oplossing is 
samengesteld uit elementen van 
hun werk. 

Figuur 2 

PO 115 
Gegeven zijn de functies f(x) = 2" en 
g(x) = 3^ 
Verder zijn gegeven twintig getallen 
a, 3,0, i>„ .... jb,„ met a, = i3,= 1 
en 
^n • 1 =" f(3n)' t>n ^ 1 =g(bn) als n 
even, 
Sn H 1 ^ g(an), bn t 1 = f(bn) als n 
oneven. 
Welk van de beide getallen 3,0 en jb,o 
is het grootste? 
Motiveer Je antwoord! 

Oplossing van Jasper Scholten, 5 
vwo, Heemskerk: 

Om typografische redenen schrijven 
we soms a 'b in plaats van a^. 

Stel X - Mog 2 . (3/2)^, dan is x > 1 
voor p > 2. Hieruit volgt voor 2 < p 
<qr: 
2 < 3 t ( 2 P ) =(2l(nog3)) l (2P) = 
= 2l((21og3) 2P) < 
< 2i((21og 3) X 2P) - 2I(3P) < 
< 21(39). 
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dus wegens a + b > O 

d-a+db-d^-ab = 0 
( a - d ) ( d - j b ) = 0 . 

Conclusie: a=d olb = d, dat wil zeggen a = - c of i3 = - c . 
Voor oneven n is de gevraagde gelijkheid nu vanzelfsprekend. 

4 Gegeven is een gelijkbenige driehoek ABC met AB - 2 en AC - BC =3. Men 
beschouwt vierkanten waarvoor geldt dat /!, B en C op de zijden van het 
vierkant liggen (en dus niet op het verlengde van zo'n zijde). 
Bepaal de maximale en de minimale waarde van de oppervlakte van zo'n 
vierkant. Motiveer je antwoord. 

Oplossing 
Stel / is de zijde van het vierkant die door C gaat. Draai 1 vanuit de symmetri-
sche positie van figuur 1 tegen de klok in. Via figuur 2 wordt dan op zeker 
moment figuur 3 bereikt, waarin C samenvalt met een hoekpunt van het vier-
kant. Verder draaien zou tot gevolg hebben dat A oiB 'los komt'. De figuren 1 
en 3 zijn dus 'extreme' situaties. We berekenen eerst de lengte van de zijden 
van het vierkant in deze gevallen. 

In figuur 1 is die lengte 2 v 2, dus de oppervlakte is dan 8. 
In figuur 3 geldt 

3 cos (p = 3 cos (n/2 - <p - 2y), 
waarbij 

sin y - 1/3. 
Hieruit volgt 

ip — K/2 - (p - 27 dus (p — Tr/4 - y. 

Figuur 1 Figuur 2 Figuur 3 
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