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Een zaak van gewicht

Beter met 3 dan met 2

Om te wegen zijn gewichten nodig. In een gewichtendoos zitten meest-
al de volgende gewichten: één van 1 gram, twee van 2 gram, één van 5
gram, één van 10 gram, enzovoort. Met die eerste serie van vijf gewich-
ten zijn alle aantallen van 1 tot en met 20 gram te maken. Ga maar na.
De vraag is echter: Is met minder gewichten toch niet meer te wegen?

Beter

Het antwoord is ja. Wat namelijk
te denken van deze combinatie
van vijf gewichten: 1 gram, 2
gram, 4 gram, 8 gram en 16 gram?

Hiermee kunnen alle gehele waar-
den van 1 tot en met 31 gram wor-
den verkregen. Ga zelf maar na.

Zo werkt het

Direct valt op dat elk volgend ge-
wicht het dubbele is van het vori-
ge. En als je nog beter kijkt, zie je
dat we eigenlijk te maken hebben
met het tweetallige stelsel. Alle
gewichten zijn (gehele) machten
van 2. Daarbij is 1 = 2°,

2 = 2!, enzovoort.

Nu blijkt elk geheel getal te schrij-
ven als de som van een aantal
machten van 2. Voorbeelden:

Probeer het systeem zelf een
beetje verder uit. Begin steeds bij
de hoogst mogelijke macht van 2
en ga dan verder omlaag.

Waar het in feite op neer komt, is
een getal van uit het tientallige
stelsel omzetten in het tweetallige
stelsel!

De lucifer

Met zo’n binaire of tweetallige ge-
wichtendoos is sneller te werken
dan met de normale tientallige.
Als je tenminste eerst je tientallige
hersens bijstelt!

In figuur 1 is als (niet genormali-
seerde) eenheid van massa die
van een lucifer genomen. Dat
komt met geen enkele internatio-
nale afspraak overeen, maar in de
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Figuur 1

EEN KRYTIE WEEGT

wiskunde zijn we weinig kieskeu-
rig met eenheden. Het krijtje in fi-
guur 1 weegt dus 13 lucifer.

Nog beter

Zou het nog beter kunnen? Ja, dat
kan... mits we overgaan op een
drietallig stelsel. De te gebruiken
gewichten zijn dan (gehele)
machten van 3. Dus 1 gram,

3 gram, 9 gram, 27 gram, 81 gram,
enzovoort.

Met die eerste vijf gewichten zijn
alle gehele waarden van 1 tot en
met 121 gram te verkrijgen. Be-
duidend meer dan in de voor-
gaande gevallen! Daarbij moet
echter wel worden afgesproken
dat aftrekken is toegestaan. Voor-
beelden:

31=27+3+1
93=81+9+3,
maar anderzijds

29=27+3-1
714=81-9+3-1.

.

O+4+1 LUciFers

Neem nu zelf eens een willekeu-
rig getal kleiner dan 121 en schrijf
het als een som of verschil van
machten van 3. Oefen maar!

Op de weegschaal

De aftrekking is ook op de weeg-
schaal uit te voeren. Zet de af te
trekken gewichten op de schaal
met het voorwerp dat moet wor-
den gewogen. Zo zie je dat in fi-
guur 2 bij gebruik van lucifers het
krijtje 29 lucifer weegt.

Deze aftrek-methode is net zoiets
als wisselen in het geldverkeer.
Als je iemand 25 cent moet beta-
len, kun je hem of haar gewoon
een kwartje geven. Drie dubbel-
tjes kan ook, maar dan verwacht
je natuurlijk een stuiver terug.

Uitbreiding

Voeg aan beide systemen een
volgend gewicht toe. Dus aan het
tweetallige een gewicht van 32
gram en aan het drietallige een
gewicht van 243 gram. Met het
tweetallige systeem zijn dan alle




Figuur 2

waarden van 1 tot en met 63 gram
te verkrijgen. Met het drietallige
alle waarden van 1 tot en met 364
gram (zie tabel van figuur 3).

En zo kun je natuurlijk verder
gaan (figuur 3). Zie je misschien
een formule of regelmaat voor het
maximale aantal te verkrijgen mo-
gelijkheden?

Het is misschien nog aardig om
het geval van negen gewichten te
vergelijken met het gangbare
tientallige systeem. Daarin heb je

dan achtereenvolgens gewichten
van 1 gram, 2 gram, 2 gram,

5 gram, 10 gram, 20 gram,

20 gram, 50 gram en 100 gram.
Daarmee zijn alle waarden van

1 tot en met 210 gram te ver-
krijgen. Heel wat minder dan met
evenveel gewichten van het twee-
tallige systeem. Om nog maar te
zwijgen van het drietallige.
Probeer ten slotte nog een uitstap-
je naar een viertallig systeem.

Wordt dat efficiénter? ]
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Figuur 3. Maximaal aantal mogelijkheden bij N beschikbare gewichten.




Cilinderanamorfosen

Een cilinderanamorfose is een plaatje dat er, op de gewone manier be-
keken, onherkenbaar uitziet. Maar als je er op de juiste plaats een spie-
gelende cilinder opzet, zie je het onvervormde plaatje in de cilinder.
Net als bij de kegelanamorfose berust het principe van de cilinderana-
morfose op de terugkaatsingswet voor lichtstralen (hoek van inval =
hoek van terugkaatsing).

Je kunt zulke anamorfosen begrijpen, en ook zelf maken, als je wat ruim-
temeetkunde kent. Bij de cilinderanamorfose is die meetkunde wat las-
tiger dan bij de kegelanamorfose. Het ontwerpen van geschikte net-
werken om cilinderanamorfosen gemakkelijk te kunnen tekenen, is
evenmin eenvoudig. We hebben er computerprogramma’s in GW-Basic
voor geschreven en we zullen uitleggen wat ze doen. Maar eerst iets
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over cilinderanamorfosen in het algemeen.

Ruiter en paard

Je hebt wat keuzevrijheid als je
van een plaatje, bij voorbeeld een
tekening van een ruiter te paard,
een cilinderanamorfose (figuur
1A) wilt maken. Je kunt er bij
voorbeeld voor zorgen dat je de
ruiter in de spiegelende cilinder
te zien krijgt op de manier van
figuur 1B. Het platte plaatje is dan
als het ware op de cilinder
geplakt, net als een poster op een
reclamezuil. Maar eigenlijk is dat
niet zo mooi: ruiter en paard zien
er kromgedrukt uit.

Natuurgetrouwer

Leuker is het als het net lijkt alsof
de cilinder doorzichtig is, en je
het plaatje er recht in ziet liggen
of staan.

Ook dan zijn er weer verschil-
lende mogelijkheden: het plaatje
kan plat op tafel liggen, of juist
rechtop staan, of een beetje
schuin, precies loodrecht op de
richting waarin je de cilinder be-
kijkt. Dat laatste is natuurlijk het
mooiste: de afbeelding ziet er dan
het meest natuurgetrouw uit.
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Maar tegelijkertijd is dat ook een
stand die nogal moeilijk te analy-
seren en te tekenen is. We heb-
ben er daarom voor gekozen om
de zaak iets simpeler te houden:
we tekenen de anamorfosen zo,
dat het lijkt of de plaatjes vertikaal
in de cilinder staan.

Coordinatenstelsel

Preciezer gezegd: we kiezen een
codrdinatenstelsel met de as van
de cilinder als z-as, de tafel als
x-y-vlak, en het oogpunt recht
boven de x-as. De anamorfose
wordt op een tekenvel op tafel
getekend op zo’n manier dat de
tekening, bekeken via de spiege-
lende cilinder, onvervormd in het
y-z-vlak lijkt te staan.

Netwerken

Wat voor netwerken zullen we
gebruiken om zo’n anamorfose te
tekenen? Het eerste waar je aan
denkt, is een rechthoekig netwerk
in het y-z-vlak, of net zo’n net-
werk in het tekenval (het x-y—
vlak). Maar het is dan heel lastig
om het bijbehorende netwerk in




Figuur 1A. Cilinderanamorfose van een ruiter te paard. Bekijk deze afbeelding
op de manier van figuur 1B. Gebruik als spiegelende cilinder een smal con-
servenblikje of een stukje aluminium-folie.




het andere vlak te vinden.

We doen het daarom anders. We
gebruiken een soort "tussen-net-
werk’ op de cilinder. Dat is een
rechthoekig netwerk, gevormd
door vertikale rechte lijnen en ho-
rizontale cirkels. Je ziet het in fi-

guur 2.

Het is niet zo verschrikkelijk
moeilijk om uit te zoeken met wel-

Figuur 1B

ke netwerken dit cilindernet cor-
respondeert in het tekenvlak en in
het y-z-vlak.

In dat laatste vlak blijven de verti-
kale lijnen na projectie vanuit het
oogpunt vertikaal. De horizontale
cirkels op de cilinder gaan echter
over in ellipsen. In het y-z-vlak
ontstaat dus een lijnen-ellipsen
netwerk. In figuur 3 is zo'n net-
werk getekend.




Figuur 2. Het tussen-netwerk op de cilinder.




In het tekenvlak

I — 1] Het bijbehorende netwerk in het
B e R 1T horizontale tekenvlak is wat moei-
T s 0N W lijker te vinden. De vertikale lijnen
T s ™ i o op de cilinder corresponderen
e S . met rechte lijnen die vanuit de
-t | I I Sy grondcirkel van de cilinder uit-
e N | = waaieren, en de cirkels op de ci-
S~ T B = linder worden ovale krommen. In
~ 1 14 een apart kader leggen we uit vol-
~ [ ] — 1 | _}-t]) genswelke formules de computer
“‘“m._:_—j_—_ -1 _L- dit netwerk tekent. Figuur 4 toont
- L het resultaat.
A
Figuur 3. Lijnen-ellipsen netwerk. Figuur 4. Netwerk voor het tekenvlak




Tekenen werk er overheen leggen, en in
Met de netwerken van figuur 3en  het andere netwerk de inhoud van

figuur 4 kun je net zo veel de verschillende hokjes zo goed

cilinderanamorfosen maken als je mogelijk overtekenen. Na voltooi-
wilt. Steeds moet je een plaatje ing verwijder je de netwerklijnen,
nemen, het lijnen-ellipsen net- en klaar is Kees. O

Ruimtemeetkunde en programma’s

De meetkundige achtergronden van de cilinderanamorfose kun je uit de figuren
5 en 6 aflezen.

In figuur 5 is een lichtstraal getekend die van een punt P op tafel via het punt P,
op de cilinder loopt naar het oogpunt O.

h-z

Wo
04 Figuur 5
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Figuur 6 toont een bovenaanzicht. Uit de terugkaatsingswet kun je afleiden dat
ook in het bovenaanzicht van figuur 6 geldt 'hoek van inval = hoek van terug-
kaatsing’, met andere woorden, de hoeken bij Q zijn gelijk.

Punt O, is het spiegelbeeld van O, in de (verlengde) lijn MQ.

Punt P ligt ergens op de lijn O,Q.

Waar? Dat is uit figuur 5 af te leiden. Daarin zijn de driehoeken OQ,P, en PQP,
gelijkvormig, want de hoeken bij P, zijn gelijk (ook dat volgt weer uit de terug-
kaatsingswet).

Uit de gelijkvormigheid van de driehoeken volgt

0Q,:PQ=Q\P,:P,Q
dus (figuur 6) er geldt ook
0,Q:PQ(=0,Q:PQ)=Q\P, :PQ.

Die verhouding hangt uitsluitend af van de hoogte van P, op de cilinder.

Figuur 6. Bovenaanzicht.
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Precieze formules

We leiden nu de precieze formules af.

In ons codrdinatenstelsel is de as van de cilinder de z-as, het tafelvlak is het
x-y-vlak, en het oogpunt O bevindt zich recht boven de x-as. Het oogpunt O
heeft dus codrdinaten (R, 0, h), waarbij R de afstand is van het oog tot de as van
de cilinder, en h de hoogte van het oog boven de tafel.

De straal van de cilinder noemen we r. Dan heeft punt Q de coérdinaten (r cos ¢,
r sin ¢, 0) en P, is het punt (r cos ¢, r sin ¢, z), waarin z de hoogte is van P, bo-
ven tafel.

Met enig rekenwerk kun je nu afleiden wat de codrdinaten zijn van de punten P
enpP,

Hier zijn de resultaten:

r cos ¢ R cos 2¢
P=(1-A) | rsing + L | Rsin2¢
0 0

met L =2z / (h-z),en

1 0
P,= Rr sin ¢
R-rcos g Rz - hr cos ¢

Het netwerk op de cilinder van figuur 2 wordt gevormd door lijnen waar ¢ con-
stant is (de vertikale lijnen), en lijnen waar z constant is (de horizontale cirkels).

Houd je ¢ constant in de formules voor P of P,, dan krijg je de bijbehorende 'ver-
tikale’ netwerklijn door z te variéren. En als je z constant houdt en ¢ varieert,
krijg je de "horizontale’ netwerklijn. Zo zijn de figuren 3 en 4 gemaakt.

De programma’s

In de figuren 7 en 8 staan de computerpgrogramma’s. We hebben z steeds geno-
men tussen z = 0 en z = h/2; bij de 'horizontale’ lijnen hebben we ervoor ge-
zorgd dat slechts het vanuit O zichtbare deel van de cilinder getekend werd. De
hoek ¢ mag daarvoor niet groter worden dan de waarde op het moment dat OP,
een raaklijn aan de cilinder wordt. In figuur 6 is O,Q dan een raaklijn aan de cir-
kel, en dan is cos ¢ = r/R. We hebben er daarom voor gezorgd dat cos ¢ > r/R
blijft.

In de programma'’s is dat met een "WHILE... WEND’ -lus geregeld. Voor de rest
spreken de programma'’s voor zichzelf.

De 'vertikale’ lijnen zijn als rechte lijnen met het commando LINE tussen de eind-
punten getekend, de horizontale’ lijnen zijn puntje voor puntje getekend. Je kunt
desgewenst de waarden van R, r en h (in de programma’s 'RR’, 'RC’ en 'H’ ge-
noemd) veranderen. O

11

T e St




10

20

30

40

=20

&0

70

80

Q0

100
110
120
130
140
130
160
170
180
190
200
210
220
230
240
2390
260
270
280
290
300

REM *
REM *
CLS
SCREE
WINDOD
RR =
RC
H =3
REM *
FHI
WHIL.
Al —
Z1

~y
-

LINE
FHI
WEND
REM*
DZ=H
WHIL
FHI
WHIL
Y -
17 =
FSET
FHI
WEND
2z - =
WEND
AF=1

*% projectie cilindernet op y—z-vliak *x*x
*¥ naam: ana—y-—z *¥¥

N 3
W (=2,~=1.3)~(2,1.83)
10 ¢ REM¥*#% x—coord.oogpunt ***
1 : REM¥*¥*% straal cilinder xxx
: REM¥*¥% hoogte oogpunt %%
#*%* vertikale lijnen:*xx*
= O ¢ DFHI = .2
E COS(PHI) > RC/RR
RR#*RC*SIN(FHI) / (RR—-RC*#C0S% (FHI))
H¥* ( (RR/2) —-RC*COS (FHI) ) / (RR-RC*C0OS (FHI))
~H*RC*COS (FHI) / (RR-RC*C0S (FHI))
(YoZ1l)~(Y,Z2) ¢ LINE(~Y,Z1)~(-Y,Z2)
= FHI + DFHI

*¥%¥ horizontale lijnens***
/20 2 Z = 0 1 DPHI = .005
E Z £ H/2
:(J
E COS(FHI}) » RC/RR
RR*RC*SIN(FHI) / (RR—-RC*COS (FHI) )
(RR* Z-H*RC*COS (FHI)) / (RR=RC*C0OS (FHI) )

(Y,2Z) : FSET(-Y,ZZ)
= FHI + DFHI
Z + DZ

NFUT# (1) : END

Figuur 7. Programma voor het lijnen-ellipsen netwerk van figuur 3.

Bere
12

ken x.

Bekijk het even

De omtrek van de driehoek is 22 cm.
A en B zijn middelpunten van de cir-

kelbogen.
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10 REM *¥% anamorfose van het cilindernet *%x !
20 REM #*¥% naam: ana—x-—y ***

30 LLS

40 SCREEN 3

90 WINDOW (-12,-10)-(12,10)

60 RR = 10 REM*%*% x—coord.oogpunt *%*
70 RC = 1 : REM*** straal cilinder %%
B0 H = 3 : REM¥*¥% hoogte oogpunt  *x*
20 REM *%% vertikale lijnen:**%

100 FPHI = O : DFHI = .2

110 WHILE COS(FHI}) > RC/RR

120 X1 = RC*COS (FHI)

130 Y1 = RC*SIN(FHI)
140 X2 = RR*C0OS (Z%*FHI)
150 Y2 = RR*GIN(Z*FHI)

160 LINE(X] , Y1i=(X2:,¥2) 5 LINE(X] ,~Y1)=(X2,~Y2)

170 PHI = FHI + DFHI

180 WEND

120 REM *%#% horizontale liinen *#%%*

200 DFHI = .0085 ¢ Z = O : DZI = H/Z0

210 WHILE Z < H/Z2

220 PHI = 0

230 WHILE COS(FHI) » RC/RR

240 LABDA = Z/(H-1)

250 X = (1-LABDA)*RC*COS (FHI) -+ LABDAX*RR*COS (E*FHI)
260 Y = (1-LABDA) *RC*SIN(FHI) + LABDA*RR*SIN (Z2%FHI)
2/ FEBET AX,¥) 1§ PBETL(X,~Y2

280 FPHI = PHI + DFHI

220 WEND
300 Z = Z + DZ
310 WEND

320 AF=INFUT#(1) : END

Figuur 8. Programma voor het netwerk van figuur 4, het netwerk voor het te-
kenvlak.

Bekijk het even

C en D zijn middelpunten van de cir-

kelbogen.
Bereken 7. O




Figuren

Hieronder staan twee opsommingen van soorten figuren, zowel vlakke figuren
als ruimtelijke. Kun je achterhalen op welke meetkundige eigenschap de hier ge-
maakte indeling berust?

A B
rechte lijnen driehoeken
lijnstukken vierhoeken
vierkanten rechthoeken
kubussen viervlakken
cirkels blokken
parabolen prisma’s
orthogonale hyperbolen piramiden
bollen ellipsen

O™ )
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Oplossing

Alle cirkels zijn gelijkvormig, alle vierkanten zijn gelijkvormig, alle kubussen zijn
gelijjkvormig, enzovoort. Over de figuren onder B kun je zo’n uitspraak niet doen.
Dat alle cirkels gelijkvormig zijn zul je graag geloven. Maar dat alle parabolen
ook gelijkvormig zijn, is niet zo voor de hand liggend.

Eerstegraads en tweedegraads grafieken (rechte lijnen en parabolen) behoren
wel tot de A-groep, de derde en hogere graads krommen echter niet. Vreemd
he?

Kun je nog meer figuren verzinnen en beoordelen of ze in de eerste of in de
tweede groep thuishoren? In welke kolom horen de sinusoiden? (Dat zijn grafie-
ken van functies met als voorschrift: x — a sin(bx + c).) O
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EEN SNEETJE ROGGEBROOD MET
GEMBERJAM, KAAS EN WALNOOT

® 10 sneden Fries (donker) roggebrood
® 100 g gemberjam @ 10 plakken extra
belegen kaas ® 20 halve walnoten

Besmeer het roggebrood (dun) met gemberjam.
Leg de kaas op het roggebrood en garneer de
sneetjes met twee halve walnoten. Snijd de sneetjes
schuin door.

Dit recept werd ons onlangs toegezonden. (In welk receptenboek het voorkomt
werd niet vermeld.)

Met wiskunde heeft het niets van doen. Maar we vonden het toch wel z6 aardig,
dat we je het niet wilden onthouden.

Eet smakelijk! O
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Rekenen aan de Enigma

Om een met de Enigma geproduceerd bericht te kunnen ontcijferen,
moet de sleutel van het bericht bekend zijn. Anders gezegd, je moet
weten van uit welke beginstand er is uitgegaan bij het vercijferen. In dit
artikel wordt voorgerekend hoeveel beginstanden er mogelijk zijn.
Daar tussen door wordt in grote lijnen beschreven hoe eerst de Polen
en later de Engelsen de sleutel van een enigma-bericht wisten te ach-
terhalen.

Een enigma-bericht in handen krijgen was geen kunst aan. De Duitse ra-
diosignalen opvangen, de morse-tekens omzetten in gewone letters, en
klaar is Kees. Dat het om een of andere cijfertekst gaat, is meteen dui-
delijk. Voordat een buitenstaander daar ook maar iets mee kan begin-
nen, moet hij allereerst weten dat het een cijfertekst betreft die met een
Enigma is gemaakt. Verder is het noodzakelijk dat bekend is hoe de
Enigma in elkaar zit en hoe het apparaat werkt. Is aan deze voorwaar-
den niet voldaan, dan is het zo goed als onmogelijk om de cijfertekst te
ontcijferen.

Is aan genoemde voorwaarden voldaan, dan zal meteen ook duidelijk
zijn dat de sleutel van een cijfertekst niets anders is dan de beginstand
van de Enigma. Uit de vele mogelijkheden moet dus de juiste worden
bepaald. Een gigantisch karwei, maar niet onuitvoerbaar zoals de ge-
schiedenis heeft geleerd.

Het Poolse aandeel

In de jaren dertig, dus al ruim voor het uitbreken van de Tweede We-
reldoorlog, werkten de Duitsers met een Enigma met drie beschikbare
rotors, zonder stekkerbord. De Polen wisten de cijferteksten die met dit
apparaat waren gemaakt, te ontcijferen. Zeker voor die tijd, mag dat
worden gezien als een enorme prestatie.

Het aantal beginstanden van deze eenvoudige Enigma liep namelijk al
tegen de 2 miljard. Reken maar mee.

De beginstanden waarin dat gebeurt kan verschil-
De beginstanden van de eenvou- len.
dige Enigma worden bepaald Doe alsof je de rotors na elkaar
door de volgorde van de rotors, van links naar rechts in de Enigma
de instelling van de ringen langs moet zetten. Voor de linker positie
de rotors en de standen van de ro-  kan worden gekozen uit 3 rotors.
tors. Is die keuze eenmaal gemaakt,
dan blijven er voor de middenste
Rotors De drie beschikbare ro- positie twee mogelijkheden over,
tors moeten alle drie in de machi- en uiteindelijk voor de rechter
ne worden gezet. De volgorde slechts één. Dus het aantal moge-
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Kijkje in een opengeklapte Enigma. Deze machine heeft vijf beschikbare ro-

tors, waarvan er drie in de machine staan. De twee rotors rechts liggen in een
voorraad-bakje. Op het toetsenbord staan bij deze variant de letters in alfabe-
tische volgorde.

lijkheden voor de volgorde van
de rotors is

3 X2X1X=6.

Instelringen Wat de volgorde
van de rotors ook is, steeds kan
bij elke rotor de ring langs de
rand 26 posities innemen. Bij elk
van de 26 standen van de instel-
ring van de linker rotor passen 26
standen voor de instelring van de
middenste rotor. En bij elk van
die standen passen er weer 26
voor de instelring van de rechter
rotor. Dit levert in totaal

26 X 26 X 26 = 17 576

mogelijkheden op.

Elk van die mogelijkheden kan
worden gecombineerd met elk
van de 6 mogelijke rotor-volgor-
den. Dus voor het vastleggen van
een volgorde voor de rotors én
een stand van de instelringen sa-
men kan een keuze worden ge-
maakt uit

6 X 17 576 = 105 456
mogelijkheden.

Rotorstanden Met de hand kan
elke rotor in 26 standen worden
gedraaid. De stand van elke rotor
is af te lezen bij de venstertjes aan
de bovenkant van de Enigma. Im-
mers daar is van elke rotor één
letter zichtbaar. Net als bij de in-
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stelringen zijn voor de beginstand
van de rotors

26 X 26 X 26 = 17 876
combinaties mogelijk.

Het totaal

Dit gecombineerd met de moge-
lijkheden voor de rotor-volgorde
én de stand van de instelringen
levert het totale aantal mogelijke
beginstanden van de eenvoudige
Enigma. Kortom, de eenvoudige
Enigma heeft

105 456 X 17 876

verschillende beginstanden of in-
stel-mogelijkheden. Uitgerekend
met potlood en papier — want je
rekenmachine rond af en gaat
over op machten van tien — zijn
dat er precies

1 853 494 656.

Dus bijna 2 miljard.

Zoals eerder vermeld, moet hier-
bij echter worden aangenomen
dat de werking van de (eenvoudi-
ge) Enigma bekend moet zijn. In
wezen was dat niet zo’n pro-
bleem. Varianten van de machine
waren namelijk commercieel wel
te verkrijgen. Op een drietal wis-
kundigen werkzaam bij de Poolse
inlichtingendienst, na had nie-
mand daar omstreeks 1930 echter
veel belangstelling voor.

Verder moet dan ook nog bekend
zijn hoe de 26 contacten aan bei-
de zijden van de rotors binnen-
door met elkaar zijn verbonden.
En hoe de 26 contacten van het
omkeerblok paarsgewijs met el-
kaar zijn verbonden. Zo niet, dan
stijgt het aantal mogelijkheden tot

18

een waarde waarbij dat van die
ongeveer 2 miljard in het niet
zinkt!

Het rotor-probleem opgelost
Veronderstel dat de bedradingen
van alle drie rotors verschillend
zijn. Er zijn dan 26! mogelijkheden
voor de eerste rotor, 26! — 1 voor
de tweede en 26! — 2 voor de
derde. Al die mogelijkheden ge-
combineerd levert een totaal van

26! (26! — 1) (26! — 2).

Dat is werkelijk een enorm aantal.
Benader het maar eens met je re-
kenmachine.

En dat moet dan nog eens worden
gecombineerd met de

28 X23 X 21 X..X8X3

mogelijkheden voor de bedrading
van het omkeerblok. Ga er maar
eens aan staan.

In de herfst van 1932 gaf de Pool-
se wiskundige Marian Rejewski
aan hoe het enigma-geheimschrift
ontcijferd kon worden. Zelfs zon-
der voorkennis van de bedradin-
gen van de rotors en het omkeer-
blok. Maar deze methode was in
de praktijk niet uit te voeren, om-
dat hij onwaarschijnlijk veel tijd in
beslag zou nemen. Dit was wel
sneu, want inmiddels was vastge-
steld dat de Duitsers met een va-
riant van de commerciéle Enigma
werkten.

Langs veel omwegen kregen de
Polen op 8 december 1932 uitein-
delijk van een Duitse spion de al-
gemene delen van de sleutel voor
de maanden oktober en decem-
ber 1931. Daarmee en met de in
die maanden opgevangen Duitse
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Detail-tekening uit een Amerikaanse patent-aanvrage voor de Enigma. Het
gaat hier om een machine met vier rotors (6, 7, 8 en 9).
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Bedradingen

Merk om te beginnen op dat alle let-
ters in zo’n verdeling voor moeten ko-
men. Het doet er daarom niet toe met
welke letter er wordt begonnen. Niets
ligt dus meer voor de hand dan om
met de a te beginnen, en het zaakje
systematisch af te werken.

Om het eerste groepje te maken kun je
bij de a één van de 25 overige letters
kiezen. Voor het eerste tweetal zijn
dus 25 mogelijkheden. Bij elk van die
mogelijkheden blijven er 24 letters
over.

Pak een volgende letter uit die 24 res-
terende letters, en zoek daar een
tweede bij. Voor die tweede zijn dan
23 mogelijkheden.

Dus bij elk van de 25 mogelijke eerste
paren zijn 23 manieren om het tweede
paar te vormen. Voor de eerste twee
paren zijn dan al 25 X 23 mogelijkhe-
den.

Op dezelfde manier handel je met de
overgebleven 22 letters om het derde
paar te vormen, daarma het vierde
paar, enzovoort.

Om nog eens goed te zien hoe het
werkt, moet je met vier letters (bij
voorbeeld a, b, c en d) op deze ma-
nier maar eens twee paren vormen. Of
met zes letters (bij voorbeeld a, b, c,
d, e en f) drie paren. Dat is nog wel uit
te schrijven.

28 X 23 X 21 X19X..X85X3X1

De bedradingen van het omkeerblok en het stekkerbord zonder letters met zich-
zelf door te verbinden, komen neer op het vormen van 13 groepjes van twee let-
ters. Zoals al eerder vermeld, kan dat op

manieren. Je komt daaraan door — desnoods in gedachten — de 26 letters van
het alfabet daadwerkelijk in 13 groepjes van twee letters op te delen.

De rotors

Bij de rotors ligt het iets anders. Daar
moeten de 26 contacten van de lin-
kerkant één aan één worden verbon-
den met de 26 contacten aan de rech-
terkant. Anders gezegd, 26 letters aan
de linkerkant moeten één aan één
worden gekoppeld aan 26 letters aan
de rechterkant. Door dat weer syste-
matisch af te werken is in een wip in
te zien op hoeveel mogelijke manieren
dat kan.

Begin om zo te zeggen met de a aan
de linkerkant. Die kan met elk van de
26 letters aan de rechterkant worden
verbonden. Dus 26 mogelijkheden.
Vervolgens komt de b aan de linker-
kant aan de beurt. Wat de keuze voor
de a ook is geworden, steeds zijn er
voor de b nog maar 25 letters rechts
beschikbaar. Daarmee kom je al op 26
X 25 mogelijkheden.

Bij elk van die mogelijkheden zijn er
voor de c links aan de rechterkant nog
maar 24 letters beschikbaar. Enzo-
voort, enzovoort.

Als alle letters links aan de beurt zijn
geweest, ben je gekomen op

26 X285 X 24 X..X3X2X1

mogelijkheden. Korter geschreven 26!
mogelijkheden. O
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berichten ging Rejewski aan de
slag. Binnen een maand was hij
achter de bedradingen van de
drie door de Duitsers gebruikte
rotors en het omkeerblok.

Wat toen nog overbleef, was uit
de bijna 2 miljard mogelijke
beginstanden de juiste te zoeken.
Volgens de eerder door Rejewski
aangegeven methode was dat kar-
wei in tijd te overzien.

De Bomba

Om meer tijJdwinst te boeken wer-
den allerlei apparaten gebouwd
waarmee al die beginstanden
konden worden doorgerekend.
De meest geavanceerde was de

Het Engelse aandeel

Bomba. Die rekende door middel
van elektro-magnetische relais.
Volgens oorgetuigen deed het ge-
tikker van dit apparaat denken
aan een ingestelde tijdbom. Van-
daar de naam.

In de jaren na 1933 ontcijferde de
Poolse inlichtingendienst met suc-
ces menig Duits enigma-bericht.
Dat veranderde eind 1938 toen de
Duitsers nog twee extra rotors in
omloop brachten. Kort daarop in-
troduceerden ze bovendien het
stekkerbord. Aanvankelijk lieten
de Polen zich daardoor niet van
de wijs brengen. Maar al snel
werd duidelijk dat ze aan het eind
van hun kunnen waren.

Dat Marian Rejewski binnen enkele maanden al op de hoogte was van
de bedrading van de twee extra rotors staat als een paal boven water.
Hoe hij daar achter is gekomen blijft duister. Het is heel onwaarschijnlijk
dat hij de bedrading van de extra rotors in zo korte tijd met wiskundige
technieken heeft afgeleid. Het feit dat de Duitsers zo af en toe fouten
maakten bij het werken met de Enigma doet daar niets aan af. Het ligt
meer voor de hand dat de Poolse inlichtingendienst ergens een Enigma
of op z'n minst een set rotors heeft ontvreemd.

Meer beginstanden

Met een uitbreiding van de be-
schikbare rotors neemt ook het
aantal mogelijke beginstanden
toe. Met voorkennis van de bedra-
ding van de vijf rotors wordt dat
tien maal zo groot. Ga maar na.
Van de vijf beschikbare rotors
moeten er drie in de machine
worden gezet. Doe weer alsof je
de rotors na elkaar van links naar
rechts in de Enigma moet zetten.
Voor de linker positie kan worden
gekozen uit 5 rotors. Is die keuze
eenmaal gemaakt, dan blijven er
voor de middenste positie 4 mo-

gelijkheden over, en uiteindelijk
voor de rechter 3. Dus het aantal
mogelijkheden voor de volgorde
van de rotors wordt nu

X 4X3=60.

Tien keer zo groot als de zes mo-
gelijkheden bij gebruik van drie
rotors.

Aangezien het aantal mogelijkhe-
den voor de stand van de instel-
ringen en voor de rotor-standen
niet verandert, wordt ook het tota-
le aantal mogelijke beginstanden

al




tien keer zo groot. Dus bijna 20
miljard. Om precies te zijn

18 534 946 560.

Te veel voor de Bomba

Om al die mogelijkheden door te
kunnen rekenen moest de Bomba
ingrijpend worden gewijzigd en
uitgebreid. Dat ging de krachten
van de Polen te boven. Toen ze
daarna ook nog eens ontdekten
dat de Duitsers de Enigma hadden
uitgebreid met een stekkerbord,
zonk de moed hun helemaal in de
schoenen.

Omdat bovendien een Duitse in-
val dreigde, werd besloten de En-
gelsen en de Fransen deelgenoot

te maken van de Poolse resulta-
ten. Zo belandden in augustus
1939 Poolse modellen van de
Enigma in Engeland en Frankrijk.
Net op tijd, want op 1 september
1939 vielen de Duitsers Polen bin-
nen. Enkele dagen later verklaar-
den Frankrijk en Engeland de oor-
log aan Duitsland.

Het stekkerbord

Het stekkerbord zit tussen het
doorvoerblok en de draden die
van de toetsen komen (figuur 1).
Zo kunnen desgewenst de verbin-
dingen tussen doorvoerblok en
toetsen worden verwisseld. Als ze
worden verwisseld, moet dat ech-
ter paarsgewijs (figuur 1). Anders

Naar lampen

|

| |

Naar rotors

Figuur 1. Stekkerbord. Hier zijn a en b verwisseld en d en s. Let op ¢ en z. Die
Zijn rechtstreeks (met zichzelf) doorverbonden!
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gaan vercijferen en ontcijferen
niet meer op dezelfde manier.
Maximaal kunnen er 13 paren
worden gevormd. Dit komt neer
op de 26 letters van het alfabet in
13 groepjes van twee letters op-
delen. Dus dat maximale aantal
paren kan op

28 X 23 X 21 X .. X BX 3X 1

manieren worden gevormd. Dat
zijn er om precies te zijn

7 905 853 580 728.

Bijna 8 biljoen (1 biljoen is 10'%;
een 1 met twaalf nullen er achter).
Op het eerste gezicht doet het
misschien wat gek aan, maar dit
aantal kan worden vergroot door
enkele letters met zichzelf door te
verbinden. Dus door minder pa-
ren te vormen. Het wordt op z'n
hoogst 26 maal zo groot, als er 4
letters met zichzelf worden door
verbonden en bijgevolg 11 paren
worden gevormd (zie kaderstukje
daarover).

Reden waarom de Duitsers dan
ook 4 letters met elkaar doorver-
bonden (Zie het artikel "'Werken
met de Enigma’ in het vorige num-
mer). In totaal kan het stekker-
bord dus op ruwweg (7,906 X
10'?) X 26 manieren worden in-
gesteld. Dat zijn iets meer dan 205
biljoen mogelijkheden.

Alles bij elkaar

Door uitbreiding met een stekker-
bord neemt het aantal mogelijke
beginstanden van de Enigma
drastisch toe. Met twee extra ro-
tors in omloop zijn het er bijna 20
miljard (1 miljard = 10°). Tenmin-
ste als je de bedrading van alle
rotors en het omkeerblok kent.

Nu met het stekkerbord er bij
worden het er nwweg

(20 X 109) X (200 X 10:2).

Dat is 4 X 10%, of wel 4 quadril-
joen. Een aantal mogelijkheden
dat absoluut niet meer in een re-
delijk tijdsbestek stuk voor stuk
kan worden doorgerekend. Zeker
niet omstreeks 1939 toen de ont-
wikkeling van snelle elektroni-
sche computers nog maar in de
kinderschoenen stond.

Het is dan ook niet verwonderlijk
dat de Polen na hun eerdere suc-
cessen, ten einde raad waren in
de zomer van 1939.

Bletchley Park

Dankzij het werk van de Polen
konden de Engelsen een soort
vliegende start maken. Ook al was
voor hen aanvankelijk de macht
van de grote aantallen eveneens
te immens.

Het Enigma-model dat de Engel-
sen van de Polen ontvingen, werd
overgebracht naar Bletchley Park.
Dit was een Victoriaans landhuis
in het plaatsje Bletchley, zo'n 50
mijl ten noorden van Londen. Daar
werd in sneltreinvaart de Britse
Government Code and Cypher
School (afgekort: GCCS) onderge-
bracht. In het diepste geheim
werd daar koortsachtig gewerkt
om het door de Duitse Enigma ge-
produceerde geheimschrift te
kunnen ontcijferen.

Alan Turing

Het lukte uiteindelijk de wiskundi-
ge Alan Turing om aan de macht
van de grote aantallen te ontsnap-
pen. Voortbordurend op de Pool-
se Bomba bedacht hij een soort
wiskundige oplossing die neer-
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Stekkerbord met doorverbindingen

Omdat de letters in het stekkerbord paarsgewijs moeten worden verwisseld,
moeten er ook steeds een even aantal letters met zichzelf worden doorverbon-

den. Dus 2, 4, 6, 8, ..., enzovoort.

Laten we eens uitgaan van 4 doorverbindingen. Dan moet eerst worden vastge-
steld op hoeveel manieren die vier doorverbindingen kunnen worden gekozen.

Dat zijn er '26 over 4’ ofwel

zs) _ 26X 25X24X23
4 4X3xX2X1

Bij elk van die mogelijkheden blijven er 26 - 4 = 22 letters over waarmee 11 pa-
ren kunnen worden gevormd. En dat gaat (zie het stukje 'Bedradingen’) op

21 X19 X 17T X..X58X3X1

manieren. In totaal zijn er dus voor het stekkerbord met 4 doorverbindingen

4

(26) X2l X19X..XEX3X1

(1)

mogelijkheden. Uitschrijven en het nodige wegdelen leert dat dit gelijk is aan

26 X (25 X23 X 21 X..XBX3X1).

(2)

Met k doorverbindingen (k even) gaat (1) over in

k

(26) X (26 —k — 1) X (26 —k — 3) X ... X 3 X 1.

Voor geen enkele waarde van k ongelijk aan 4 wordt dit groter dan (2). Geloof je
het niet, schrijf het dan voor elke k maar uit en reken het na. m]

kwam op het 'mechaniseren van
gokwerk’. Niet alles moest blinde-
lings worden doorgerekend, maar
eerst de meer waarschijnlijke mo-
gelijkheden.

Turing’s gokwerk bleek succes-
vol. En opnieuw konden door de
Duitse Enigma’s geproduceerde
geheime berichten worden ontcij-
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ferd. Zeer waarschijnlijk is dit van
beslissende betekenis geweest
op het verloop van de Tweede
Wereldoorlog.

De Colossus I

In de loop van de oorlog verfijn-
den sommige Duitse legereenhe-
den hun Enigma’s nog een paar
keer. Zo werden eens alle vijf be-




schikbare rotors vervangen, kwa-
men er machines waarin vier ro-
tors konden worden geplaatst, en-
zovoort.

Daar moest snel op worden inge-
speeld. Dat resulteerde in decem-
ber 1943 in de Colossus 1. Een
machine voorzien van een enorme
hoeveelheid radiobuizen. Daar-
mee konden veel sneller allerlei
berekeningen en logische bewer-
kingen worden uitgevoerd dan
met de elektro-magnetische relais
die voordien werden gebruikt.

De Colossus I kon alleen maar
worden gebruikt om het reken- en
gokwerk uit te voeren dat nodig
was om uit een vercijferd bericht
de juiste beginstand van de Enig-

)

De Colossus |

ma te achterhalen. Toch wordt de
Colossus I sinds de tweede helit
van de jaren zeventig algemeen
gezien als de eerste elektronische
computer. (Zie het artikel 'De eer-
ste elektronische computer’ in
Pythagoras 23-4). Want pas in de
jaren zeventig werd openbaar ge-
maakt wat er zich min of meer in
Bletchley Park tijdens de oorlogs-
jaren heeft afgespeeld.

De Franse inbreng

De Fransen brachten hun Enigma-
model onder bij een groep code-
brekers in Gretz. Deze groep
heeft een tijdje samengewerkt
met de GCCS in Bletchley Park.
Wat ze zelf aan resultaten heeft
behaald is onduidelijk. O

25




Pythagoras
Olympiade Q

Nieuwe opgaven

Oplossingen v66r 30 septéember insturen naar: Pythagoras Olympiade,
Marinus de Jongstraat 12, 4904 PL OOSTERHOUT (NB). Vermeld op elk
(éénzijdig beschreven) vel je naam, adres, geboortedatum, school,
schooltype en klas. Verder moet elke oplossing op een nieuw vel be-
ginnen, want we corrigeren ze afzonderlijk. We bekijken alleen goed
leesbare oplossingen die volledig zijn uitgewerkt, met verklarende
tekst in goed lopende zinnen. Verdere informatie over de wedstrijd
vind je in nummer 1 van deze jaargang op bladzijde 28.

PO 126 e

Bij een diner zitten er 100 gasten rond 7 N\
een tafel. Tussen elk tweetal staat een f \
klein boeket: rood als ze van hetzelfde p 8 \ a
geslacht zijn, en wit in het andere ge-
val.

Is het mogelijk dat er precies 10 witte
boeketten méér zijn dan rode? Moti-
veer je antwoord!

PO 127

Gegeven zijn drie punten A, B en C op
een cirkel met middelpunt M. De raak-
lilnen in A en B snijden elkaar in een
punt P, die in B en C snijden elkaar in
een punt Q. De lijnen MP en MQ snij-
den de lijn AC in resp. R en S.

Bewijs dat de vier punten P, Q,Ren §
op één cirkel liggen.

Oplossingen en prijswinnaars van de opgaven PO 117 en 119

PO 117

Driehoek ABC heeft de eigenschap :
dat de zwaartelijnen vanuit A en C el-
kaar loodrecht snijden. Wat is de
maximale oppervlakte van de drie-
hoek, als verder gegeven is dat D
AB=1?
O

We ontvingen 19 inzendingen bij deze
opgave, waarvan er 17 correct waren.
Verreweg de meeste oplossers werk- A J ’ B
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ten met codrdinaten of met functies.
Soms heel omslachtig, en soms ook
heel fraai en kort. We geven twee
mooie korte meetkundige oplos-
singen.

Oplossing van Timo Gerlach, 4 vwo,
Driebergen:

De zwaartelijnen van een driehoek
verdelen die driehoek in zes stukken
die allemaal dezelfde oppervlakte
hebben (figuur 1). Timo bewijst deze
bekende meetkundestelling netjes in
een paar regels, maar het is misschien
aardig om dat hier aan onze lezers
over te laten. Driehoek ABC heeft dus
maximale oppervlakte als driehoek
ASE maximale oppervlakte heeft. De
basis AE heeft een vaste lengte (na-
melijk 1/2), dus de oppervlakte is
maximaal als de hoogte maximaal is,
en omdat de tophoek S recht is, is dit
het geval als S precies midden boven
AE ligt, met andere woorden als AS =
SE. Dan is opp. ASE = 1/16, en opp.
ABC =6/16 = 3/8.

Arthur Bakker, 6 vwo, Bergen (NH)
maakt in zijn oplossing gebruik van
het feit dat de zwaartelijnen in een
driehoek elkaar verdelen in de ver-
houding 2:1. Daaruit leidt hij af dat de
hoogte van C boven de lijn AB drie
maal zo groot is als de hoogte van §
boven diezelfde lijn, en dat betekent
dat de oppervlakte van ABC zes maal
zo groot is als die van ASE. Verder
merkt hij op dat punt S ligt op de cir-
kel met middellijn AE, want hoek S is
recht. Hieruit volgt weer dat S midden
boven AE moet liggen wil driehoek
ASE maximale oppervlakte hebben, en
de rest van het bewijs gaat net als bij
Timo.

De twee prijzen gingen naar Timo
Gerlach en naar Paul van Kampen,
6 vwo, Terneuzen.

PO 119

Bewijs dat elke rij van 81 opvolgende
natuurlijke getallen twee getallen be-
vat waarvan het product een geheel
veelvoud is van 1989.

Bij deze opgave waren er 20 inzendin-
gen, maar allemaal op één na waren ze
fout! Vrijwel iedereen merkte op dat in
elke rij van 51 opvolgende natuurlijke
getallen precies één 51-voud, en min-
stens één 39-voud zit (het kunnen er
twee zijn, maar dat hoeft niet). De eer-
ste fout die velen maakten, was dat ze
zeiden: Neem het product van die
twee getallen. Dat is dan een veelvoud
van 51-39 = 1989.

Als die twee getallen verschillend zijn,
klopt het, maar als het 51-voud tevens
het (enige) 39-voud is, gaat de rede-
nering niet op. Een andere fout maak-
ten degenen die vervolgens zeiden
dat je in dat geval een willekeurig
tweede getal kunt kiezen, omdat een
getal dat een 51-voud én een 39-voud
is, ook een 1989-voud moet zijn. Om-
dat 51 en 39 een deler 3 gemeen heb-
ben, is dat niet altijd waar. Neem maar
663 = 17-39 = 13-51. In het algemeen
is elk veelvoud van a én van b een
veelvoud van het kleinste gemene
veelvoud van a en b! Een voorbeeld
van een rij waar de bovenstaande 'be-
wijzen’ misgaan, is de rij 640, 641, ....,
690.

Het bewijs is natuurlijk gemakkelijk te
repareren: Als de rij slechts één 39-

voud bevat, dat tevens een 51-voud is,
moet je als tweede getal een willekeu-
rig ander 3-voud nemen. Er zijn er ge-

noeg!
De enige die dit door had, was Bart

Windels uit Hoboken, Belgié. Hij krijgt
als enige dus een prijs. a
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Redactioneel

In dit nummer worden de artikelen over anamorfosen en die over de
Enigma afgerond. Met dit nummer loopt ook de 28e jaargang ten einde.
Helaas was er niet voldoende ruimte om aandacht aan de moderne
cryptografie te kunnen besteden, zoals in nummer 3 was aangekondigd.
Dat zal zeker in een van de eerste nummers van de volgende jaargang
gebeuren.

Volgend nummer

Met de voorplaat van dit nummer kijken we al een beetje vooruit naar

het eerste nummer van de volgende jaargang. Daarin zullen we in het

artikel "Vlinders’ laten zien hoe je met een simpel GW-Basic programma

prachtige vlinders kunt tekenen. De voorplaat toont een al fraaie variant.
O

Bekijk het even X

Bereken x. O
30 cm? 60 cm?

Tem 8cm

Uitgave onder toezicht van de Nederlandse Onderwijscommissie voor
Wiskunde.
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