i

2
X
\

\

LU

I

QW
\




Een mogelijke onmogelijke figuur

Figuur 1. Mogelijk of onmogelijk?

Als je al eens onmogelijke figuren van de Zweedse kunstenaar Oscar
Reutersvard hebt gezien, zul je zeker denken dat figuur 1 een van zijn
onmogelijke kubusbalken is. Toch zijn op deze manier zes echte ku-
bussen aan elkaar geplakt, zoals op de foto van figuur 2 is te zien. Tru-
cage is er niet aan te pas gekomen. Alle kubussen zitten aan elkaar
vast en er zijn geen verborgen gaten of openingen. Ten overvloede is
nog een foto genomen die dit voorwerpje van opzij laat zien (figuur 3).

Aan de slag karton een uitslag van een kubus
Probeer het zelf maar eens. Hetis  (figuur 4) en vouw de vierkanten
een eenvoudig knutselwerkje. naar binnen tot ze een kubus vor-

Maak eerst zes kubussen van dik men. De randen worden met
briefkaartkarton. Teken op het plakband aan elkaar geplakt.




Figuur 2

In figuur 5 is weergegeven hoe
de eerste drie kubussen aan el-
kaar worden geplakt. Eerst ku-
bus I op kubus II. Smeer daartoe
1/4 van de bovenkant van kubus
II met lijm in en plaats kubus I er
op de aangegeven manier boven
op. Smeer dan kubus III en kubus
I op de met stippeltjes aangege-
ven plaatsen in en plak kubus III
aan I en II. Je zult zien dat ze keu-
rig passen.

Hoe je de resterende kubussen

Figuur 4. Uitslag van een kubus.
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Figuur 3. Van opzij bekeken.

er aan plakt wijst zich nu van zelf.

Verrassend

Nu kun je je nogmaals afvragen:
Is figuur 1 een onmogelijke fi-
guur{ Het lijkt paradoxaal, maar
figuur 1 is werkelijk een onmoge-
lijke figuur. Als je er naar Kkijkt,
maak je er namelijk een andere
(een onmogelijke) voorstelling
van dan het model dat je met be-
hulp van papieren kubusjes hebt
gefabriceerd. O

Figuur 5




Echt vierkant!

Figuur 1. De stukken van de rechthoek. Figuur 2. Zo vorm je het vierkant.

In ’Van rechthoek naar vierkant’ (Pythagoras 29-3) werd beschreven
hoe een rechthoek in drie stukken kan worden geknipt (figuur 1)
waarmee een vierkant kan worden gevormd (figuur 2). De lijnen
waarlangs moet worden geknipt, werden bepaald met een construc-
tie. Het bewijs voor de juistheid van die constructie werd echter nog
niet gegeven. Dat volgt hier.

Aanzet langs ARS en BR worden geknipt.
Het resultaat van de constructie

was figuur 3. Daarin is ABCD de Vergelijk maar met de figuren 1
gegeven rechthoek en moet en 2.

b
A N 0 & e
“ " >3 b —

Figuur 3. Het resultaat van de constructie.




We stellen vast dat lijnstuk BR
loodrecht staat op lijnstuk ARS.
Immers het punt R ligt op de cir-
kel met middellijn AB. Dus hoek
ARB is een omtrekshoek van die
cirkel. Hoek ARB staat op een
boog die weliswaar niet is ge-
trokken in figuur 3, maar die ge-
lijk is aan 180°. Dus hoek ARB is
90°, aangezien een omtrekshoek
gelijk is aan de helft van de boog
waarop hij staat. Het bewijs van
deze laatste eigenschap is te vin-
den in elk wat ouder meetkunde-
boek of in het stukje 'Verder de
oude doos in’ (Pythagoras 27-2).

Schuiven

Uit de figuren 1 en 2 volgt hoe
het vierkant moet worden ge-
vormd. Dit is ook uitgevoerd in fi-
guur 3. Dus driehoek ADS levert
na verschuiving driehoek BCP, en

driehoek ABR levert driehoek
SPQ (figuur 4). Nu moet worden
bewezen dat vierhoek BPQR een
vierkant is.

Direct is in te zien dat vierhoek
BPQR twee rechte hoeken heeft,
namelijk hoek SRB en hoek SQP.
Dit volgt uit het feit dat de lijn-
stukken BR en ARS loodrecht op
elkaar staan, en voor hoek SQP
bovendien nog dat die hoek ge-
lijk is aan hoek ARB vanwege het
schuiven.

Rechthoek

In figuur 4 zijn gelijke hoeken
voorzien van gelijke tekentjes
(boogjes en stippen). De juist-
heid daarvan is gemakkelijk te
controleren.

In driehoek ABR is de hoek bij R
recht. Dus hoek A, en hoek B, zijn
samen 90°. Anders gezegd, een

Figuur 4
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hoek met een stip en een hoek
met een boogje zijn samen 90°.
Dit betekent dat zowel hoek QPB
als hoek PBR gelijk is aan 90°. En
daarmee is vierhoek BPQR in ie-
der geval een rechthoek.

Gelijke oppervlakten

Nu de laatste stap in het bewijs.
BM= r is de middelevenredige
van AB=a en BE=BC=b. Daarom
geldt

r*r = ab @))

Punt R wordt gevonden door BM
van uit B om te cirkelen. Kortom
BR= BM=r en dus ook QP=r.

De oppervlakte van de oorspron-
kelijke rechthoek ABCD is gelijk
aan die van BPQR. De oppervlak-
te van ABCD is ab. Die van BPQR
is dan ook gelijk aan ab. Er is
aangetoond dat BPOQR een recht-
hoek is. Zijn oppervlakte is dus
ook te vinden door BR=r met BP

of met RQ te vermenigvuldigen.
Dit betekent

r-BP = ab (2)
r-RQ = ab. 3)

Uit (1) en (2) volgt BP=r, en uit
(1) en (3) RQ=r.
Conclusie: BPQR is een vierkant.

Gelijkvormigheid

De laatste stap in het bewijs kan
ook op een andere manier. De
driehoeken ADS en BRA zijn ge-
lijkvormig (gelijke hoeken). Daar
uit volgt de evenredigheid

b:AS=r:a.
Dit is ook te schrijven als

AS:r = ab. (4)
Uit (1) en (4) volgt dan AS=r.

Maar dan is ook BP=r, omdat de
driehoeken ADS en BCP con-

Figuur 5. De constructie gaat niet op.




gruent zijn vanwege het schui-
ven.

Grensgeval

De constructie gaat niet op als R
buiten de oorspronkelijke recht-
hoek ABCD komt. Dat gebeurt als
de ene zijde van ABCD (hier b)
veel kleiner is dan de andere (fi-
guur 5).

De constructie zal nog net op-
gaan als R op CD terecht komt (fi-
guur 6). Je kunt dan zeggen dat R
en S samenvallen.

Nog steeds is hoek ARB gelijk
aan 90° en is BR=r. Bovendien
geldt nu AR=r, dus zal R op het
midden van DC liggen. Ofwel
DR=RC=ia.

De stelling van Pythagoras toe-
passen in bij voorbeeld driehoek
BRC leidt tot

r’=p?+ a4 (8)
Aangezien r de middelevenredi-
geisvanaenhb, is (5) met r’=ab
te schrijven als

b? + } a® = ab.

Dit is ook te schrijven als

b*-ab + ta*=

Ontbinden in factoren leidt tot

D za R 3a C
—

b r . b

A a B

Figuur 6. Het grensgeval.
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(b-1a)=0.

En dat levert voor het grensgeval
= }a. De constructie zal niet
opgaanals b < 1 aofa > 2b.

Te smalle strook

Heb je te maken met een te smal-
le rechthoekige strook, dus

a >2b, dan is via een omwegge-
tje de constructie nog wel uit te
voeren. Alleen krijg je dan meer
dan drie stukken waarmee een
vierkant is te vormen. En dat was
eigenlijk niet de bedoeling.

Knip eerst zo’n te smalle strook
evenwijdig aan de kortste zijden
in twee gelijke stukken, en leg
die boven elkaar (figuur 7). Dit
levert een rechthoek die moge-
lijk voldoet aan a < 2b, zodat de
constructie kan worden toege-
past. Zo niet, knip dan de oor-
spronkelijke smalle strook op de-
zelfde manier in drie gelijke
stukken (of zo veel als maar no-
dig is), en leg die eerst boven el-
kaar. O

—_—_——— = —— —

Figuur 7. Knip de te smalle strook mid-
dendoor en leg de stukken boven el-
kaar.




Pi-benaderingen

Het artikel 'Pi in acht decimalen nauwkeurig’ (Pythagoras 29-1) blijkt flink wat
mensen aan het puzzelen gekregen te hebben. Hieronder enkele resultaten.

Kwaliteit boven 600 000

Het absolute record voor wat betreft
de hoogte van het kwaliteitsgetal
werd gevestigd door Bernard Thieme
uit Delft. Hij schrijft er overigens bij
dat hij z'n oplossing niet echt fraai
vindt.

Uit een oude Pythagoras wist hij zich
te herinneren dat er tussen de 761le
en 768e decimaal van n zes negens
achter elkaar voorkomen:
3,1415...13499999983729780...

De uit 762 cijfers bestaande decimale
breuk

3,1415...135

geeft dus een uitstekende benade-
ring. Met een kwaliteitsgetal van
maar liefst 614620.

Kwaliteit oneindig
Zoals onder meer Bert Boonstra (Am-
stelveen) opmerkte, behoeven de
spelregels enige verscherping. Want
exact goede omschrijvingen van n
zoals

2 ARCSIN(1)
en

4 ARCTAN(1)
en zelfs

4(ARCTAN() + ARCTAN (1)
willen we uitsluiten. (ARCSIN en ARC-
TAN zijn hier functies met radiaal-
waarden.

Kwaliteit boven de 10
De volgende n-benaderingen zijn wél
van het bedoelde soort:

T X kwaliteit ~
In /535,5 13
/9,87 16
7,885/9 22

AV V86 31
71/22,6 31
J+/(167],/62) 195

De laatste van dit rijtje is verreweg
de fraaiste. De vondst is gedaan door
Peter Romeyn uit Barneveld. Hij ge-
bruikte hiervoor alléén z'n reken-
doosje, en niet zoals sommige ande-
ren de microcomputer.

Maar misschien moet de conclusie
van al dit gezoek naar een handig

ezelsbruggetje voor de decimalen
van n toch wel zijn, dat je maar het
beste kunt proberen te onthouden:

drie komma één vier
één vijf negen twee

zes vijf drie vijf

acht negen zeven negen
drie twee drie . ..

De kortste weglengte

Drie dorpen A, Ben C wil men door een wegennet met elkaar verbinden. Maar
in verband met materiaalkosten z6 dat de totale weglengte zo klein mogelijk is.
Hoe ziet het wegennet met de kleinst mogelijke lengte er uit?

Dit lijkt een eenvoudig probleem en de oplossing is ook eenvoudig, maar je
moet er wel even op komen. Het antwoord weet je na lezing van het artikel

’Punt van Fermat’ in het volgende nummer.

[
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Probleem van Fagnano

Zoek in een scherphoekige driehoek ABC de ingeschreven driehoek
UVW met de kleinst mogelijke omtrek.

Dit op het oog lang niet eenvoudige en zelfs wat beruchte probleem
werd in 1775 opgeworpen door ].F. Toschi Fagnano. Hij loste het op
met behulp van differentiaal-rekening. Een andere, wat eenvoudigere
oplossing werd gegeven door Hermann Amandus Schwarz (1843-
1921).De hier volgende oplossing is van Leopold Fejér (1880-1959).
Daarbij wordt slechts een beroep gedaan op de meest elementaire

meetkunde kennis.

Ingeschreven driehoek

Een ingeschreven driehoek van
een driehoek ABC is een drie-
hoek PQR waarvan de hoekpun-
ten P, Q en R op verschillende zij-
den van driehoek ABC liggen (fi-

guur 1).

Merk meteen op dat de inge-
schreven driehoek met de grootst
mogelijke omtrek driehoek ABC
zelf is.

Spiegelen

‘Ga uit van een willekeurige inge-
schreven driehoek UVW, met U

&

B P

Figuur 1. Een ingeschreven driehoek PQR

van driehoek ABC.
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op BC, Vop CA en W op AB (fi-
guur 2). Spiegel U in AC. Het
spiegelbeeld van U wordt U, en

Uv = U,V. (1)

Spiegel U ook in AB. Het spiegel-
beeld van Uis dan U, en

Uw = U,W. (2)

De omtrek van driehoek UVW is
nu niet alleen te schrijven als

uv + VW + WU,

maar met de gelijkheden (1) en
(2) ook als

UV + VW + WU,.

Deze tweede uitdrukking is de
lengte van een gebroken lijnstuk
van U, naar U,. Deze lengte is mi-
nimaal als dat lijnstuk niet gebro-
ken is, maar recht. Van alle inge-
schreven driehoeken UVW met
een gegeven hoekpunt U op BC
heeft de driehoek met Ven W op
de rechte U,U, dus de kleinste
omtrek. De vraag is nu dat punt U
te vinden waarbij het lijnstuk U, U,
zo klein mogelijk is.




Figuur 2. De omtrek van driehoek UVW Js gelijk aan U,W + WV + VU,.

Gelijkbenige driehoek Trek U,U,, en noem de snijpunten
Een ingeschreven driehoek UVW  met AC en AB achtereenvolgens
met V en W op de rechte door U, VenW.

en U, is gemakkelijk te construe- Trek AU, AU, en AU, (figuur 4).
ren. Kies U op BC. U spiegelen in Lijnstuk AU, is het spiegelbeeld
AC en AB levert U, en U, (figuur van lijnstuk AU bij spiegeling in
3). AC. Dus AU=AU, en de hoeken

U1
U2

B u C B U C

Figuur 3. Twee ingeschreven driehoeken met W en V op de rechte door de spiegel-
beelden U, en U,.




Figuur 4. Driehoek U,AU, is gelijkbenig.
De tophoek van driehoek U,AU, hangt
niet af van de keuze van punt U op BC.

bij A aangegeven met een stip,
zijn gelijk.

Lijnstuk AU, is het spiegelbeeld
van lijnstuk AU bij spiegeling in
AB. Dus AU= AU, en de hoeken
bij A aangegeven met een boog-
je, zijn gelijk.

Omdat nu AU, gelijk is aan AU,, is
driehoek U, AU, gelijkbenig. Bo-
vendien is de tophoek van die
driehoek tweemaal zo groot als
hoek BAC, een hoek van de ge-
geven driehoek ABC. Dit is onaf-
hankelijk van de keuze van U op
BC. Hoe U ook wordt gekozen,
steeds zal driehoek U AU, gelijk-
benig zijn met een tophoek die
tweemaal zo groot is als hoek
BAC.

Zo klein mogelijke basis

Het lijnstuk U, U, is de basis van
een gelijkbenige driehoek met
een vaste tophoek. Die basis zal
zo klein mogelijk zijn als de gelij-
ke benen (te weten AU, en AU,)
zo klein mogelijk zijn.

Aangezien AU, en U,A beiden ge-
lijk zijn aan AU, zal de basis van
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Figuur 5. De voetpunten U, V en W van d
hoogtelijnen vormen de ingeschreven

driehoek met de kleinst mogelijke omtrek.

driehoek U,AU, zo klein mogelijk
zijn als AU zo klein mogelijk is.
Lijnstuk AU is zo klein mogelijk,
als AU loodrecht staat op BC. An-
ders gezegd, AU moet de hoogte-
lijn zijn van uit A op BC.

Orthocentrische driehoek

In plaats van met U op BC had
ook begonnen kunnen worden
met V op AC. Dan was gevonden
dat BV een hoogtelijn moet zijn
van uit B op AC.

Voor hetzelfde geld had ook be-
gonnen kunnen worden met W
op AB. In dat geval was gevon-
den dat WC een hoogtelijn moet
zijn op AB.

Kortom, in een scherphoekige
driehoek ABC vormen de voet-
punten van de hoogtelijnen de
hoekpunten van de ingeschreven
driehoek met zo klein mogelijke
omtrek (figuur §). Deze driehoek
is een bijzonder soort voetpunts-
driehoek (zie kaderstukje) en
wordt wel de orthocentrische
driehoek van driehoek ABC ge-
noemd. L]




Voetpuntsdriehoek

Een voetpuntsdriehoek in een driehoek ABC is een driehoek met als hoekpun-
ten de voetpunten U, V en W van de loodlijnen uit een willekeurig punt P op de

zijden van driehoek ABC (figuur 1).

De keuze van P is vrij. Daarom zijn in
een driehoek ABC vele voetpunts-
driehoeken mogelijk. Een bijzondere
is de orthocentrische driehoek. Dat is
de voetpuntsdriehoek waarvan de
hoekpunten de voetpunten zijn van
de hoogtelijnen. Deze snijden elkaar
in één punt, het hoogtepunt, meestal
aangegeven met H.

Het punt P dat nodig is voor een voet-
puntsdriehoek, is bij de orthocentri-
sche driehoek dus het hoogtepunt (fi-
guur 2 A en B).

A

B u C

Figuur 1. Voetpuntsdriehoek in drie-
hoek ABC ten opzichte van P.

Zoals we zagen in het artikel, is de
orthocentrische driehoek in een
scherphoekige driehoek ABC de inge-
schreven driehoek met de kleinst mo-
gelijke omtrek. Bovendien zijn in een
scherphoekige driehoek de hoogtelij-
nen de bissectrices van de orthocen-
trische driehoek (figuur 2A). Een be-
wijs voor deze stelling laten we hier
achterwege.

In een stomphoekige driehoek ABC
gaat genoemde bissectrice-stelling
niet op. Voor de situatie in figuur 2B
zijn de hoogtelijn AU en de zijden AB
en AC de bissectrices van de ortho-
centrische driehoek.

In een stomphoekige driehoek is de
orthocentrische driehoek geen inge-
schreven driehoek (figuur 2B). Als er
daar al sprake zou kunnen zijn van
een ingeschreven driehoek met de
kleinst mogelijke omtrek, dan is dat
dus zeker niet de orthocentrische

driehoek. ]

C B

U C

Figuur 2. Orthocentrische driehoek in een scherphoekige driehoek ABC (A) en in

een stomphoekige driehoek ABC (B).
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De stelling van Petr

Op het artikel 'Het reguleren van veelhoeken’ in het eerste nummer
van deze jaargang ontvingen we reacties van de heer Kraeima uit
Zwolle, Gustav Strijkers uit Grevenbicht en Frank Vernaillen uit Erpe-
Mere (Belgié).

Gustav Strijkers stuurde een plottertekening van de voorplaat van
nummer 1. De heer Kraeima stuurde twee plottertekeningen (figuur 2
en figuur 3). Frank Vernaillen ten slotte zond ons een schijfje, pro-
gramma-listings plus beschrijvingen en enkele plottertekeningen
(waar onder figuur 1).

Vierhoek reguleren CDc en DAd met een tophoek van
Figuur 1 geeft het reguleren van 1 x 360° = 90°. De toppen van
een vierhoek ABCD weer. Op de deze driehoeken vormen een
zijden komen naar buiten toe ge- vierhoek abcd. Op de zijden ab,

lijkbenige driehoeken ABa, BCb, bc, cd en da van deze vierhoek
12




komen weer gelijkbenige drie-
hoeken, maar nu met een top-
hoek van 3 x 360° = 180°. Kort-
om, de middens van de zijden
ab, bc, cd en da zijn de toppen
van deze gelijkbenige driehoe-
ken. Die middens vormen een
vierkant.

In figuur 2 wordt volgens hetzelf-
de procédé eveneens een vier-
hoek gereguleerd. Begonnen
wordt met vierhoek ABCD die
wordt doorlopen in de richting
van de pijlen. Dus in de volgorde
A—->B-C-D.

Op de zijden AB, BC, CD en DA
komen weer gelijkbenige recht-
hoekige driehoeken ABa, BCb,
CDc en DAd. Steeds naar buiten
toe, dat wil zeggen aan de rech-
terkant als je vierhoek ABCD in
de aangegeven volgorde door-

/ -
]~

Figuur 3.

loopt. De driehoeken zelf zijn niet
getekend, alleen de toppen a, b,
¢ en d. Deze toppen worden ver-
bonden en zo ontstaat vierhoek
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abcd. Daar van de middens van
de zijden nemen en je krijgt het
dik zwart getekende vierkant.

Vijfhoek reguleren

In figuur 3 wordt de vijfhoek met
de pijlen gereguleerd, zoals in
het artikel 'Het reguleren van
veelhoeken’ is beschreven. De
gevolgde methode is hetzelfde
als in figuur 2. Ga zelf maar na.

Programma

Frank Vernaillen maakte een
mooi programma in Pascal waar-
in je zelf het aantal hoekpunten
en de coérdinaten van de hoek-
punten kunt opgeven. Daarna
wordt die veelhoek stap voor
stap gereguleerd door telkens
een toets in te drukken. Hij
maakte ook een GW-BASIC ver-

sie van zijn programma. Beide
programma’s zijn echter te lang
om hier af te drukken. Belang-
stellenden kunnen naar de redac-
tie schrijven, dan sturen we je
brief door naar Frank.

In plaats daarvan geven we hier
een kort GW-BASIC-programma
dat in deze vorm wuleen vijfhoe-
ken reguleert (regel 50: M = §).
De hoekpunten van de vijfhoek
waarmee je begint staan in regel
90. Wil je andere hoekpunten,
dan moet je die data veranderen.
Wil je het aantal hoekpunten wij-
zigen, dan moet je zowel regel 50
als regel 90 aanpassen. Het is
verder een leuke opgave om na
te gaan wat het programma pre-
cies doet, en waarom dat werkt,
met name in de regels 140 en
150! [

Programma voor het reguleren van een vijfhoek

10 REM ***STELLING VAN PETR***

20 REM ***NAAM:PETR***

30 SCREEN 3 : CLS

40 WINDOW (-16,-12)-(16,12)
50 M=5 :
60 PI=4*ATN(1)
70 FOR I=1 TO M~-1 :

: F=PI/M

F(I)=I*F :

DIM X(M),Y(M),U(M),V(M),F(M),CT(M)

CT(I)=1/TAN(F(I)) NEXT I

80 REM ***KEUZE BEGINVEELHOEK***
90 DATA 5,4,-4,3,-1,-4,3,-5,3,2

100 FOR I=0 TO M-1 :
110 GOSUB 220
120 FOR L=1 TO M-1
130 FOR K=0 TO M-1

READ X(I),Y(I)
: AS=INPUTS (1)

: NEXT I

140 U(K)=(X(K)+X(K+1)-CT (L) *(Y(K)-Y(K+1)))/2
150 V(K)=(Y(K)+Y([K+1)+CT(L) *(X(K)-X(K+1)))/2

160 NEXT K

170 FOR I=0 TO M-1

180 X(I)=U(I) : Y(I)=V(I)
190 X(M)=X(0) : Y(M)=Y(O)

200 GOSUB 220
210 NEXT L : END

220 X(M)=X(0) : Y(M)=Y(0)
230 PSET (X(0),Y(0))
240 LINE - (X(J),Y(J))
250 END

14

: AS$=INPUTS (1)

NEXT I

FOR J=1 TO M
: NEXT J :

RETURN




Wybertjes in een zeshoek

Een bewijs

Kijk naar figuur 1. Die toont een regelmatige zeshoek die gevuld is
met wybertjes. Ze zijn er in drie standen, en elke stand heeft een an-
dere kleur. Van elke kleur zijn er evenveel; dat kun je natellen, maar
je kunt het ook zien als je figuur 1 'ruimtelijk’ interpreteert als een

Figuur 1
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plaatje van gestapelde kubusjes. Kijk je in gedachten vanuit één rich-
ting tegen de kubusjes aan, dan zie je precies n? vierkantjes, en dat
zijn juist alle wybertjes van één kleur. In het eerste nummer van deze
jaargang hebben we het daar uitvoerig over gehad.

Twijfel

Toch bleef er enige twijfel kna-
gen; niet over de geldigheid van
die redenering in dit getekende
geval,;maar over de algemene
geldigheid. Kun je elke zeshoeks-
vulling op zo’n manier ruimtelijk
interpreteren? En zie je dan ook
altijd dat er van elke kleur even-
veel wybertjes zijn? Kunnen er
geen 'onmogelijke figuren’ op-
treden?

Daarom vroegen we ons toen af
of de conclusie dat er bij elke
zeshoeksvulling evenveel wyber-
tjes van elke soort zijn, wel ge-
rechtvaardigd is. We maken nu
aan alle twijfels een einde door
een waterdicht bewijs te geven.

Bewijs

Neem een willekeurige regelma-
tige zeshoek in gedachten, en
neem aan dat die op de een of
andere manier verdeeld is in wy-
bertjes. De lengte van de zijde
van een wybertje nemen we als
eenheid van lengte. Stel dat de
regelmatige zeshoek dan zijden
heeft van lengte n.

We denken ons verder voor het
gemak maar weer in dat de wy-
bertjes gekleurd zijn in drie kleu-
ren, zeg wit, grijs en zwart (of
donkergrijs), al naar gelang de
stand die ze in de zeshoek inne-
men.

Wat we willen bewijzen is dat er
precies n? wybertjes zijn van elke
kleur. We zullen dat doen zonder
ons te beroepen op enige vorm
van ruimtelijk inzicht. Zelfs een
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'platlander’ moet ons bewijs kun-
nen volgen.

Om gemakkelijker te kunnen
praten, nemen we aan dat de zes-
hoek op z'n punt staat, zoals in fi-
guur 1. We kijken eerst naar de
wybertjes die vertikale zijden
hebben. Dat zijn precies de witte
en de grijze.

We verdelen de zeshoek vervol-
gens in vertikale stroken; in fi-
guur 2 is aangegeven hoe. Er zijn




Figuur 2
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Figuur 3.

2n van die stroken; witte en grij-
ze wybertjes liggen altijd precies
binnen een strook, en zwarte wy-
bertjes bedekken altijd een ge-
deelte van twee aangrenzende
stroken.

Kettingen

Elk wit of grijs wybertje dat niet
tegen de linker- of rechter zijkant
van de zeshoek aan ligt, heeft
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precies één linker- en één rech-
terbuurman. Dat zijn de wyber-
tjes die er langs de vertikale zij-
kanten tegenaan liggen. Het zijn
altijd weer witte of grijze wyber-
tjes.

Je kunt dus wit-grijze kettingen
maken van buur-wybertjes die
langs vertikale zijden aan elkaar
vast zitten. Elke ketting begint
aan de vertikale linkerzijkant van




de zeshoek, en eindigt aan de
vertikale rechterzijkant. Elk wit of
grijs wybertje zit in één ketting,
en elke ketting bestaat ook al-
leen maar uit witte of grijze wy-
bertjes. In figuur 3 hebben we de
kettingen zichtbaar gemaakt door
alle vertikale scheidingswanden
weg te halen.

De lengte van een ketting is altijd
2n, want elke ketting heeft met
elke vertikale strook precies één
wybertje gemeen. En omdat elk
wybertje slechts in één ketting
tegelijk kan zitten, kunnen kettin-
gen elkaar niet snijden.

De n kettingen die links aan de
rand van de zeshoek beginnen,
eindigen, netjes onder elkaar, al-
lemaal weer aan de rechterrand.
Onderweg zijn ze misschien hier
en daar uit elkaar gegaan om
‘'zwarte eilanden’ te omsluiten,
maar rechts eindigen ze weer
netjes op volgorde onder elkaar.
Het aantal wybertjes in de kettin-
gen is dus in totaal n-2n = 2n? en
aangezien het precies de zwarte
wybertjes zijn die niet in deze
kettingen zitten, zijn er in totaal
N - 2n? zwarte wybertjes, waarbij
N het totale aantal wybertjes in
de zeshoek is.

Dezelfde redenering geeft, toe-
gepast op wit-zwarte of grijs-
zwarte kettingen, even zo veel
grijze en witte wybertjes. Van al-
le kleuren zijn er dus evenveel.
Hoeveel? Tel alle wybertjes maar
bij elkaar. Dan moet je weer N
krijgen. Dus

(N-2n?) + (N-2n?) + (N-2n?) = N.

Hieruit volgt dat N = 3n?. Dat be-
tekent dat er van elke soort n?
wybertjes zijn.

Hiermee is het bewijs voltooid.

LLLLLS

Figuur 4

De onmogelijke vulling

We hadden ook nog de opgave
gesteld om te bewijzen dat de
zeshoek van figuur 4 met zijden
van lengte 8 niet volledig met
wybertjes kan worden opgevuld.
Dat zie je als volgt.

De 9 getekende wybertjes moe-
ten allemaal in verschillende wit-
grijze kettingen zitten. Maar er
zijn maar acht kettingen, want de
zijden van de zeshoek hebben
lengte 8. Dat kan dus niet.

Ten slotte nog twee vragen: kun
je nu zelf bewijzen dat er in elke
wit-grijze ketting evenveel witte
als grijze wybertjes zitten? En
hoe zit het eigenlijk met het
'ruimtelijke’ bewijs? Zou je dat
waterdicht kunnen maken door
bij elke zeshoeksvulling ook een
ruimtelijk kubusbouwwerk, bij
voorbeeld in een geschikt codr-
dinatenstelsel, te construeren?
Zou je een computer zo kunnen
programmeren dat hij daarvoor
een coodrdinatenbeschrijving le-
vert? Denk er maar eens over na!

O
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Inversie

Wiskundigen maken soms vreemde grapjes die voor ’buitenstaan-
ders’ dikwijls volkomen onbegrijpelijk zijn. Een aardig voorbeeld is
de manier waarop een wiskundige een tijger in een kooi weet te krij-
gen. Hij neemt een cirkelvormige kooi en gaat er zelf in zitten. De tij-
ger bevindt zich ergens buiten de kooi. Daarna past de wiskundige in-
versie (een meetkundige transformatie) toe die tot gevolg heeft dat
binnen- en buitengebied van de cirkelvormige kooi worden verwis-
seld. Na de transformatie zit de tijger dus in de kooi, terwijl de wis-
kundige in de vrije wereld staat.
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Figuur 1. Inversie ten opzichte van het
centrum C met macht R?

Wat is inversie?

Wat inversie precies is laat zich
het beste uitleggen aan de hand
van figuur 1. Inversie wordt be-
paald door een centrum C en
door een cirkel met C als middel-
punt, of liever door het kwadraat
van de straal R van deze cirkel.
Dit kwadraat van R wordt de
macht van de inversie genoemd.
Men heeft het soms wel over cir-
kel-inversie, wanneer het wense-
lijk is onderscheid te maken met
andere betekenissen van het be-
grip inversie.

Inversie ten opzichte van een
punt C houdt nu in dat een wille-
keurig punt P overgaat in een
punt P’ op de lijn CP, zodanig dat

CP-CP = R

We zeggen dan dat P’ het inverse
punt is van P.

Wanneer lijnstuk CP gelijk is aan
R, dan is ook CP’ gelijk aan R.
Hieruit volgt dan dat P’ samenvalt
met P. Anders gezegd, alle pun-
ten van de cirkel om C met straal
R blijven bij inversie op hun
plaats.

Is CP< R, dan is CP’ > R. Punten
binnen de cirkel komen na inver-
sie dus buiten de cirkel terecht,
en omgekeerd.

Tweemaal inversie

Inversie is een speciaal geval van
een meetkundige transformatie,
een voorschrift dat uit een gege-
ven punt P, het origineel, een
nieuw punt afleidt, het beeldpunt.
Punt P’ is dus het beeldpunt van
P. Uit de definitie van inversie
volgt onmiddellijk dat wanneer
we P’ op zijn beurt als origineel
opvatten, P’ het beeldpunt P
heeft. Anders gezegd, als we de
inversie twee maal na elkaar uit-
voeren, staat alles weer op zijn
oorspronkelijke plaats. Deze ei-
genschap vind je bij voorbeeld
ook bij het spiegelen om een lijn
(lijnspiegeling). Je zou dus kun-
nen zeggen dat (cirkel-)inversie
een meetkundige spiegeling is
ten opzichte van een cirkel.

Uitzondering

Met uitzondering van het centrum
C kan elk punt van het platte vlak
worden geinverteerd. Punten P
die heel dicht bij C liggen, ko-
men na inversie ver weg in het
vlak terecht. Laten we P steeds
dichter naar C naderen, dan ko-
men we tot het inzicht dat de in-
verse van C kan worden opgevat
als de oneindig verre 'begren-
zing’ van het vlak.

Het omgekeerde is ook waar. De
inverse van een oneindig ver
punt is altijd C, ongeacht in wel-
ke richting het oneindige verre
punt zich bevindt.

Met coordinaten
De inversie bezit een paar heel
fraaie eigenschappen. We zou-
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den ze meteen al kunnen geven,
maar het is leuker ze zelf met be-
hulp van de computer te ontdek-
ken. Daartoe gaan we eerst de
inversie beschrijven met behulp
van codrdinaten. We kiezen het
centrum C als de oorsprong (0,0)
en geven P respectievelijk P’ de
coodrdinaten (x,y) en (x’,y’). Als
de codrdinaten van P zijn gege-
ven, kunnen die van P’ worden
berekend volgens

x' = xR|(x* + y°)
y = yR[(x* + y%)

Een afleiding hiervan is te vinden
in het kaderstukje 'Transformatie-
formules’.

INVERSI

We zijn nu gereed voor het eer-
ste computer-experiment. We la-
ten P een stukje van een rechte
lijn doorlopen en kijken hoe de
baan van het beeldpunt P’ er uit
komt te zien. Dit gaat met het
programma INVERSI. Dit is even-
als de nog volgende program-
ma’s geschreven in GW-Basic en
aan het einde van dit artikel op-
genomen.

Het programma INVERSI laat P in
100 stappen een verticaal lijnstuk
doorlopen. Elke positie van P
wordt onderworpen aan een in-
versie ten opzichte van de een-
heidscirkel (cirkel met straal 1).
(Opmerking: de keuze van R=1
is slechts een kwestie van scha-
ling.)

Wie het programma uitvoert ziet
dat P keurig stapje voor stapje
een lijnstuk afloopt, terwijl P’ een
cirkelvormige baan doorloopt (fi-
guur 2). Dit doet vermoeden dat
de inverse figuur van een rechte
lijn een cirkel wordt.
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In het gegeven geval snijdt de
rechte lijn de cirkel van inversie
in twee punten. De beeldcirkel
gaat door dezelfde twee snijpun-
ten. Dat is eenvoudig te verkla-
ren. Immers alle punten op de in-
versie-cirkel, punten waarvoor
geldt CP=R, blijven bij inversie
op hun plaats.

Wat verder opvalt, is dat de
beeldcirkel door het centrum C
lijkt te gaan. Ook dat is eenvou-

Figuur 2. De inverse van een rechte lijn
is een cirkel.




dig te verklaren. Als het te inver-  bevatten. En het beeld van die
teren lijnstuk wordt verlengd, zal oneindig verre punten is het cen-
het twee oneindige verre punten trum C, zoals we al zagen.

Transformatie formules

Kies een assenstelsel en laat het centrum C van de inversie samenvallen met
de oorsprong (0,0). Trek een cirkel met straal R en middelpunt C, dat wil zeg-
gen de oorsprong (0,0) (figuur 1). Stel dat P(x,y) door inversie met macht R? ten
opzichte van C(0,0) overgaat in P’(x’,y’). Zijn de codrdinaten van P bekend, dan
moeten die van P’ daarmee berekend kunnen worden. Anders gezegd, de
codrdinaten van P moeten worden uitgedrukt in die van P.

Allereerst geldt

CP=./(x+y)enCP = ./ (x* + y'? (1)
Voor de macht R? van de inversie geldt

CP-CP =FRof./(x + y) -/ (x? + y?) = R @)
Voor de cosinus van hoek o geldt nu i P'(x'y")

X x 1
Cos ot = —— = ——
CP cP
Hieruit volgt X x! -—»X-as
R
S PO - |
CP CP CP Figuur 1

Wegens (2) en daarna (1) kan dit worden geschreven als

L x B x K*
x = =

CP CP x*+

“naande van de sinus van hoek o wordt op vergelijkbare manier de uitdruk-
.. Jvoor y’ gevonden.
Omdat in de INVERS-programma’s is gekozen voor R=1, worden de uitdruk-
kingen voor x’ en y’ vereenvoudigd tot

e e
X+ X+ p

In INVERS1, INVERS2 en INVERS4 is dit terug te vinden in regel 80 en in IN-
VERSS in regel 100. O
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Al met al zijn er dus genoeg aan-
wijzingen om te veronderstellen
dat de inverse van een rechte lijn
een cirkel is door het inversie-
centrum C. Netjes bewezen is het
echter nog niet. Dat wordt ge-
daan in het stukje 'Van rechte
naar cirkel’.

Rechte en cirkel

Het is je misschien opgevallen
dat we in het voorgaande en bij
het bewijs een rechte namen die
niet door het inversie-centrum
gaat. Dat was niet voor niets.
Gaat de te inverteren lijn name-
lijk door het inversie-centrum,
dan is de inverse figuur dezelfde
lijn. Met behulp van figuur 1 is dit
al eenvoudig in te zien.

Om toch te kunnen zeggen dat
de inverse figuur van een rechte

Figuur 3. De inverse van een cirkel is
een cirkel.
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altijd een cirkel is, wordt daarom
afgesproken dat een rechte lijn is
op te vatten als een 'oneindig
grote cirkel’. Met deze afspraak
valt dus het onderscheid tussen
rechten en cirkels weg. Het geeft
de mogelijkheid om ten aanzien
van inversie tot korte en duidelij-
ke formuleringen te komen, zoals
we straks bij de eerste hoofdstel-
ling zullen zien.

INVERS2

We hebben gezien en in een ka-
derstukje bewezen dat de inver-
se van een rechte lijn een cirkel
is die door het inversie-centrum
gaat. Het omgekeerde is dan ook
waar. De inverse van een cirkel
door C is een rechte lijn.

De volgende stap wordt nu na-
tuurlijk het inverteren van een
willekeurige cirkel. Met het pro-
gramma INVERS2 kun je eerst
wat experimenteren. Je zult dan
zien dat de inverse-figuur weer
een cirkel is (figuur 3), tenzij —
maar dat wisten we al — de te in-
verteren cirkel door het centrum
C gaat.

Eerste hoofdstelling

De bevindingen van de program-
ma’s INVERS1 en INVERSZ leiden
tot de eerste hoofdstelling van de
inversie:

De inverse van een cirkel (rechte)
Is een cirkel (rechte).

Het komplete bewijs voor deze
stelling laten we achterwege. Het
berust op dezelfde principes als
het bewijs dat is gegeven in 'Van
rechte naar cirkel’. We experi-
menteren liever nog wat met de
computer.




Van rechte naar cirkel

Er moet worden bewezen dat de inverse van een rechte lijn een cirkel is door
het inversie-centrum. Dit is ook anders te formuleren. Stel dat P een punt is op
die rechte, en dat P’ de inverse is van P. Dan moet worden aangetoond dat P’
een cirkel doorloopt, als P de rechte doorloopt.

a
S

L cC A A
T

Figuur 1

In figuur 1 is C het middelpunt van
een cirkel met straal R. Als C het cen-
trum van inversie is, dan is R? de
macht van de inversie. Lijn a moet
worden geinverteerd. In figuur 1
snijdt a de cirkel met straal Rin S en
T. Dit zal aan het bewijs niets afdoen.
Het bewijs verloopt op dezelfde ma-
nier, indien a de cirkel met straal R
niet snijdt.

Door C wordt nu een lijn / loodrecht
op lijn a getrokken. Het snijpunt is A.
Neem aan dat A’ het inverse punt van
A is. De inversen van S en T'zijn S en
T zelf. De 'uiteinden’ van a liggen
oneindig ver van C af. De inverse van
die uiteinden is dus C.

Als de inverse van a een cirkel is,
dan zal die cirkeldoor C, A’, Sen T
moeten gaan. Aangezien lijn / een
symmetrie-as is van de situatie in fi-
guur 1, zal CA’ de middellijn van die
cirkel moeten zijn.

NN

Figuur 2

In figuur 2 is die cirkel getrokken. Bo-
vendien is een willekeurig punt P op
a genomen. Dan valt te bewijzen dat
de inverse P’ van P de cirkel met mid-
dellijn CA’ doorloopt, als P lijn a
doorloopt. Dit gaat door aan te tonen
dat in driehoek CA’P’ de hoek bij P’
altijd 90° is. Lees eventueel het stukje
met kopje 'Aanzet’ in het artikel 'Echt
vierkant!’ (op bladzijde 3) nog maar
eens na.

Uit de definitie van de inversie volgt
CA-CA’'= CP- CP,

en dus zal de evenredigheid
CA:CP=CP:CA’

gelden. Daaruit volgt dat de driehoe-

ken CAP en CP’A’ gelijkvormig zijn.

Omdat de hoek bij A 90° is, zal de
hoek bij P’ altijd recht zijn. O
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INVERS3

Met het programma INVERS3
wordt een aantal rechten die
door één punt gaan (een lijnen-
bundel) aan een inversie onder-
worpen. Daarbij wordt de zoge-
naamde parameter-voorstelling
van een rechte lijn gebruikt. Die
wordt gegeven door

X =Xx,+ tsina
y =y, + tcosa.

Als t alle mogelijke waarden aan-
neemt, doorloopt het punt (x,y)
een rechte lijn die een hoek o
maakt met de verticale as. Voor
de hoek o worden een negental
waarden gekozen met gelijke
tussenafstanden. Daardoor ma-
ken opeenvolgende rechten
steeds dezelfde hoek met elkaar.
Het programma toont zowel de
negen rechten als de negen
beeldcirkels (figuur 4).

Figuur 4. De inverse van een lijnenbundel is een cirkelbundel.
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Figuur 5. De inverse van een parabolische kromme is een cardioide
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De negen beeldcirkels (we spre-
ken van een cirkelbundel) blijken
twee gemeenschappelijke snij-
punten te hebben. Het ene snij-
punt is het inversie-centrum C.
Elke lijn (niet door C) gaat im-
mers over in een cirkel door C.
Het andere snijpunt is natuurlijk
het beeld van het gemeenschap-
pelijk punt van het stelsel rechte
lijnen. We zien dus dat de inver-
se figuur van een lijnenbundel
een cirkelbundel is. Wat wordt
de inverse van een stelsel even-
wijdige rechten?

Tweede hoofdstelling

Bij het experiment met INVERS3
valt het misschien op dat twee
rechte lijnen die een bepaalde
hoek met elkaar maken, over-
gaan in twee cirkels die elkaar
onder dezelfde hoek lijken te
snijden. Dat is inderdaad zo. In
het algemeen geldt zelfs de vol-
gende (tweede) hoofdstelling:

Inversie is tegengesteld hoek-
trouw.

Een korte en krachte uitspraak,
waarbij wel enige toelichting no-
dig is. Bedoeld is dat een figuur
van twee bogen die elkaar onder
een bepaalde hoek snijden, over-
gaat in een soortgelijke figuur.
De bogen kunnen na inversie
vervormd zijn, maar de tussenlig-
gende hoek blijft onveranderd.
Wel is de volgorde van de bogen
veranderd: Tegenwijzerzin gaat
over in wijzerzin, en omgekeerd.

Ook deze stelling wordt niet be-
wezen, maar in een volgend arti-
kel 'Het parelsnoer’ maken we er
wel graag gebruik van.

INVERS4

Wie een beetje handiqg is in het
programmeren kan langs experi-
mentele weg uitzoeken wat de in-
verse figuur van allerlei andere
krommen wordt. In het program-
ma INVERS4 is bij wijze van voor-
beeld nog een parabolische
kromme geinverteerd. Het resul-
taat is een hartvormige kromme,
een cardioide (figuur 5). O

Programma’s

INVERS 1

10 REM FFEEINVERSTE VanN EEN BasAbERE
20 BEMOERENAAMy TRNYVERS L
a0 BCREEN 2 § CLE

30 WINDOW (-8, -£3-08, &)

S0 CIRCLE (0,00, 1

GO FOR =0 T0O 100

70 X=,3 1 Y=-G+]12FE /100

80 S=XEX+YEY 1 U=X/5 ¢ V=Y/S
B el LA, Y3 ¥ PBET (LU,¥)
30 NEXT K 3 -END
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INVERS 2

10 FEM HREEINVERLTE VAN BN BAARNIE
20 REEM REENAAMy TMNVER SR
SUSEREEN 3 & L8 § PI=3, 141583
B0 WINDUW O, -a)=1{8,67

DO L IRELE (000,11

B0 FOR K=0 TO 100 3 T=RKI¥PI/ 00
70 XemZa 1, SRCOECTY ¢ Y1, 088INOT)
80 H=XEX+YEY @ U=X/85 1 V=Y/8

90 FEET X Y2 3 PBET (U VI

TO0 NEAT W ¥ END

INVERS 3

10 REM #++INVERSIE VAN STELSEL RECHTEN®®#
=0 FEM ®EIENsSAM: INVERSIZH3E

30 SCREEN 2 : CLE : PI=3, 141593

40 WINDOW (8, ~E)=(B,E)

S0 CIRCLE (0,00, 1

0 FOR J=-g4 TO 4

70 S§S=GINCIHPI/11) ¢ CHB=C0SCTERT /110

80 FOR E=-3200 T0 200 & Tk /40

YO Xm, d+SSET ¢ YelSET

100 S=XEX+YEY @ U=X/8 @ VY=Y/C
110 FSET (X,Y) : PBET (U, W)
120 NEXT K ¢ MEXT J & END

INVERS 4

10 REM Rk IMVERSTE VAN EEN RAAN®H:®
20 REM HEENAAM: TNVERS 3k

20 BCREENM 3 ¢ CLE @ PIsR, 141590

40 WINDOW =, =20 =(F, 4, 5

50 CIRCLE 0,00, 1

GO FOR Ks-200 T 200

70 Xs=E/R0 3 Yse, THXEY

BO S=XEX+YEY 1 UsX/8 1 VsY/8

90 PEET (X,Y) @ FSET |
100 NEXT K & END
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De regelmatige driehoeken driehoek

Teken een driehoek ABC. Zet op de zijden naar buiten toe regelmatige drie-
hoeken ABC’, AB'C en A’BC (figuur 1). Anders gezegd, neem drie regelmatige
driehoeken (driehoeken met gelijke zijden en gelijke hoeken), leg ze met hun
hoekpunten zo aan elkaar dat ze een driehoek ABC insluiten.

Bewering: De lijnstukken AA’, BB' en CC’ zijn even lang en gaan door één punt
waar ze hoeken van 60° met elkaar maken.

Geloof je het niet? Probeer zelf maar!

Het bewijs van deze bewering krijg je op een koopje aan het einde van het ar-
tikel ’Punt van Fermat’ in het volgende nummer. £l

Figuur 1 A
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Pythagoras
Olympiade

Nieuwe opgaven

a)

Oplossingen vo6r 1 mei insturen naar: Pythagoras Olympiade, Marinus
de Jongstraat 12, 4904 PL, OOSTERHOUT (NB). Vermeld op elk (éénzij-
dig beschreven) vel je naam, adres, geboortedatum, school, schoolty-
pe en klas. Verder moet elke oplossing op een nieuw vel beginnen,
want we corrigeren ze afzonderlijk. We bekijken alleen goed leesbare
oplossingen die volledig zijn uitgewerkt, met verklarende tekst in
goed lopende zinnen. Verdere informatie over de wedstrijd vind je in
nummer 1 van deze jaargang op bladzijde 26.

PO 134

D, E en F zijn punten op de zijden BC,
CA, respectievelijk AB van driehoek
ABC met de eigenschap dat
BD:DC = CE:EA = AF: FB.

Bewijs: als driehoek DEF gelijkzijdig
is, is driehoek ABC het ook.

PO 135

Er bestaan platen geluiddempend
materiaal die aan de ene kant vlak
zijn en aan de andere kant de vorm
hebben van een rooster van vierkan-
ten met op elk vierkant een regelma-
tige vierzijdige piramide. Neem aan
dat die vierkanten zijden van lengte 1
hebben en dat ook de hoogte van de
piramides gelijk is aan 1.

Men legt zo'n plaat omgekeerd op

een andere plaat, op zo'n manier dat
de toppen van de piramides van de
ene plaat precies vallen op de plaat-
sen waar vier grondvlakken van aan-
grenzende piramides van de andere
plaat samenkomen. Er blijven dan
nog zekere uitsparingen tussen de pi-
ramides over.

Bepaal de vorm en de inhoud van
zo'n uitsparing.

Oplossing en prijswinnaars van de opgave PO 118

PO 118

Onder een roosterpunt in het vlak
verstaan we een punt met gehele
codrdinaten.

Gegeven zijn een roosterpunten-drie-
hoek ABC en een roosterpunt Z bin-
nen ABC. Verder is gegeven dat er
geen andere roosterpunten liggen
binnen ABC of op de rand ervan.

Bewijs dat Z dan het zwaartepunt is
van driehoek ABC (figuur 1 geeft en-
kele voorbeelden van zulke driehoe-
ken).

Aanvankelijk kregen we voor deze
moeilijke opgave helemaal geen cor-
recte oplossingen binnen. We heb-
ben toen de inzendtermijn verlengd,
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Figuur 1

en nog een extra prijs beschikbaar
gesteld. Dat heeft succes gehad, want
we kregen daarna weer nieuwe in-
zendingen. Drie daarvan bleken cor-
rect te zijn: die van Johan Derijckere
(5de klas, Gullegem, Belgié), Jasper
Scholten (6 vwo, Heemskerk) en Mar-
tijn Wubs (6 vwo, Hoogeveen). Zij
krijgen dus alle drie een prijs. Daar-
naast waren er acht incorrecte inzen-
dingen. De oplossingen van Martijn
en Johan waren in grote lijnen gelijk;
die van Jasper was heel anders. Om-
dat Jaspers oplossing ook nogal om-
vangrijk was, geven we hier alleen
de oplossing van Johan en Martijn (in

Figuur 2
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een enigszins aangepaste formule-
ring).

Oplossing van Johan de Rijckere en
Martijn Wubs:

Spiegel je een rooster in het middel-
punt van een lijnstuk dat twee roos-
terpunten verbindt, dan gaat elk
roosterpunt weer in een roosterpunt
over. Spiegel je dus driehoek ABC sa-
men met het punt Z in het midden S
van AC, dan zijn de beelden van die
vier punten weer roosterpunten: A en
C worden verwisseld, B gaat over in
een roosterpunt D, en Z gaat over in
een roosterpunt Z’ dat binnen drie-
hoek ACD moet liggen (figuur 2). Be-
halve Z’ kan binnen of op de rand van
ACD geen ander roosterpunt liggen,
want anders zou je door terugspiege-
len in S nog een tweede roosterpunt
in ABC krijgen.

Spiegelen we A, B en Cin Z, dan krij-
gen we weer roosterpunten. Die mo-
gen niet in of op de rand van ABC lig-
gen, dus dat betekent dat Z moet lig-
gen binnen de driehoek die gevormd
wordt door de middens van de zijden
van driehoek ABC. Vermenigvuldig je
die middens-driehoek vanuit het
roosterpunt B met een factor 2, dan is
het beeld de driehoek ACD. Bjj die
vermenigvuldiging is het roosterpunt
Z overgegaan in een roosterpunt bin-
nen ACD, en aangezien Z’ daar het
enige roosterpunt is, moet het beeld
van Z dus 2’ zijn. De punten B, Zen 2’
liggen daarom op €én lijn, en aange-
zien Z’ zo geconstrueerd is dat S het
midden is van Z’Z, ligt S ook op die
lijn. BS is de zwaartelijn vanuit B in
driehoek ABC, en we hebben dus
aangetoond dat Z op die zwaartelijn
ligt.

Via een soortgelijke redenering toon
je aan dat Z ook op de andere twee
zwaartelijnen ligt, dus dat Z het
zwaartepunt van ABC is.




Uitslag ladderwedstrijd 1988/1989

Aan de Pythagoras Olympiade in de vorige jaargang hebben in totaal
38 lezers meegedaan. Elke goede oplossing leverde 1 punt op. Soms
hebben we ook halve punten toegekend. We geven hieronder de bes-
te 12 deelnemers met hun totaalscores. De beste drie hebben een
prijs van f 25,— ontvangen.

1  Martijn Wubs, Hoogeveen, 6 vwo 1
2 Erjen Lefeber, Zoetermeer, 6 vwo
3 Timo Gerlagh, Driebergen, 5 vwo
4 Jasper Scholten, Heemskerk, 6 vwo
5/6 Gijsbert Zwart, Geleen, 6 vwo
David Omtzigt, Epe, 6 vwo
7/8 ]Johan Derijckere, Gullegem, Belgié, Se klas
Antoine van de Ven, Heesch, 6 vwo
9/12 Arthur Bakker, Bergen (NH), 6 wvo
Wim Oudshoorn, Heiloo, 11e klas Vrije School
Siebrand Tilma, Leeuwarden, 5 wvo
Hoang Viet-Nguyen, Nijmegen, 6 wvo
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In nummer 1 van de vorige jaargang hebben we beloofd dat de beste
10 ook een uitnodiging zouden krijgen voor de Tweede Ronde van de
Nederlandse Wiskunde Olympiade, ook als ze zich niet via de Eerste
Ronde geplaatst zouden hebben (en natuurlijk op het tijdstip van de
Tweede Ronde — 8 september — nog op school zouden zitten). Om-
dat Pythagoras de vorige jaargang sterk vertraagd is verschenen, was
de uitslag van de ladderwedstrijd eind juli, toen de uitnodigingen
voor de Tweede Ronde de deur uitgingen, nog lang niet bekend. We
hebben toen een paar deelnemers die op dat moment al waren opge-
vallen door inzendingen van goede kwaliteit een uitnodiging voor de
Tweede Ronde bezorgd. Daardoor zijn een paar deelnemers die voor-
al met de opgaven van de laatste nummers punten hebben verzameld
uit de boot gevallen. Met een beroep op overmacht bieden we hen
onze excuses aan. We vertrouwen erop dat we dit jaar wel op schema
zullen zitten. Maar tegelijkertijd raden we iedereen aan om vooral ook
aan de Eerste Ronde mee te doen en op die manier een plaats voor de
Tweede Ronde te veroveren. ]

Waar komt de knoop?

In het blad van een tafel zijn drie gaten geboord. Door elk gat gaat een stukje
koord naar de onderkant van het tafelblad. Daar zijn aan elk koord drie ge-
wichten bevestigd. Aan de bovenzijde van het blad zijn de drie koorden aan
elkaar geknoopt.

Waar zal de knoop tot rust komen als de gewichten alledrie gelijk zijn?

Na lezing van het artikel 'Punt van Fermat’ in het volgende nummer zal duide-
lijk zijn wat het antwoord is. O
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Nederlandse
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Olympiade

NEDERLANDSE

De Tweede Ronde 1989

Op 8 september 1989 is in Eindhoven de tweede ronde van de Neder-
landse Wiskunde Olympiade gehouden. Van de 87 uitgenodigde leer-
lingen hebben er 85 deelgenomen. Ze hadden drie uur de tijd om vijf
opgaven op te lossen.

De maximale score per opgave was 10 punten.

Door bij gelijke eindscore rekening te houden met het behaalde pun-
tenaantal in de eerste ronde, zijn de volgende tien deelnemers prijs-
winnaars van de Nederlandse Wiskunde Olympiade 1989:

2° ronde 1° ronde
1 Melvin Koppens, Helmond 33 punten 29 punten
2 Giso van Loon, Dordrecht 33 punten 20 punten
3 Raimondo Eggink, Wijchen 32 punten 31 punten
4 Ronald de Man, Strijen 28 punten 30 punten
5 René Sitters, Heerhugowaard 25 punten 20 punten
6 Erjen Lefeber, Zoetermeer 23 punten 22 punten
7 Remke Rutgers, Wijhe 22 punten 23 punten
8 Quintijn Puite, Wageningen 20 punten 36 punten
9 Erwin Streur, Papendrecht 20 punten 22 punten
10 Jaco Baauw, Vlaardingen 20 punten 21 punten

Opgaven Tweede Ronde 1989

1 Voor eenrij gehele getallen a,, a,, a,, ... met 0<a, <a,<a, < ... geldt:

ap = 4ap| —app
Verder is gegeven dat a,

Bereken as.

voorn > 2
= 194,

2 [Eis een willekeurig punt op de zijde BC van een vierkant ABCD. Op de zijde
CD ligt het punt F zo dat < EAF = 45°.
Bewijs dat het lijnstuk EF raakt aan de cirkel met middelpunt A en de lengte
van de zijde van het vierkant als straal.
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3 Bereken
1989 1

n=1 \/n+q/n‘—1

4 Gegeven is een regelmatige n-zijdige piramide met top T en grondvlak
A A;A;... Ap . De lijn loodrecht op het grondvlak door een punt B van het
grondvlak binnen A, A; A;... A, snijdt het vlak TA, A;in C, het vlak TA, A,
in C,, enzovoort en ten slotte het vlak TARA, in Cp,

Bewijs dat BC,+ BC;+ ... + BCp onafhankelijk is van de keuze van B.

5 (1+./2)%+1 = nk) + o (k) metk n(k) eNen0 < a(k) < 1.

Bewijs (n(k)+ a(k)) - o (k) = 1 voor alle k en bereken
lim a(k) voor k — .

In een volgend nummer komen de oplossingen []

‘Ik oefen voor de Wiskunde Olympiaden!’
(Uit Alpha, Oost-Duitsland)
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Redactioneel

Met dit nummer worden een aantal beloften uit voorgaande nummers
ingelost. Maar we doen ook weer een aantal nieuwe toezeggingen in
het artikel 'Inversie’ en de stukjes 'De kortste weglengte’, "'Waar komt
de knoop?’ en 'De regelmatige driehoeken driehoek’. Die beloften
worden in het volgende nummer ingelost.

Over de computerprogramma’s

Ook in dit nummer zijn weer een aantal programma’s opgenomen. Het
is misschien goed een opmerking te maken over programma’s die we
af en toe bij bepaalde artikelen afdrukken. Meestal zijn ze geschreven
in GW-Basic, een wijdverbreide en eenvoudige programmeertaal. Bij
het schrijven van die programma’s is onze eerste zorg duidelijkheid
en overzichtelijkheid, zodat zelfs lezers die geen programmeer-erva-
ring hebben, kunnen begrijpen wat die programma’s doen. De snel-
heid waarmee de computer ze uitvoert komt niet op de eerste plaats.
Soms schrijven lezers ons dat een programma in dit opzicht kan wor-
den verbeterd. Vaak hebben ze daarin gelijk. Maar zo’'n verbetering
vergt dikwijls nog wat extra programmeerregels, die dan in de tekst
weer uitgelegd moeten worden. We denken dat dit de aandacht van
de hoofdzaken afleidt. Daarom laten we zulke verbeteringen meestal
achterwege. De gevorderden moeten ze zelf maar aanbrengen. [

Uitgave onder toezicht van de Nederlandse Onderwijscommissie voor
Wiskunde.
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