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Schaakbord binnenste buiten

Figuur 1. De omslag van Pythagoras 14-1. Geen schaakbord binnenste buiten.

Lang geleden op de omslag van Pythagoras 14-1 werd figuur 1 gepresen-
teerd als een schaakbord binnenste buiten. Helaas ten onrechte. Figuur 1,
hoe fraai ook uitgevoerd, is geen schaakbord binnenste buiten. Ook geen
dambord. Maar wat dan wel? En hoe ziet een schaakbord binnenste buiten
er dan uit?

Het antwoord op deze vragen is niet moeilijk. Met een schaakbord bin-




nenste buiten wordt namelijk de inverse-figuur van een schaakbord
bedoeld. Omdat het artikel 'Inversie' (Pythagoras 29-4) nog vers in het
geheugen ligt, moet het inverteren van een schaakbord geen enkel
probleem leveren. Reken- en formule-werk komen er niet aan te pas. Een
liniaal en een goede passer zijn voldoende.

Ondergrond

Een schaakbord telt 64 vierkante
velden. Acht in de breedte en acht
in de lengte, afwisselend wit en

zwart of licht en donker, zo je wilt.

Geef ieder veld afmetingen gelijk
aan 1. Elk veld heeft dus lengte 1,
breedte 1 en oppervlakte 1.

Het middelpunt C van het bord

wordt het centrum van de inversie.

De macht van de inversie wordt 4.
Er wordt dus geinverteerd ten op-
zichte van een cirkel met straal 2.
De situatie is weergegeven in fi-
guur 2. Alleen zijn daar de velden
niet afwisselend licht en donker.
Op ruitjespapier met centimeter-

Figuur 2. De ondergrond.
-

hokjes is figuur 2 in een wip te
tekenen. Daarmee is de
ondergrond voor de inverse-figuur
van het schaakbord gereed. Kijk
maar, figuur 2 is gemakkelijk in
figuur | terug te vinden.

Principe

Bekijk het schaakbord eens op een
andere manier. Stel vast dat het is
opgebouwd uit 9 evenwijdige hori-
zontale lijnstukken en 9 evenwij-
dige verticale lijnstukken. Al die
lijnstukken hebben lengte 8. Hun
onderlinge afstanden, zowel
horizontaal als verticaal, zijn 1.
Met deze constatering is meteen
duidelijk hoe de inverse-figuur van
het schaakbord in principe is te
verkrijgen. Immers, de inverse van
een stelsel evenwijdige rechten is
bekend (figuur 3). Het wordt een
bundel cirkels die allemaal door
het inversie-centrum C gaan.

Het komt er nu op neer om figuur
3 nog een keer te tekenen en deze
tweede figuur 90° gedraaid op de
eerste te leggen.

In figuur 3 zijn de rechten en de
bijbehorende inverse-cirkels over-
eenkomstig genummerd. Kies een
punt A op een rechte. Zoek daar
het inverse-punt B bij op de bijbe-




Figuur 3. Inversie van een stelsel evenwijdige rechten ten opzichte van de dikke zwarte
cirkel. De rechten en hun bijbehorende inverse-cirkels zijn overeenkomstig genummerd.

horende inverse-cirkel. Dat kan
door CA te trekken en eventueel te
verlengen. Ga na dat steeds geldt

CA-CB =4.

Klavertje vier

In figuur 3 is uitgegaan van een
stelsel oneindig lange rechten. In
het schaakbord komen echter al-
leen evenwijdige lijnstukken voor
met lengte 8. Deze lijnstukken
gaan onder de beschreven (cirkel-)
inversie over in delen van cirkels.

Cirkelboogjes in de omgeving van
het inversie-centrum C komen te
vervallen (Waarom?). De grootte
van die boogjes is te bepalen door
eerst alleen de rand van het schaak-
bord te inverteren (figuur 4).

Elk rand-stuk gaat over in een deel
van een cirkel met middellijn 1. De
vier rand-stukken snijden elkaar
twee aan twee. Hun snijpunten (de
hoekpunten van het bord) gaan dus
over in de snijpunten van de vier
cirkeldelen. Zo zie je dat de
inverse-figuur van de rand van het
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Figuur 4. De inverse van de rand van het schaakbord is een klavertje vier.

schaakbord veel weg heeft van een
klavertje vier. Het binnengebied
van dat klavertje vier is de inverse
van het gedeelte van het vlak bui-
ten het bord. In figuur 1 is ook zo'n
klavertje vier te herkennen. Je
snapt nu natuurlijk wel waarom dat
helemaal wit is gelaten. Maar snap
je nu ook al waarom figuur 1 niet
de inverse-figuur i1s van het schaak-
bord op de achtergrond?
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Het antwoord is verbluffend een-
voudig. Ga in figuur 1 van snij-
punt tot snijpunt langs de rand van
het klavertje vier. Je komt dan
afwisselend zwart en wit 16 velden
tegen. Dat moeten er maar 8 zijn,
immers zo'n rand van het klavertje
vier is de inverse-figuur van de
rand van het schaakbord.

Of vergelijk het klavertje vier in
figuur 1 met dat van figuur 4. Je




ziet dan dat het klavertje vier in
figuur 1 te klein is. Je komt daar
ook achter door in figuur 1 handig
wat punten op de rand van het
schaakbord te kiezen en de macht
van de inversie te controleren. Die
klopt dan ook niet.

Hoe het moet

Het zal nu wel duidelijk zijn hoe je
de inverse-figuur van een schaak-
bord krijgt onder de voorgestelde
(cirkel-)inversie. Begin met figuur
2, een acht bij acht schaakbord met
de cirkel ten opzichte waarvan
geinverteerd wordt. Teken daarin
zoals in figuur 4 is gedaan het
klavertje vier, de inverse-figuur
van de rand van het bord. Dit kla-
vertje vier moet precies passen in
de middelste vier velden van het
schaakbord.

Daarna zijn de nog overgebleven 7
horizontale lijnstukken aan de
beurt. Die worden geinverteerd
zoals in figuur 3. Echter alles wat
binnen het klavertje vier terecht-
komt, vervalt. Alle lijnstukken
eindigen namelijk op de rand van
het bord, dus hun inverse-cirkels
blijven buiten het klavertje vier.
Met de 7 overgebleven verticale
lijnstukken ga je net zo te werk.
Dus figuur 3 over 90° gedraaid en
weer alles binnen het klavertje vier
laten vervallen.

Geef ten slotte de velden in de
inverse-figuur van het schaakbord
nog afwisselend aan met zwart en
wit. Wat het resultaat wordt? Kijk
op de omslag.

Afbakenen

Net als in figuur 1 kun je van de
inverse-figuur maar het beste
alleen dat gedeelte weergeven dat
binnen het oorspronkelijke schaak-
bord valt. Alles wat daar buiten
komt laat je weg. In principe strekt
de inverse-figuur zich namelijk tot
in het oneindige uit.

Welk gedeelte van het oorspronke-
lijke schaakbord heb je dan niet
geinverteerd? Inderdaad, het ge-
deelte binnen het klavertje vier.
Zoals alles buiten het bord na
inversie binnen het klavertje vier
komt, zo komt omgekeerd alles
binnen het klavertje vier na inver-
sie buiten het bord terecht.

Wat is figuur 1 dan wel?

Figuur 1 lijkt nog het meest op een
halmabord binnenste buiten. Want
bij het halmaspel gebruik je een 16
bij 16 bord met afwisselend zwarte
en witte velden, als het tenminste
met 2 of met 4 personen wordt
gespeeld.

Figuur 1 /ijkt nog het meest op een
halmabord binnenste buiten, omdat
ook 1n dat geval de inversie niet
correct is uitgevoerd. Kun je na-
gaan wat er dan aan mankeert?
Maak in figuur 1 van het bord op
de ondergrond een 16-bij-16-bord.
Geef de hokjes afmetingen van !/,
bij !/5, enzovoort. Daarna kun je
op verschillende manieren verder.
Het is niet echt noodzakelijk om
de hele figuur opnieuw te
construeren. [
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Tussen enkelvoud en meervoud

Eén is enkelvoud, twee is meervoud.

Soms willen we echter ook kunnen praten en schrijven over hoeveelheden

die daar tussenin liggen. Daarbij kunnen dan wel eens vragen voorkomen

als:

- Is 1,1 al meervoud (want meer dan €€n)?

- Of is 1,9 nog enkelvoud (want minder dan twee)?

- Ligt de grens in het midden bij anderhalf? En is anderhalf zelf dan wel
of niet meervoud?

Voor dit soort kwesties bestaan geen wetten of vaste regels. De gebruiker
van de taal mag en moet op zijn eigen gevoel afgaan. Als je er op gaat
letten blijkt de keuze voor enkelvoud of meervoud van veel omstandighe-
den af te kunnen hangen; denk maar eens aan het marathon-record van 2
uur 6 minuten en 5 seconde (of seconden??). In boeken over taal-regels
wordt over zulke wiskunde-achtige dingen maar liever gezwegen.

We gingen eens na wat de postzegel-ontwerpers er in de loop der jaren
van gemaakt hebben bij het aanduiden van de muntsoort. Meestal werd
bij 1 !/, gekozen voor de meervoudsvorm, maar er zijn interessante uit-
zonderingen.

Anderhalf enkelvoud Anderhalf meervoud
Noorwegen 1946: Argentinié 1952:
11/, KRONE (enkelv.) 1 PESO (enkelv.)
2 KRONER (meerv.) 1,50 PESOS (meerv.)

Oostenrijk 1920:
1 krone (enkelv.)
11/, kronen (meerv.)

Verenigde Staten 1922:
1 CENT (enkelv.)
11/, CENTS (meerv.)

Tsjechoslowakije 1930/1926:
1 KORUNA (enkelv.)
11/, KORUNY (meerv.)
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Anderhalf dubbelvoudig

Roemenié 1885/1893:
11/,  BANU
11/, BANI

(enkelv.)
(meerv.)

Spanje 1976/1955:

(100 Centimos = 1 Peseta)
1,50 PTA (enkelv.)
1,50 PTAS (meerv.)

Aden 1946/1939:
(12 Pies = 1 Anna)
115, A
11/, AS

(enkelv.)
(meerv.)

Van één tot twee in het Fins
Finland 1930:
| markka
1:20 markka

(enkelv.)
(enkelv.)
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1,25 markkaa (meerv.)
11/, markkaa (meerv.)
1:75 markkaa (meerv.)
2 markkaa (meerv.)

Behalve dat de meervoudsgrens
hier tussen 1,20 en 1,25 ligt, is het
opmerkelijk dat de breuken op drie
manieren worden genoteerd:

1 1.4 11/,

Anderhalf Angelsaksisch

De wereldtaal Engels lijkt de kroon
te spannen voor wat betreft het aan-
tal varianten voor 'anderhalf':

Cochin Anchal 1911
11/, ONE ANNA & HALF
(dubbel enkelv.)

India 1919/1921
1!/, A ONE AND HALF ANNA
(enkelv.)
11/, AS ONE AND A HALF
ANNAS
(meerv.)

(De tweede vorm is uitgegeven als
correctie op de eerste; kennelijk
was de naamgeving een probleem.)
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Jamaica 1919
11/, d ONE PENNY HALF
PENNY

(dubbel enkelv.)

Engeland 1935
11/,  THREE HALFPENCE
(meerv.)

Straits Settlements 1867
THREE HALF CENTS
(meerv.)

Ierland 1922
11/2 TRI LEAT-PISNE
¥dd,

En ten slotte de benaming voor
anderhalve shilling. De shilling ()
was tot 1971 een Engelse munt-
eenheid, met een waarde van 12
pence:

Victoria 1886
1J6 EIGHTEEN-PENCE
(meerv.)

Tweeéneenhalf Angelsaksisch
Ook bij andere breuken dan de tot




Pew * N o b
EIGHTEEN-PENCE )

nu toe beschouwde anderhalf, ko-
men merkwaardigheden voor. Bij
voorbeeld bij 21/, :

Natal 1874
TWO PENCE  (meerv.)

Goudkust 1884
21/, PENNY (enkelv.)

Victoria 1880
2].  TWO SHILLINGS
(meerv.)

Engeland 1924
26 HALF CROWN
(enkelv.!)
Deze laatste benaming heeft te
maken met een oude Engelse
munt, de crown, ter waarde van
vijf shillings.

De moderne notatie
Misschien is je opgevallen dat
haast alle voorbeelden hierboven




van oudere datum zijn. Dat komt
doordat bij nieuwere zegels dit
soort onregelmatigheden eigenlijk
niet meer te vinden is.

Hoe komt dat?

Zegels van anderhalve kroon etc.
komen nog steeds voor. Maar meer
en meer wordt van het principe uit-
gegaan om in schrift en druk de
muntsoort zelf aan te duiden met
een symbool.

Dat symbool bestaat weliswaar
meestal uit één of meer letters net
als vroeger, maar er wordt niet
meer naar gestreefd om die letter-
combinatie een zo precies moge-
lijke weergave of afkorting te laten
zijn van het WOORD of de woor-
den waarmee in de GESPROKEN
taal de muntsoort wordt aangeduid.

Een voorbeeld. Het honderdste
deel van een Engels pond wordt in
druk aangeduid met de letter P,
zowel in het geval dat er op die
plaats door de gesproken taal
'penny’ gezegd wordt, alsook wan-

neer er 'pence’ en (bij breuken)
zelfs '....pence !/, penny' gezegd
wordt.

Nog een voorbeeld. De Spaanse
muntsoort peseta wordt sinds 1875
op de postzegels altijd aangeduid
met de letters PTA. Het vroegere,
met de uitspraak verband houden-
de onderscheid tussen PTA en
PTAS of PTS wordt in druk niet
meer gemaakt.

Dit loslaten van het directe ver-
band tussen de gedrukte notatie-
vorm en de gesproken taalvorm,
komt ook tot uiting in de toename
van het gebruik van de komma-
notatie voor breukgetallen over de
hele wereld.
Het wachten is op een Nederlandse
zegel met waarde-aanduiding
0,75G (of: £0,757)
De levende spreektaal zal daar dan
echter nog heel lang "vijfen-
zeventig cent” tegen blijven
zeggen. 2

Pythagoras op postzegels

Deze jaargang is extra aandacht besteed aan wiskunde op postzegels. Een
paar exemplaren met Pythagoras of zijn beroemde stelling mogen daarbij

natuurlijk niet ontbreken.

De zegel links boven komt uit
Griekenland. Hij bevat een munt
afkomstig van het eiland Samos,
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geboorteplaats van Pythagoras. Op
de munt is Pythagoras afgebeeld
die een orakel raadpleegt.




Op de zegel midden boven
(eveneens uit Griekenland) is de
stelling van Pythagoras uitgebeeld
voor het speciale geval van een zo
genaamde 3-4-5-driehoek.

De zegel uit Suriname (rechts bo-
ven) bevat een algemene meetkun-
dige voorstelling van de stelling
van Pythagoras. Deze is vergelijk-
baar met ons vignet op de voor-
zijde van de omslag.

Op de twee onderste zegels is de
stelling van Pythagoras weergege-
ven in de bekende algebraische

ICARAGUA
:

AEREO

30

CENTAVOS

LAS 10 FORMULAS MATEMATICAS QUE CAMBIARON LA FAZ DE LA TIERRA

vorm
A2+ B2=C2

Op de zegel uit Isra€l staan overi-
gens ook nog het merkwaardige
produkt

(a+ b)2=a?+2ab + b2,
de chemische verbinding H3PO4

en de bekende tweede wet van
Newton F = ma. L]




De parelsnoerformule afgeleid

Bovenstaande formule is in Pythagoras 28-5 de parelsnoerformule ge-
noemd. Als de stralen van twee grote rakende cirkels zijn gegeven, zijn
met de formule de stralen van de parels te berekenen. Te beginnen met de
straal r; van de grootste parel, dan de straal r; van de parels die er aan
beide zijden aan raken, dan ..., enzovoort.
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Het gekromde parelsnoer boven de formule is te verkrijgen door (cirkel-)
inversie van een oneindig lang, recht parelsnoer met even grote parels
(figuur 1). Die inversie is uitvoerig beschreven in het artikel 'Het
parelsnoer’ (Pythagoras 29-5). De afleiding van de parelsnoerformule
berust op het uitvoeren van die inversie. Daarom eerst een kort overzicht

van wat daar voor nodig is.

Inversie

De inverse van een cirkel die niet
door het inversie-centrum C gaat,
is een cirkel. Zo gaan de parels uit
het rechte snoer één voor één over
in parels van het gekromde snoer.
De inverse van een rechte die niet
door het centrum C gaat, is een
cirkel door C. Zo gaan de beide
gemeenschappelijke raaklijnen uit
het rechte snoer over in de twee
grote rakende cirkels met stralen a
en b. De oneindig ver weg gelegen
'uiteinden' van 2ze raaklijnen
komen in het inversie-centrum C
samen.

Inversie-formules
Kies het inversie-centrum C als

oorsprong (0,0) van een assen-
stelsel (figuur 2). Dan gaat in het
bijzonder de parel met middelpunt
op de Y-as over in de grootste
parel van het gekromde snoer.

Stel dat een parel in het rechte
snoer een middelpunt met coordi-
naten (X,y) heeft, en dat zijn straal
r 1s. Dan geldt voor de straal »’ van
de overeenkomstige parel in het
gekromde snoer onder inversie met
macht s

r'=rsim. (1)
Hierin geldt voor m
m=x2+y2—r2, (2)

— — — e— — —

|
|
|
i
|
|
|
!
|
|

C

Figuur 1. Het oneindig lange, rechte snoer dat door inversie met centrum C en

macht s overgaat in een parelsnoer.
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Figuur 2. Keuze van het assenstelsel.

Dat is alles. Meer heb je niet
nodig.

Je zult het niet geloven, maar in
feite is vergelijking (1) de parel-
snoerformule. Als de macht s een-
maal is vastgesteld, moet (1) alleen
nog wat worden omgewerkt, en
moet de notatie wat worden aan-
gepast.

Met enige nadruk wijzen we er nog
op dat de x en de y in uitdrukking
(2) de coordinaten zijn van het
middelpunt van een parel uit het
rechte snoer. Waar het middelpunt
(x,y) van die parel onder de
inversie naar toe gaat is hier niet
van belang.

Handige inversie
Uit de figuur aan het begin (boven
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de parelsnoerformule) is de straal
ro af te leiden van de grootste parel
in het gekromde snoer.

Er geldt

ro=b-a.

Neem voor de straal r van de
parels in het rechte snoer dezelfde
waarde. Dus

r=b-a. (3)

Dit heeft tot gevolg dat de parel
die in het rechte snoer zijn middel-
punt op de Y-as heeft (figuur 2), in
zichzelf overgaat. Zijn inverse-
parel is immers de grootste parel uit
het gekromde snoer, en die heeft
dezelfde afmetingen (figuur 3).
Door deze keuze ligt de te gebrui-




ken inversie vast. Of beter gezegd,
de macht van de inversie ligt vast,
want het centrum C was al in de
oorsprong van het assenstelsel
gelegd.

Naar deze inversie was tegen het
einde van het eerder genoemde
artikel 'Het parelsnoer’ al gevraagd.
Heb je het antwoord kunnen vin-
den? Moeilijk was dat niet. Kijk
maar.

Een parel en zijn beeld-parel heb-
ben dezelfde straal r. Dus in (1)

geldt dan r’ = r. En dat leidt tot
r=rs/m

Vereenvoudigen geeft voor de
macht s

s=m
=x2 +y2 -2, 4)

Het ging om de parel met middel-
punt op de Y-as. De coordinaten
(x,y) van dat middelpunt volgen

Figuur 3. De grootste parel uit het gekromde snoer met dezelfde afmetingen als
de overeenkomstige parel uit het rechte snoer.
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Figuur 4. Inversie van de n-de parel.

eenvoudig uit figuur 4:

x=0 (5)
y=a+b. (6)

Invullen van (3), (5) en (6) in
vergelijking (4) en verder
uitwerken levert

s=(a+b)2-(bh-a)?
=4ab, (7)

Kortom, het oneindig lange, rechte
snoer wordt aan een inversie
onderworpen met centrum C(0,0)
en macht 4ab.
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De afleiding

Eigenlijk is van afleiding nauwe-
lijks sprake. Het is, zoals al eerder
vermeld, de beschreven inversie
uitvoeren op de n-de parel in het
rechte snoer en (1) verder uit- en
omwerken.

De middelpunten van de parels in
het rechte snoer liggen op de lijn
y=a+b (figuur 3 en figuur 4).
Voor de coordinaten (x,y) van het
middelpunt van de n-de parel (ge-
rekend van de Y-as af naar rechts)
volgt uit figuur 4.

% =g




y=a+b.
Hiermee geldt voor m volgens (2)
m = (2rn)? + (a+b)? — r2. (8)

De n-de parel onderwerpen aan
inversie levert volgens (1) voor de
straal r,, van zijn beeldparel in het
gekromde snoer

I, =rsim.

Beide zijden van het gelijkteken
omkeren en voor de macht s vol-
gens (7) 4ab invullen levert

Voor m de uitdrukking (8) invullen
en voor r de waarde b—a uit (3).
Verder uitwerken levert de parel-
snoerformule. Ga je gang. Erg veel
problemen zal dat niet opleveren.
Loop je toch ergens vast, neem dan
het stukje 'De uitwerking' door.

Nog even Pythagoras

Inversie wordt bepaald door een
centrum C en een cirkel met C als
middelpunt. Het kwadraat van de
straal van die cirkel is de macht
van de inversie.

De inversie die gebruikt is om de
parelsnoerformule af te leiden,
heeft centrum C(0,0) en een macht
s gelijk aan 4ab. De inversie is dus
ten opzichte van een cirkel met
middelpunt C(0,0) en een straal

THNAAN
| rm

a

i x

Figuur 5

2 (ab). Hoe zou die cirkel getrok-
ken moeten worden in bij voor-
beeld figuur 3 of figuur 4?

Omdat b groter is dan a, geldt

2a < 2N (ab) < 2b.

Dit betekent dat die cirkel in figuur
3 of 4 de parel met middelpunt op
de Y-as zal snijden. In figuur 5 is
zo'n situatie weergegeven. Daarin
moet gelden

MC=a+b,
MO=r=b-a,
CO =2V (ab).
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Figuur 6. De cirkel ten opzichte waarvan geinverteerd wordt snijdt de grootste
parel uit het gekromde snoer loodrecht in P en Q. Merk op dat M niet op deze

cirkel ligt.

(Lees de teksten onder de kopjes 'Kijk uit!” en 'Nogmaals, kijk uit!” eventueel nog
maar eens door in het artikel 'Het parelsnoer’ (Pythagoras 29-5 ).

Maar dat betekent dat in driechoek
MQC de stelling van Pythagoras
opgaat, want

MC2? = MQ2 + QS2.

Figuur 5 geeft de situatie dus niet
goed weer. De hoek bij Q moet
namelijk recht zijn. Hetzelfde geldt

voor hoek MPC. Bijgevolg snijdt
de cirkel die de inversie bepaalt, de
parel met middelpunt M loodrecht.
De juiste snijpunten P en Q zijn te
vinden door de raaklijnen van uit
C aan de betreffende parel te trek-
ken. Daarna CQ of CP omcirkelen
en je hebt de cirkel die de inversie
bepaalt (figuur 6). '

De uitwerking

De parelsnoerformule moet volgen uit
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1 m

o 4abr.
Ga uit van m. Die wordt volgens (8) gegeven door
m = (2nr)? + (a+b)2 - r2.
Met r = b — a wordt dit
m = 4n2(b—a)? + (a+b)?2 — (b—a)2.
Het tweede en derde kwadraat rechts van het gelijkteken uitwerken levert
m = 4n2(b—a)? + 4ab.

Om 1/r, te krijgen moet dit worden gedeeld door 4abr, of met r = b — a door
4ab(b — a). Dus

1 4n2(b—a)? dab b—a 1 b a 1

2

+ =n — + — =n
Fy 4ab(b—a) 4ab(b—a) ab b—a ab ab a—b

1l

De breuken schrijven als negatieve machten leidt ten slotte tot het gewenste
resultaat

rpl=nXa!—bl)y—(a-b)l [

Reken uit NEEM NU EEN ABONNEMENT! gt
1 g BEL GRATIS DE

12 TP ABONNEMENTENLIJN
123 Y+ 3=, *
1234 8+4=... O _O

- S el 6-0224222
123456 “8+4+6=... e ¥ 7 dagen per week van
1234567 o T - GRA[;: 09 00 tot 20.30 uvur
12345678 -8 +8=... ‘\\c ui;s:’ugi::c;l':zzr::r:
123456789 +8+9=... "’/fnh‘"'\ nisuw abonnemaent,
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Pythagoras
Olympiade

Nieuwe opgaven

a)

Oplossingen voor 31 december insturen naar: Pythagoras Olympiade,
Marinus de Jongstraat 12, 4904 PL OOSTERHOUT (NB). Vermeld op
elk (€éénzijdig beschreven) vel je naam, adres, geboortedatum, school,
schooltype en klas. Verder moet elke oplossing op een nieuw vel begin-
nen, want we corrigeren ze afzonderlijk. We bekijken alleen goed
leesbare oplossingen die volledig zijn uitgewerkt, met verklarende tekst in
goed lopende zinnen. Verdere informatie over de wedstrijd vind je in
nummer | van deze jaargang op bladzijde 26.

PO 138

Een paardesprong op het schaakbord is
een beweging van 1 veld in horizontale
of vertikale richting, gevolgd door 2
velden in de andere richting.

Voor positieve gehele getallen n en m
definieert men een n-m-sprong als een
beweging over n velden in de ene, en
m velden in de andere richting. De
gewone paardesprong is dus op te vat-
ten als een 1-2-sprong.

Einde Pythagoras Olympiade
Dit is (voorlopig?) de laatste
Pythagoras Olympiade opgave.
Door tijdgebrek gedwongen heeft
de redactie moeten besluiten in de
volgende jaargang deze rubriek
niet voort te zetten.

De oplossingen van de vraagstuk-
ken van deze jaargang en de uit-
slag van de ladderwedstrijd plaat-
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Een paard komt op een onbegrensd
schaakbord na een zeker aantal n-m-
sprongen weer op zijn uitgangspositie
terug. Bewijs dat het aantal sprongen
dan even is geweest.

PO 139

Laatn="77en
S=1+7+T7+7B+....+7"

Bewijs dat S, uitgeschreven in het tien-
tallig stelsel, eindigt op twee nullen.

sen we natuurlijk wel, en we blij-
ven ook aandacht besteden aan de
Nederlandse Wiskunde Olympiade
en de Internationale Wiskunde
Olympiade. Verder zullen we
geregeld vraagstukken in de vorm
van Denkertjes blijven plaatsen.
Soms met de oplossing achterin,
soms met de oplossing in het
volgende nummer.




Oplossing en prijswinnaars van de opgave PO 128

PO 128

Wiskodam is een belangrijk verkeers-
knooppunt; uit vijf richtingen komen
er wegen samen. De vijf pleinen van
Wiskodam zijn verbonden via zeven
wegen volgens de getekende platte-
grond (figuur 1, afstanden in km).
Wegens de verkeersdrukte wil men
voor auto's eenrichtingverkeer instel-
len op zo veel mogelijk van die wegen.
Het doorgaande verkeer wil men echter
niet meer dan 3 km laten omrijden. Hoe
moet men dit probleem oplossen?
Motiveer je antwoord!

Oplossing van Pieter-Tjerk de Boer, 6
vwo, Enschede:

Noem de Wiskodamse pleinen A tot en
met E (figuur 2). Stel dat het mogelijk
was op alle wegen eenrichtingverkeer
in te voeren. Op grond van symmetrie
kunnen we aannemen dat op AB
richting A — B geldt. Dan moeten ook
B — D en D — A gelden, anders is de
omweg van B naar A meer dan 3 kilo-
meter. Van A naar E, en van D naar C
bedraagt elke omweg dan meer dan 3
kilometer, dus dat moeten rechtstreekse
verbindingen worden. Dit houdt in dat
00k £ — D en C — B moeten gelden,
en daarmee ligt dan voor alle wegen de
richting vast. Maar nu blijkt dat je van
C naar E een te lange omweg moet
maken, dus het is niet mogelijk alle
wegen eenrichtingverkeer te geven
onder de gestelde voorwaarden. Met
zes van de zeven wegen lukt het wel.
Figuur 3 laat een van de vele mogelijk-
heden zien.

Figuur 1. De vijf pleinen van Wiskodam.

Figuur 2

Figuur 3

Er waren 11 inzendingen waarvan 10
helemaal correct. De ander meende ten
onrechte dat bij een oplossing met zes
eenrichtingverkeerswegen noodzake-
lijkerwijze weg AB tweerichtingsver-
keer moet krijgen. Figuur 3 laat zien
dat dit niet zo is. Prijswinnaars: Pieter-
Tjerk de Boer en Dorien Haarsma, 6
vwo, Middenmeer. e
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Internationale
Wiskunde
Olympiade

INTERNATIONALE
MATHEMATIK
OLYMPIADE

Opgaven 1989

De zes opgaven waren respectievelijk afkomstig uit de Philippijnen,
Australié, Nederland, IJsland, Zweden en Polen. De Nederlandse opgave
was bedacht door Harm Derksen, lid van de Nederlandse ploeg bij de
Internationale Wiskunde Olympiade 1988 in Australié.

Per opgave waren maximaal 7 punten te verdienen.

1 Bewijs dat de verzameling {1, 2, 3, ..., 1989} geschreven kan worden als de
vereniging van 117 deelverzamelingen A, A,, ...., A| ;7 waarbij geldt:
(1) A; N Aj =@ voor alle i # J;
(ii) elke A; bevat 17 elementen;
(iii) de som van de elementen van A; is hetzelfde voor alle i.

2 De bisectrice van hoek A van een scherphoekige drichoek ABC snijdt de om-
geschreven cirkel van de driehoek in A;.De punten B, en C; worden op een-
zelfde manier gedefinieerd. A, is het snijpunt van de lijn AA; en de buiten-
bisectrices van de hoeken B en C. De punten B en C, worden op eenzelfde
manier gedefinieerd.

Bewijs: a) Opp A ApB,C =2 - Opp zeshoek AC;BA,CBy;
b) Opp A A(}B(}CU 24 Opp A ABC.

3 Gegeven zijn positieve gehele getallen n en £. In een plat vlak is een verzame-
ling S gegeven van n verschillende punten met de volgende eigenschappen:

(i) geen drie punten van S liggen op €é€n lijn;
(ii) bij elk punt P van § zijn er tenminste k& andere punten van § die alle de-
zelfde afstand tot P hebben.

Bewijs: k£ < % +\ 2n.
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4 Ineen convexe vierhoek ABCD geldt voor de zijden AB, AD en BC dat AB =
AD + BC. Er bestaat een punt P binnen de vierhoek met afstand /4 tot de zijden
CD zodanig,dat AP =h+ AD en BP = h + BC

e 1R | 1
Bewijs: —

2 -
vh  NAD ~BC

S5 Bewijs dat voor elk positief geheel getal n er n opeenvolgende positieve gehele
getallen bestaan die geen van alle een gehele macht van een priemgetal zijn.

6 Een permutatie (x, x5, ..., X9,) van de verzameling {1, 2, 3, ..., 2n} waarbij n
een geheel positief getal is, heeft de eigenschap P als geldt x; - x; .| =n voor
tenminste ééniin {1, 2, 3, ..., 2n-1}.

Bewijs dat er voor elke n meer permutaties zijn met de eigenschap P dan zon-
der de eigenschap P.

Oplossingen kun je op verzoek toegestuurd krijgen als je schrijft naar Drs.
J. Donkers, Faculteit der Wiskunde en Informatica, Technische Universi-
teit Eindhoven, Postbus 513, 5600 MD Eindhoven. []

Zoekt en gij zult vinden

Zonder volledig te willen zijn volgen hier nog een aantal voorbeelden van RDI's
en ADI's, zoals omschreven in het artikel "Zoekt en gij zult vinden' (Pythagoras
29-3).

RDI's

Tweede macht: 4. Derde macht: 55, 136, 160, 919. Vierde macht: 1 138, 2 178.
Vijfde macht: 9 044, 9 045, 24 584, 58 618. Zesde macht: 239 459, 282 595.
Zevende macht: 80 441, 86 874. Achtste macht: 6 822, 7 973 187, 8 616 804.
Negende macht: 322 219, 2 274 831, 20 700 388. Tiende macht: 20 818 070.
Naast de genoemde voorbeelden zijn er voor de zevende macht nog negen andere
bekend, voor de negende macht nog elf en voor de tiende macht nog vijf.

ADI's
Voor de derde macht het paar 136 en 244; voor de vierde macht het paar 2 178 en
6 514; voor de vijfde macht 58 618 en 76 438. L]
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Nederlandse
Wiskunde
Olympiade

NEDERLANDSE

Oplossingen opgaven Tweede Ronde 1989

1 Voor een rij gehele getallen ay, ap, az, ... met 0 < aj<ar<asz< ... geldt:
a, =4a,_| - a,_, voor n>2
Verder is gegeven dat a4 = 194. Bereken as

Oplossing

ag = 194=4a3—a2 (l) 032402—31 (ll)

(1) invullen in (i) levert 194 = 15a, — 4a (iii)

Rekenen mod (3) levert: a; = 1 mod (3)

Rekenen mod (5) levert: a; = -1 mod (5)

Omdat moet gelden a; > 0 is 4 de kleinste oplossing. Verder 4 + 15, 4+ 30,
enzovoort. Als a; = 4 dan geldt a, = 14, als a; = 19 dan geldt @, = 18 wat in
tegenspraak is met a| < a,. Alle grotere waarden van a,, leiden ook tot
tegenspraak. Rekenen levert: a3 = 52 en a5 = 724.

2 E is een willekeurig punt op de zijde BC van een vierkant ABCD. Op de zijde
CD ligt het punt F' zo dat <EAF = 45° (figuur 1).
Bewijs dat het lijnstuk EF raakt aan de cirkel met middelpunt A en de lengte
van de zijde van het vierkant als straal.

Oplossing

Spiegel B in AE, beeld van B is B’, AB'E = 90°. Trek de bisectrice van £ DAB'.
Deze bisectrice snijdt CD in F, want £ EAF = Z B'AD + £ B'AB) = 45°,
Omdat geldt AD = AB’ (AB'= AB = AD) en AF bisectrice is, is B" het beeld van
D bij spiegeling in AF. Dus £ FB'A =90°. £ EB'A =90°. F, B"en E liggen dus
op één lyn. EF 1 AB"en AB’ = AB dus EF is raaklijn aan de cirkel met A als
middelpunt en AB als straal.
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3 Bereken

1989 I
z -
n=1\/n+\/m2-1
Oplossing
ik ./n - J/n*-=1 ‘/ /n+1 /n—l
* = n - /n: -1 = —— - M
ﬁ + /ni-1 / n - /n-1 2 2
1989 1989 1989
z (JS(n+l)/2 - [J(n-1)/2) = r J(nt1)/2 - = Jf(n-1)/2 =
n=1 n=1 n=1
1989 1987
z J(n+t1)/2 - r J(n+t1)/2 = J1990/2 + /1989/2 - J1/2 =
n=1 n=-1

J995 + 3/2/442 - 4/3

4 Gegeven is een regelmatige n-zijdige piramide met top T en grondvlak
AjAzA3 ..A,,. De lijn loodrecht op het grondvlak door een punt B van het
grondvlak binnen A A>A5 ...A, snijdt het vlak TA A, in Cy, het vlak TA>A3 in
C, enzovoort en tenslotte het vlak TA,A in C|
Bewijs dat BC| + BC» + ... +BC,, onafhankelijk is van de keuze van B.

Oplossing

Noem het middelpunt van het grondvlak M (figuur 2). Noem de projecties van
M en B op de ribbe A A, ;| (of op een verlengde van de ribbe) N, respec-
tievelijk D). Trek C,T; deze lijn snijdt A,A | (of een verlengde van

ApAp+1) In S, Er geldt:

M
=B
Sp Ap _>

A
Np Dp P+l

Figuur 2
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€585,

™ MS, MN,

BD, Opp.AAA,, B Opp. A ApA,, 1B

Opp- AA A, M I/n X Opp. Grondvlak
Dus C,B = Opp. AA)A, ;1B X TM X n/Opp. Grondvlak.

Omdat alle driehoeken APAPHB (voorp=1,..,n,,; =A))) samen
het grondvlak vormen geldt:

BC, + BC, + ... + BC,, = n X TM, onafhankelijk van de keuze van B
binnen het grondvlak.

5 (14V2)2k+1= p (k)+ouk) met k, n (k) € IN en 0 < ou(k) < 1.
Bewijs (n (k) + ou(k)) - au(k) = 1 voor alle k en bereken lim ou(k) voor k — o=.

Oplossing

Beschouw (V2+1)2k+1 — (2-1)2k+1

(N2+1)2k+1 — (\2—1)2k+1 = M met M element van IN immers:
(N241)2k+1 = (N2)2k+1 4 | (N2)2k 4 - (N2)2%%-1 4+ .+ .. (N2) + 1
(V2-1)2k+1 = (N2)2k+1 — | (N2)2k 4 -+ (N2)2k-1 4 4 .. (N2) -1

(N2+1)2k+1 en (N2—1)2k+1 hebben bij uitwerken beide dezelfde factoren,
alleen hebben bij de tweede vorm de factoren V2 met een even expo-
nent een —teken. Bij het uitwerken van de vorm (V2+41)2k+1 — (\2—1)2k+1
zullen alle termen met V2 wegvallen.

Omdat geldt 0 < V2—1 < 1 geldt ook 0 < (V2—1)2%+1 < | dus:
n(k) = (N2+1)2k+1 — (V2-1)(N2)2k+1 en k) = (N2—1)2k+!
(n(k) + o(k)) . ouk) = (N2+1)2k+1  (\2—1)2k+1 = 12k+1 = |

en lim o (k) = 0 voor k — oo,

Gelijke sommen en produkten
~1 =1

-1+ =-1X

N —
o=

N —
>
wW|—

"l+ =—1x —

N —
+
W)=
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We gaan er van uit dat onze lezers de juistheid van het bovenstaande kunnen

controleren. Optellen of vermenigvuldigen maakt hier geen verschil!
1 1 1

Hetzelfde geldt voor de vier getallen —1, 5 g
1 1  § 1 1
-1 + > -+ § + 7 =] X 5 X 3 X 7
1
En met ;5 er nog bij:
1 12 Joizd .3 . 1 1 1 1 i3
sAtgtyryr@p=-ixy X3 Xy X5

Wie er zin in heeft kan uitzoeken welk systeem hier achter zit (dat houdt niet meer
in dan het opstellen en oplossen van een simpele eerste-graads-vergelijking). Je
zult dan merken dat zo'n 'som-is-gelijk-aan-produkt-reeks' altijd weer langer
gemaakt kan worden, en je vindt ook h6é dat moet.

Andere startgetallen

Het gaat ook met uitsluitend positieve getallen.

Bij voorbeeld uitgaande van 2, en het bekende 2 +2 =2 X 2:
2=72
2+2=2Xx2

4 4
2+2+§ =2NIX 3

4 16 4 16
2+2+3+13 =2X2X 3X 13

4 .16 256 _ 4 16, 256
2+2+3 +13 +217~2x2x §)(1 X 517
etcetera.

Zo kun je met zowat elk getal beginnen; alleen met startgetal 1 gaat het mis.
Tot slot een wat afwijkend geval, met allemaal gelijke getallen:
V3 +V3+V3=V3 xV3x 3

En algemeen:

("WWn) x n = (" Wn)" O
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Redactioneel

Dit nummer besluit de negenentwintigste jaargang. Zoals beloofd, bevat
het de oplossingen van de Tweede Ronde 1989 van de Nederlandse
Wiskunde Olympiade en de opgaven van de Internationale Wiskunde
Olympiade 1989. Verder sluiten we met de artikelen 'Schaakbord
binnenste buiten’ en 'De parelsnoerformule afgeleid’ de reeks over
(cirkel-)inversie af. Helaas moeten we in dit nummer de Pythagoras
Olympiade be€indigen (zie bladzijde 20). Als er iemand is die deze
rubriek voort wil zetten, dan horen we dat graag. Zoals de zaken er nu
voor staan, hebben wij er echt geen tijd meer voor.

De nieuwe jaargang, de dertigste al, hopen we te openen met het eerder
aangekondigde, maar uitgestelde artikel 'Punt van Fermat' waarmee een
antwoord wordt gegeven op de stukjes 'De Kortste weglengte', "Waar komt
de knoop?' en 'De regelmatige driehoeken driehoek' uit Pythagoras 29-4.
In een apart artikel hopen we zelfs wat dieper in te gaan op het antwoord
van 'Waar komt de knoop?'. Verder hopen we een paar artikelen aan
enkele bijzondere getallen te wijden. Uiteraard hopen we ook weer zo af
en toe een computerprogramma te geven voorzien van de nodige
wiskundige uitleg. En verder moet je maar afwachten wat de dertigste
jaargang biedt. []

Uitgave onder toezicht van de Nederlandse Onderwijscommissie voor
Wiskunde.

Lay-out: Klaas Lakeman, Amsterdam.

Tekenwerk: Hans van Kuyk, Amsterdam.

Foto's en andere illustraties: Klaas Lakeman, Amsterdam (Omslag, blz. 2,
3,4,13, 14,15, 16, 17, 18) ; Hessel Pot, Woerden (blz. 12); Jan van de
Craats, Oosterhout (NB) (blz. 21, 25).

©1990 Redactie Pythagoras / Stichting IVIO - ALLE RECHTEN VOORBEHOUDEN, NADRUK OF WEERGAVE,
GEHEEL OF GEDEELTELIJK, IN WELKE VORM DAN OOK, ZONDER TOESTEMMING VAN DE REDACTIE
VERBODEN.
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