


Knopen en
veelhoeken

Dagelijks leggen we knopen in
onze schoenveters.

Wie zou daarbij denken aan een
zeshoek?

Je moet wel een goede knoop leg-
gen en wel de platte knoop

(fig. 1).

Figuur 1. Platte knoop

Probeer het eens in twee papier-
stroken in plaats van in twee touw-
eindjes. Als je het een beetje netjes
wilt doen, moet je de stroken wat
vouwen zoals in figuur 2 getekend
is. De vouwhoeken worden 120°.

Figuur 2. Een platte knoop in papier-
stroken

De lengte van het omgevouwen
stuk PQ wordt natuurlijk iets
groter dan de strookbreedte. Bij
bijv. een strookbreedte van 13
mm, wordt PQ 15 mm, reken dat
zelf maar na.

Als je de stroken ieder tweemaal
zoals op de aangegeven wijze hebt
omgevouwen, kun je in elkaar
schuiven tot een regelmatige zes-
hoek. Beter is het, zoals bij een
platte knoop gebeurt, om beide
einden door dezelfde opening van
de lus van het andere deel te ste-
ken. Zo ontstaat een stevig geheel,
fraai van vorm.

Als je gewoon in twee papierstro-
ken probeert een platte knoop te
leggen en je trekt de einden
voorzichtig aan, ontstaat deze
zeshoek 'vanzelf'. Je moet natuur-
lijk wel wat 'helpen’ om de
vouwen op de juiste plaats te
krijgen.

Andere veelhoeken

In figuur 3 is getekend hoe er een
regelmatige vijfhoek ontstaat, door
in een enkelvoudige strook een

Figuur 3. Al knopend ontstaat een
regelmatige vijfhoek




gewone knoop te leggen. Het is
hoogst merkwaardig dat op die
manier de moeilijk construeerbare
figuur met hoeken van 108° te
voorschijn komt.

In figuur 4 staat het knoopschema
voor een regelmatige zevenhoek.
Zo ontstaan steeds ingewikkelder
figuren. Op de duur wordt de zaak
zo gecompliceerd dat je alles eerst
moet uikienen en op de juiste wijze
moet omvouwen, zodat van spon-
taan knopen niet veel meer over-
blijft. Dan is het genoegen er na-

tuurlijk wel af.
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Figuur 4. Knoopschema voor een
regelmatig zevenhoek

De achthoekige rozet van figuur 5
is zeker nog de moeite waard om
door vouwen te construeren. De
hoeken zijn daar 67,5°. []

Figuur 5. Een rozet in de vorm van een regelmatige achthoek

Kijk eens naar de omslag. Dat is
een kunstprodukt dat we zagen op
een gevel in Bogota, de hoofdstad
van Colombia in Zuid-Amerika.
De artiest heet Omar Rayo en hij
noemde zijn produkt: nudobilia X.
Is die knoop nog in papier te
leggen? Probeer het maar. L]
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Doorsnijding paraboloide

Als je een bol snijdt met een plat
vlak, is de doorsnijding een cirkel.
De grootste cirkel is die waarbi]
het vlak door het middelpunt gaat.
Als we een parabool wentelen om
zijn as, ontstaat een paraboloide.
Moderne schotelantennes hebben
Zo'n vorm.

Als je zo'n omwentelingslichaam
doorsnijdt met een vlak loodrecht
op de as, verschijnen ook cirkels.
Maar doorsnijding met een anders
gericht vlak geeft als doorsnijding-

kromme een ellips. Hierbij gaat de
lange as van de ellips door de as
van de paraboloide. De korte as
staat daar dan weer loodrecht op.
Ergens in een bos vonden we een
grote schotelantenne die daar
achteloos was weggeworpen. Een
plas regenwater vertoonde keurig
de ellipsvorm. Er was ook prima
aan te meten. Op de foto zie je hoe
de antenne tevens de rotatie-as
voorstelt. Deze wordt door drie
tuitdraden op haar plaats
gehouden. L]




Variaties in de taal

Als je een aantal elementen hebt
kun je die in een zekere volgorde
zetten. Je noemt zoiets een permu-
tatie. Bij n elementen zijn er dan "n
faculteit” of n! mogelijkheden. Als
we uit n elementen kunnen kiezen
en we nemen een volgorde van k
elementen daaruit, dan heet zoiets
een variatie. Daarmee hebben we
te maken als we uit ons alfabet
woorden vormen.

We beschikken in principe over 26
letters (n=26) en kunnen daaruit
bijvoorbeeld woorden vormen van
3 letters (k=3), zoals kom, pit,
sla,...

Je kunt je dan afvragen: hoeveel
variaties zijn in zo'n geval
mogelijk.

: . n!
De algemene uitkomst is: (n-k)!

In het geval van het maken van
woorden uit drie letters kom je dan
uit op: %: 15 600.

We gebruiken maar een zeer klein
percentage van de theoretisch
mogelijke verzameling. Maar,
omdat er zoveel variaties mogelijk
zijn, zal dit gemis niet als zodanig
ervaren worden. Het begint al met
het feit dat diverse variaties voor
ons onbruikbaar zijn.

Zo bijvoorbeeld die waarbij aan
het begin rb staat of kds in het
midden of z op het eind. "Brood"
kan dus wel, "rbood" niet; "zeep"
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wel en "peez" niet. Anderzijds
resten er nog vele die momenteel
ongebruikt blijven.

Klinker-medeklinkervariaties
Hij laat vooreerst de g, de x en de
y maar even buiten beschouwing.
Hij begint dan met tweelettergre-
pige op te schrijven, die bruikbaar
zouden kunnen zijn. Dat blijkt op
230 stuks uit te komen, zoals la,
op, ui, ik, maar ook ni, ol, ak, ...
Als hij de Woordenlijst van de
Nederlandse taal er naast legt,
vindt hij er maar 46 van terug. Dat
is dus 20% van wat zou kunnen.
Van de drielettergrepige werden
vervolgens die nagegaan, waarbij
telkens een klinker tussen twee
medeklinkers staat. Dus woorden
als los, put, mak, maar ook prima
woorden als meg, kos, rup. Maar
die laatste zijn nooit aan bod
gekomen. Vreemd dat nijf en dap
het nooit gemaakt hebben en hun
overtreffende trappen nijver en
dapper wel?!

Van dit soort drietallen zijn er

3 380 geschikte te leveren, waar-
van er 454 in het woordenboek
staan, ofwel 13%. Als je ook de
woorden erbij haalt die met een
klinker beginnen of eindigen en
verder uit twee medeklinkers
bestaan zoals alt, erf, urn, vla ...
maar ook tra, umt, arf ... kom je uit
op ongeveer 20 000 mogelijke
variaties waarvan er ... nu slechts
40 in onze taal zijn terug te vinden.




Verder onderzoek

Woorden van vier letters begin-
nend en eindigend met een mede-
klinker met daartussen twee
klinkers, al of niet in de vorm van
een tweeklank (aa, uu, .., ei, ou, ..)
zijn er in 5.150 mogelijke
gevallen. Daarvan staan er 550 in
onze offici€le collectie (11%).

De vraag weer: waarom hebben
teef en mout het gered en feet en

Overgieten

We hebben drie glazen met een vo-
lume van 8, van 5 en van 3 liter. De
opgave 1s, door een minimaal aan-
tal malen over te gieten een bepaal-
- de eindtoestand te bereiken. Als
voorbeeld stellen we: het grootste
vat halfvol, het kleinste leeg. De
begintoestand is dus (8,0,0) en de
eindtoestand wordt (4,4,0).

Hoe ons dat lukt in zeven stappen
staat hierbij uitgetekend. Doe zelf
eens een onderzoek aan een derge-
lijk probleem. Ga eens na hoeveel
variaties mogelijk zijn. Schrijf ze
eens in een logische volgorde op.
Is elk van die (24) variaties door
overgieten te verwezenlijken? Kijk
eens hoe ver je komt.

Voor een zeker geval (x, y, z) moet
gelden:

xyenzeN.x+y+2=8,

toum niet.

Maar misschien kunnen onze
buurlanden daar weer iets mee.
Naarmate de woorden uit meer
letters bestaan, blijken de
verhoudingen nog schever te
liggen. Van de woorden die ons
theoretisch ter beschikking staan
gebruiken we wellicht niet meer
dan één procent ! L]

7 =i F
x<8, y<5 en z<3.

Verder moet bij elke verandering
€én van de drie constant blijven. Is
daar een computerprogramma voor
te ontwerpen? Je ziet, vragen te

over. Succes ermee. []
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Hoe staat het met de olievoorraad?

Als de peilstok spoorloos is verdwenen, de winkel is gesloten en je moet
toch weten hoeveel olie er nog is in de tank, ja, wat doe je dan? Wel, je
pakt potlood en papier, je legt je rekenmachine klaar en je steekt de steel
van de hark in de tank. Goed kijken waar de bovenkant van de tank zich
bevindt en het streepje voor 100% vol is bepaald. Je trekt de steel weer
uit de tank en het vochtige gedeelte wijst het olieniveau aan. De situatie

is getekend in figuur 1.

Je meet lengte AC, de diameter
van de cirkeldoorsnede. Stel deze
is 126. Je meet ook het natte
gedeelte AB. Stel AB = 28.
Uiteraard weet je het volume van
de tank, dat hier gesteld wordt op
3.000.

Opp. segment =
opp. sector — opp. driechoek

=% 12 -2 sino cosor
= (%t —sinocosq) r2
180

- P
cosoL -l Byl =

o = 55,2° = sina = 0,82
Opp.segment =

o] - 2
(180'3’14 0,82.0,57).63

Dit ziet er wat ingewikkeld uit,
maar de rekenmachine en enkele
acceptabele afrondingen
vereenvoudigen de berekening.
(1-0,48) . 632 = 0,52 x 4000 =2080
Ook geldt:
opp. segment _ inhoud olie
opp. cirkel ~ inhoud tank

2080 _ inhoud olie _ olie

1 _
12400~ 3000 6 3000
6

Figuur 1

hoeveelheid olie 500 liter.

Het wordt tijd voor contact met de
olieleverancier, vooral doordat een
aanmerkelijk deel onder uit de
tank niet bruikbaar is.

Als je nog diezelfde avond je hark-
steel tot een volwaardige peilstok
wilt bevorderen, hoef je nog maar
één punt te bepalen, namelijk een
streepje voor inhoud 1000. Naar
schatting is hoek o dan 75° tot 80°
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groot.
Neem o = 75° en daarna o = 80°.
Voer bovenstaande berekening
voor beide waarden nog eens uit.
Je kunt dan redelijk nauwkeurig
het streepje voor inhoud 1000
plaatsen. Wegens de symmetrie ten
opzichte van lijn s zijn de streepjes
voor 2000 en 2500 nu ook bekend.
[]

De kantelende gietpan

In een klokkengieterij hangt een gietpan met vloeibaar brons. Door de
pan te kantelen loopt het metaal uit de pan in de gietvorm. Om een goed
gietprodukt te krijgen en ook om veiligheidsredenen wil men dat de straal
zo constant mogelijk is. Daartoe moet in het begin snel gekanteld
worden, naderhand wat langzamer en als de pan leeg raakt, weer sneller.
Als we deze wens beter kunnen formuleren en dan nog wiskundig in
kaart weten te brengen, is het mogelijk een werktuigbouwer opdracht te
geven een daartoe passend draaimechaniek te ontwerpen.

Het probleem

In figuur 1 staat de pan in een vijf-
tal standen getekend. De hoek o
wordt daarbij gemeten tussen de
verticaal en de as van de pan.

Bij oo = 0° is de pan nog vol, bij

a = 90° is de pan leeggelopen. We
berekenen nu eerst de hoeveelheid
vloeistof die uit de pan is gelopen
bij een zekere draaiingshoek o. Om
de zaak niet te moeilijk te maken
stellen we voor als pan een kubus

8

te nemen met afmetingen 1 X 1 X 1.
In figuur 1, de tweede stand, is dan
af te lezen dat de hoeveelheid weg-
gestroomde vloeistof een volume
heeft% tan o

Als we de pan met een constante
straal willen leeggieten, moet de
hoeveelheid weggelopen vloeistof
evenredig zijn met de verlopen
tijd. Dus dan moet %tan o even-
redig zijn met de tijd. []




Figuur 1. Leeglopende gietpan

1. In formulevorm: %tarl g=c.t

waarbij ¢ een nog nader te bepa-

len constante voorstelt.

Maar nu moeten we oppassen!
Deze relatie geldt alleen maar
voor het gebied 0° < o < 45°.
Immers voor het bereiken van
de 45°-stand heeft de weggelo-
pen vloeistof een "driehoeks"-
vorm, maar daarna een "trape-
zium"-vorm.

Daar hoort dan een andere
formule bij.

We hebben hier een typisch
voorbeeld van een op een be-
paald interval gedefinieerde
functie! Hoe gaat het verder
voor o > 45°7
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In de voorlaatste tekening is te
berekenen dat de nu uitge-
stroomde hoeveelheid is:
1

2 tana
interval 45°< o < 90°,
Ook hier willen we weer dat, om
een constante straal te krijgen,
de evenredigheidsrelatie geldt.
1

geldend voor het

Dan moet 1 — evenredig
. 2 tano
zijn met de tijd.
.In formulevorm: 1—-—1 = k.t
2 tano

waarbij kK weer een, nog te bepa-
len, constante voorstelt.

We moeten daarbij bedenken dat
deze relatie alleen geldt voor
45° < o < 90°.

e e e —— ——— —— — — ————
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Figuur 2. Draaiingshoek en verlopen tijd in relatie tot elkaar




Bepaling van beide constanten
cenk

De beide formules (1) en (2)
moeten voor & = 45° precies het-
zelfde zijn. Dat geeft een eerste

relatie tussen de constanten ¢ en k.

Bovendien speelt de totale uit-
stroomtijd nog een rol. Stel de tijd
waarin de pan omgekiept wordt 7.
Bij de klokkengieterij was T =5
minuten!

Als de pan dan 45° gedraaid is,
is de pan half leeg en de verlopen
tijd %T.

Dit ingevuld in vergelijking (1)
geeft: % =c.3Tdusc=1/T
Formulé (1) gaat er dan als volgt
uitzien:

t =17 . tanax voor 0°< o < 45°
In tzlguur 2 is dat in grafiek
gebracht.

Om de constante k te bepalen be-
hoeven we enkel te bedenken dat
voor & = 90° moet gelden 1 =T.

Bij de grafiek zouden we zeggen:
het punt met codrdinaten (T, 90°)

ligt erop. Zo vinden we ook voor
k de waarde 1/T.
Formule (2) wordt dan:
3
2 tanoy o or 45° < o < 90°

t=T(1-

Ook deze grafiek is in figuur 2
getekend. De beide stukken zijn
delen van de bekende tangenslijn,
y = tan x, maar wel een kwartslag
gedraaid.

Slotconclusie

De totale grafiek overziende, blijkt
dat de pan steeds langzamer
gewenteld moet worden, maar na
het passeren van het midden weer
vlugger. Als we de pan met
constante hoeksnelheid zouden
kantelen, zou deze grafiek recht
zijn geworden, maar dan hadden
we geen constante straal gehad! Nu
is er nog wel puntsymmetrie rond
het punt (%T,4S°). De helling van
de raaklijn aan de kromme, bepaalt
de veranderende hoeksnelheid. In
het centrale punt vertoont de
kromme geen knik; het verloop is
vloeiend. el

De waterstraalkromme

Als een kraan maar weinig open staat, zien we op de plaats waar het
water uit de kraan komt vaak een mooie ronde vorm. Bij verder openen
van de kraan verdwijnt die ronding geleidelijk. Wel blijft het zo dat de
straal naar beneden toe steeds dunner wordt - totdat het water zich in
druppels verdeelt. We proberen uit te zoeken of er van die straalvormen
wat te begrijpen valt. De beschrijving die we hier geven van de val-
beweging van het water, leidt tot een vorm voor de rand van de straal die
overeenkomt met de grafiek van de functie x — c¢/x4.
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Figuur 1

Stroomsterkte en stroomsnelheid
De stroomsterkte is de hoeveelheid
water die per tijdseenheid uit-
stroomt, de stroomsnelheid is de
afstand afgelegd per tijdseenheid
door een waterdeeltje.

Tussen beide is een relatie: de

stroomsterkte is de stroomsnelheid

maal de straaldoorsnede.

Omdat :

- zoals bij elke valbeweging de
snelheid van een vallend water-
deeltje tijdens de val toeneemt,
en

- de stroomsterkte in een constan-
te straal op elke hoogte even
groot is (de hoeveelheid passe-
rend water per seconde is overal
even groot), heeft de genoemde
relatie tot gevolg dat de doorsne-
de van de straal naar beneden
toe kleiner wordt.

Vertaald in formules

We voeren wat letters in (fig. 2).
In de (ronde) uitstroomopening
met straal x, heeft het water over
de hele doorsnede een verticale

snelheid v,. Na een valhoogte 4 is
de straal van de ronde doorsnede
x, en de snelheid v. De constante
stroomsterkte noemen we i. De
zwaartekracht zorgt voor een
eenparig versnelde valbeweging
met versnellingsconstante g. De
valwetten geven dan een

opp.= Tx2= L

Figuur 2
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betrekking tussen / en v:

Dit gaat wegens
=0 R =1 over i

P AT 8 §
h= 2gn2(ﬁ'x0“)

De straalvorm in theorie
Vergelijking (2) laat zien dat de
straalvorm zich het best laat
beschrijven in een codrdinatenstel-
sel met de oorsprong op enige
afstand boven het uitstroomvlak,
en met de positieve y-as verticaal
omlaag.

Met de afkortingen ¢ = i*/2gn’ en
y = h + c/x,* gaat (2) nog over in

b A~ L

In figuur 1 zijn grafieken van deze
relatie getekend voor verschillende
waarden van c, dat wil zeggen voor
verschillende stroomsterkten i.

Klopt de theorie?

Komt de in theorie voorspelde

vorm ook overeen met de werke-

lijkheid? Een vraagteken is hier
wel op z'n plaats, want we hebben
onder andere geen rekening
gehouden met:

— Het effect van de adhesie-kracht,
de kleefkracht tussen het water
en de kraanrand.

— De cohesie-kracht in het water,
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het streven van iedere vloeistof
naar een minimaal grensopper-
vlak. Als de straal erg dun
wordt, blijkt dat de opsplitsing in
afzonderlijke druppels in dit
opzicht voordeliger is. Het
"dunner” worden van de straal
uit zich dan verderop in een
steeds groter wordende onder-
linge afstand tussen de druppels.

— Het niet geheel constant zijn van
de verticale snelheid over een
hele doorsnede. De buitenste
laag van de waterkolom wordt
afgeremd door wrijving, eerst
met de wand van de kraanbuis,
daarna met de lucht.

De controle in het echt

De geldigheid van (2) is te testen
door metingen te doen aan een
echte waterstraal, dat wil zeggen
aan de fotobeelden in de figuren la,
b en Ic.

Meet zo nauwkeurig mogelijk met
een loepje de halve straaldiameter,
bij de bovenrand en ook ergens
lager. De streepjes op de schaalver-
deling gaven in werkelijkheid
centimeters aan, dus de echte
hoogte tussen de meetpunten is in
mm te vinden. Vergeet niet ook de
straaldikte om te rekenen van foto-
millimeters naar echte mm.

Met g = 9,8 m/s (de versnelling
van de zwaartekracht) blijft in (2)
alleen de stroomsterkte i als
onbekende over. Bij het maken van
de foto's is deze ook bepaald, met
een litermaat en een seconde-
wijzer. L]




Figuur 3 abc. Driemaal een vallende waterstraal. De maatlijntjes staan op I cm
van elkaar. Wie wat weet van lichtbreking kan wel bedenken hoe deze
stralen een zwarte rand kregen. Probeer het maar na doen, het gaat
heel gemakkelijk
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Een hoek in drieén

Een hoek in twee gelijke delen verdelen is niet zo moeilijk. Je zou er een
cirkel in kunnen schuiven zodat deze aan de benen raakt. De lijn van
hoekpunt naar middelpunt is dan de deellijn (fig. 1). Maar hoe zou je een
hoek in drieén kunnen verdelen? In figuur 2 wordt dat gedaan met hoek

ATE.

Figuur 1. Een hoek verdelen in 2
gelijke delen

Werkwijze

Dat gaat als volgt. Neem een
lijnstuk AD. Verdeel dat in drie
gelijke delen (AB = BC = CD).
Trek een cirkel met C als middel-
punt en CD als straal. Richt in B
een loodlijn op AD op. Neem nu
het hoekpunt 7 op deze loodlijn en
zorg dat één been van de hoek
door A gaat en het andere de cirkel
raakt. 7B en TC zijn nu de beide
verdeellijnen.

Probeer dat zelf maar te bewijzen
en als je een beetje praktisch bent,
maak dan uit karton een apparaat
om zo'n constructie uit te voeren,
voor je de oplossing bekijkt.
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Figuur 2. Een hoek verdelen in 3 gelijke
stukken

De oplossing

a. Het bewijs (fig. 3) Verbind het
raakpunt £ met het middel-punt
C. Nu is driehoek TEC het
spiegelbeeld van driehoek TBC
en deze weer het spiegelbeeld
van driehoek TBA. Zodoende
worden de drie hoeken bij T
even groot.

b. Het instrument (fig. 4). Neem
een strook. Deel deze in drieén.
Zet op het middendeel weer zo'n
strook en plaats de cirkel. De
tekening wijst de rest vanzelf.
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Figuur 3. Door een dubbele spiegeling \

worden de 3 hoeken gelijk 7
Figuur 4. Een apparaat om een hoek \\\\
in 3 gelijke hoeken te &\

verdelen
Optellen = vermenigvuldigen
2+2=2x%x2 V2 + (242 = V2 x (24 v2)
3ed=ixi  Fe § =3x3

Sommige getallenparen geven bij optelling dezelfde uitkomst als bij
vermenigvuldiging. Dat 2 + 2 gelijk is aan 2 X 2 zal ieder wel eens zijn
opgevallen. Zijn er nog meer van zulke paren getallen? Kan het met
andere gehele getallen? Met gelijke getallen? Zijn er met ongelijke
getallen nog andere mogelijkheden dan die hierboven gegeven zijn?
Probeer voor je verder leest eens of je zelf antwoorden op deze vragen
kunt vinden.

De algemene oplossing partner b te vinden is. De gezochte
We zoeken naar getallen a en b die  paren zijn dus bepaald niet zo
voldoen aan de relatie zeldzaam.
Nemen we het eerste getal (a)
a+b=axb,ofwel b= % geheel, dan vinden we ...,
s (-3,3), (-2.2), (-1,), (0, 0),
Aan deze laatste vorm is te zien (1, mis), (2,2), 3,2), 4.3), ...

hoe bij elk getal a een passende
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Het gaat één keer mis: voor a = 1
wordt de noemer nul in a/(a-1), er
is dan geen partner b.

De vergelijking 1 + b =1 X b heeft

géén oplossing.

Ook is te zien dat behalve (0, 0) en

(2, 2) er geen andere paren zijn
met beide getallen geheel.

Twee gelijke getallen

Zou het met twee gelijke, niet-
gehele getallen nog wél kunnen?
Voor welke getallen a € R geldt
a+a=axa?

De relatie is gelijkwaardig met
2a-a?2=0ofwela(2-a)=0,en
hieraan wordt uitsluitend voldaan
door de gehele getallen O en 2.
(0, 0) en (2, 2) zijn dus ook de
enige paren met gelijke getallen.

Twee breuken
Als a een breuk is, dan kan dit
getal altijd worden geschreven als

-’1—%'-—"1 met n € N enm e Z. Voor

de bijbehorende partner b geldt
dan
w. @ = (BEMIN - BE+M

-1 (n+m)n-1 m

Controleer zelf maar dat voor alle
m en n geldt
n+m+n+m_n+m n+m

= X
n m n m

n+m
Je kunt ook nagaan dat als —,

niet vereenvoudigbaar is, hetzelfde

ook geldt voor .+ M,
m

We vinden zo nog oneindig veel
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meer paren; steeds met gelijke
tellers, gelijk aan de som van de
belde noemers Bi_]voorbeeld
( ) ( ) ( E ) enzovoort.

Een ander soort gehelen

Omdat élk getal (# 1) een partner
heeft, geldt dit ook voor ieder
irrationeel getal. Bijvoorbeeld bij
a=5+3 hoort b =

5+V3) _ (5+vV3)@d-V3) _
G+V3)—=1 (@ +V3)@dV3)
13 13 \!3

Controleer maar weer dat
(5+V3) +11-1v3) = 824 1243

en ook v :
17_142y— 82, 12
(5+\/3)+l3—13\/3)— 824 4 V3

(5] (o8]

Ook hier zoeken we naar "mooie"
gevallen. Zijn er paren te vinden
waarin beide getallen de volgende
vorm hebben:

(geheel) + (geheel)\/ (pos.geheel)

Dus zoals 5 + V3, -2-7V6,
100-Y101, 7N7, enzovoort.

Na wat gepuzzel blijkt dat we dan
voor één van de getallen moeten
nemen

m+N(m-17+1

met m geheel en een willekeurige
tekenkeuze.

Probeer het maar! []




Formule voor leesbaarheid

Het verbaast je niet als iemand je zegt dat je morgen 16 jaar wordt, dat je
3 km van de school af woont of dat het nu kwart over negen is. Het gaat
hier om meetbare grootheden. Vreemder lijkt het als ze zeggen dat je
wiskundekennis 6 is of je intelligentiequotiént 97. Maar je dreigt van
verbazing van je stoel te vallen als je hoort dat je rechtvaardigheids-
gevoel 23 is of de leesbaarheid van deze tekst 54. Bij de eerste
voorbeelden gaat het om meetbare grootheden; bovendien zijn de
begrippen te definiéren. Bij de tweede groep wordt dat al moeilijker.

Hoe is je wiskundekennis te me-
ten; hoe te definiéren? Natuurlijk,
op school doet de leraar een ver-
woede poging.

Soms heeft men zelfs een zeer
eenvoudige meetmethode. Men
zegt dan: "voor elke fout trek ik
een punt af"'. Het zal niet meeval-
len een niet te defini€éren begrip te
meten! Toch doen ook psycholo-
gen hun best de intelligentie in een
getal te vangen. Door een test met
letters, getallen, blokjes, figuren en
kleuren bepalen ze je intelligentie-
quotiént. Het is opmerkelijk hoe de
niet-exacte wetenschappen een
steeds exacter gezicht gaan
trekken; hoe kwaliteiten worden
omgezet in kwantiteiten; hoe ook
hier steeds meer gaat gelden:
"meten is weten".

Een interessant voorbeeld hiervan
is de leesbaarheidsformule.

Moeilijkheid

Het is je bekend dat de ene tekst
leesbaarder is dan de andere. De
troonrede van de koningin is ge-
makkelijker leesbaar dan een regel

uit het Wetboek van Strafrecht,
maar moeilijker dan een verslag
van een Europa-cup-wedstrijd.
Iemand waagt het een formule aan
te bieden voor de leesbaarheid die
een uitkomst geeft van 0 tot 100.
Een 0 zou krijgen: "de infrastruc-
turele gewoonten lopen ten achter
op de strekkingen tot vroegtijdige
ingrepen ... enz." (memorie van
toelichting?)

Een 100 zou krijgen: "ik heet wim;
ik heb een bal; het is een rode bal
enz." (Leesles eerste klas.)

De bedoelde formule bepaalt de
moeilijkheidsgraad in verband met:

1. de gemiddelde woordlengte
ofwel het aantal lettergrepen per
woord ofwel het aantal lettergre-
pen gedeeld door het aantal woor-
den. We zullen dit aangeven met
de letter /.

2. de gemiddelde zinslengte ofwel
het aantal woorden per zinseenheid
ofwel het aantal woorden gedeeld
door het aantal zinseenheden. We
zullen dit aangeven met de letter w.
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Natuurlijk spelen hier nog andere
factoren een rol, zoals het gebruik
van minder bekende woorden,
maar genoemde twee factoren zijn
althans meetbaar. De formule luidt:
L=195-67]-2w

Berekening

Hier volgen twee teksten waarbij L
berekend is.

Annie M.G. Schmidt schrijft in
"Jip en Janneke" het verhaal van
een sneeuwman:

"Vader, hoe maak je een sneeuw-
man? vraagt Jip. Ik zal jullie
helpen, zegt vader. Hij haalt een
schop uit de schuur. En Jip krijgt
een klein schopje. En Janneke ook.
En dan werken ze heel hard. Koud,
zegt Janneke. Mijn handen
prikken. Dat gaat wel over, zegt
Vader. Hard werken. Eindelijk is
de sneeuwman klaar. enz." Het
hele verhaaltje heeft 43 zinnen,
230 woorden en 297 lettergrepen.
Zo vindt men:

L =195 -67.(297:230) — 2.(230:43)
ofwel L = 195 — 87 — 11 =97 (dus
zeer leesbaar).

Vervolgens een artikel uit het

Rijksambtenarenreglement: "Voor
de ambtenaren, die niet gedurende
het volle kalenderjaar werkelijk
dienst hebben gedaan, wordt de
duur van het vakantieverlof zo
mogelijk van het lopende en overi-
gens van een volgend kalenderjaar,
naar evenredigheid verminderd,
met dien verstande dat het reste-
rend gedeelte tot hele dagen naar
boven wordt afgerond en dat
zodanige vermindering in geval
van afwezigheid wegens ziekte of
verblijf onder de wapenen, anders
dan voor eerste oefening, alleen zal
worden toegepast, bijaldien de
afwezigheid langer dan onder-
scheidenlijk 3 maanden en 6
weken heeft geduurd.”

Dit schoon geschrift heeft 5 zin-
nen, 84 woorden en 168 lettergre-
pen.

Zo vindt men:

L =195-67.(168:84) — 2.(84:5)
ofwel L — 195 — 134 — 34 = 27 (dus
slecht leesbaar).

In ons cijfersysteem op school
zouden deze teksten 10- en 3-
gekregen hebben. []

De trapformule

Om omhoog te komen, hebben we een trap nodig. Een trap bestaat uit
treden en elke trede heeft een horizontaal gedeelte, dat aantrede heet en
een verticaal deel, dat optrede heet. Wij geven de aantrede aan met x en
de optrede met y. Soms is een trap steil. Dan is y groter dan x. Bij trappen
met een flauwe helling is y kleiner dan x.
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Figuur 1. Trappen met verschillende steilheid

Verschillende hellingen

Figuur 1a toont een zoldertrap. De
horizontale stukken zijn telkens 13
cm diep, terwijl we bij elke stap
steeds 25 cm stijgen.

De hellingshoek bij deze trap
kunnen we berekenen uit tana
25/13 = 1,923, zodat o = 62°. Dat
is dus de hoek met de horizontaal.
Die trap is vrij steil. Prettiger om
te bestijgen is trap b. Daar zijn op-
en aantrede even groot, elk 21 cm.

Deze trap gaat onder 45° opwaarts.

Trappen zoals in figuur c en d
komen we tegen als toegang voor
een tuinterras, een bordes, de hal
van een hotel. Daar is de optrede
juist kleiner dan de aantrede. We
stijgen er maar weinig. Reken zelf
maar uit dat bij getallen 33 en 15
de stijgingshoek 24° wordt en bij
43 en 10 ten slotte 13°.

De relatie tussen x en y
Aannemers die trappen bouwen
voor huizen, hebben daar vaak
geen gemakkelijk karwei aan. Ze
willen het de mensen zo comforta-
bel mogelijk maken; dat betekent
dat ze liever geen steile trap
plaatsen. Maar een flauw stijgende
trap kost meer ruimte dan een
steilere. Het zal duidelijk zijn dat
in duurdere huizen, waar meestal
meer ruimte is, de trappen ook
minder steil zijn (figuur 2). Bij een
steile klim zouden we y niet al te
groot willen kiezen. Eigenlijk
zouden we dan juist y kleiner dan
x willen kiezen, ... maar dat strijdt
natuurlijk met het idee van een
steile trap! Voorts kunnen we x en
y ook niet willekeurig kiezen. We
hebben niet de benen van een
giraffe en evenmin muizepootjes.

Figuur 2. Hoe steiler een trap, des te minder ruimte is er nodig




Een timmermansformule
Timmerlieden hanteren een
merkwaardige formule om de
relatie tussen x en y aan te geven.
Ze luidt: 2y + x = 63. Als een trap
volgens deze formule wordt
gemaakt, is deze goed te
beklimmen. Figuur 3 toont de
grafiek die de relatie tussen
aantrede en optrede geeft. Het
verband is liniair. Van 4 punten
komen de codrdinaten overeen met
de 4 trappen van figuur 1. Met
pijltjes is in figuur 2 telkens
aangegeven hoe steil een trap
wordt bij gegeven x en y. Door
eenvoudig de lijn vanuit de
oorsprong naar dat punt te trekken,

Passediezende boeren

Figuur 3. De trapgrafiek met verge-
lijking 2y + x = 63

krijgen we die steilheid te zien.
Meet de trappen in je huis maar
eens op en kijk maar of ze volgens
de juiste spelregels gebouwd zijn.
L]

In de "Camera obscura" van Nicolaas Beets wordt gesproken over
"passediezende boeren". Ook in de werken van de Vlaamse schrijver
Felix Timmermans komen we een spel tegen, dat daar "passedijzen" heet.
Passedijzen of passediezen is een vernederlandsing van het Franse
"passer dix", hetgeen betekent: "de tien overschrijden". Het is een
dobbelspel met de volgende regels: gooi met drie dobbelstenen; als het
aantal ogen meer dan tien bedraagt heb je gewonnen, bij minder dan tien

of precies tien verloren. Dit is alles.

Gokspel

Passediezen blijkt een zuiver
gokspel te zijn.

Een spel waarbij de kans om te
winnen even groot is als de kans
om te verliezen noemen we een
zuiver gokspel. Deze beide kansen
zijn zodoende even groot en ieder
50%. Laten we een ander gokspel
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nemen. Stel je het volgende voor:
je werpt met één dobbelsteen; krijg
je een worp met een even aantal
ogen dan zeggen we "je hebt
gewonnen'; bij een oneven aantal
"je hebt verloren". Dit is een
zuiver gokspel want de winstkans

is even groot als de verlieskans en
wel 50%.




Immers van de 6 mogelijke wor-
pen zijn er 3 even en 3 oneven. Het
aantal winstworpen is even groot
als het aantal verliesworpen.

Als je een andere afspraak maakt,
bijvoorbeeld: "winst bij een door 3
deelbaar getal" zou de kans op
winst tweemaal zo klein zijn als de
kans op verlies (tel zelf maar na).

Passedijzen

We keren nu terug naar het spel
"passedijzen". Daar was winst als
het totaal aantal ogen op 3
dobbelstenen de 10 overschreed,
verlies bij een aantal kleiner of

i

AT verlies
it

gelijk aan 10. Interessante vragen
hierbij zijn: waarom kiest men het
getal 10 en waarom stelt men
"gelijk aan 10" als verlies? (men
had dit ook als winst kunnen
afspreken). Laten we beginnen met
te tellen hoeveel mogelijke worpen
hier zijn. De eerste steen kan op 6
manieren geworpen worden, even-
zo de tweede, evenzo de derde.
Zodoende is het aantal mogelijke
worpen 6 x 6 x 6 = 216. Hoeveel
van deze worpen zijn gunstig? Je
zou dit kunnen onderzoeken door

ze allemaal uit te schrijven en de
winstworpen te onderstrepen. We
zullen een begin maken:

111 121 131 141 151 161 211 221 231 241 enz.
112 122 132 142 152 162 212 222 232 242

113 123 133 143 153 163 213 223

114 124 134 144 154 164 214 224

115 125 135 145 155 165 215 225

116 126 136 146 156 166 216

126 betekent: met de eerste dob-
belsteen een 1, met de tweede een
2 en met de derde een 6.

Gelijke kansen

Het is eenvoudiger door een rede-
nering aan te tonen dat het aantal
winstworpen precies de helft van
het totale aantal is, dus 108. Het is
mogelijk telkens twee worpen
samen te nemen waarbij de ene
winst, de andere verlies betekent,
aldus: neem de worp 153 (verlies)
naast 624 (winst); 216 (verlies)
naast 561 (winst) in het algemeen
worp a, b, ¢ naast (7-a), (7-b), (7-c).
We combineren dus de eerste 111
met de laatste 666 de tweede 112
met de voorlaatste 665 enz. We
zouden dit complementaire worpen
kunnen noemen. We kunnen nu in
het algemeen bewijzen: als worp a,
b, ¢ bestaat, dan ook (7-a), (7-b),
(7-c)en als a + b+ ¢ < 10 (verlies)
dan (7-a) + (7-b) + (7-c) > 10 (winst).
Immers (7-a) + (7-b) + (7-¢) = 21 -
(a + b + c¢) hetgeen > 10 wordt als
tenminste (a+ b +c¢) < 10.

Zo bestaat dus naast elke verlies-
worp een winstworp en is het
aantal verliesworpen gelijk aan het
aantal winstworpen. []
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T-puzzel

Trek met behulp van carbonpapier
de vier getekende stukken op
stevig karton over. Het is nog beter
ze op triplex over te trekken en ze
dan uit te zagen. Probeer met deze
vier stukken de gegeven figuur "T"
te leggen. Het zal je niet
meevallen, maar het kan! Bij een
onderzoek bleek dat 40% van de
proefpersonen er langer dan 10
minuten voor nodig had. 30% gaf
het na 15 minuten speuren geheel
op. En jij? []

Rotator-8

Het is mogelijk een ruimtelijk
lichaam op te bouwen uit 8 gelijke
regelmatige viervlakken, scharnie-
rend aan elkaar verbonden. Je zou
je kunnen voorstellen hoe een
dergelijke constructie te gebruiken
zou zijn voor een ruimtelaborato-
rium zoals sky-lab.

Het interessante is namelijk dat de
binnenzijde naar buiten gedraaid
kan worden, waarbij je door kunt
draaien zodat elk zijvlak zowel
binnen als buiten kan komen.
Speciaal bij een ruimtetoestel
zouden bij een constante rotatie
alle vlakken door de zon gelijk-
matig verwarmd worden. Het is
niet moeilijk uit een stevig karton
zelf dit lichaam te construeren.
Teken 2 x 16 gelijkzijdige
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driehoeken (figuur 1) tegen elkaar.
Kies de zijden bijvoorbeeld 6 cm.
Nummer de randen en lippen zoals
in de tekening. Vouw het papier
langs de ribben. Een getrokken lijn
betekent een bolle vouw, een
gestippelde een holle. Rits met een
schaarpunt even langs de ribben en
vouw ze om in de juiste richting,




waardoor de vouwen scherper
worden. Bestrijk nu alle lippen aan
de onderkant met lijm en alle
andere gemerkte plaatsen aan de
bovenzijde. Als de lijm gedroogd
is, plak je lip a op basis a; vouw
verder zodat b op b komt enz. Als
laatste komt g op g.

Buig de rotator nu om tot er een
cirkelvorm ontstaat en de einden
bij elkaar komen.

Plak nu de plaatsen gemerkt met
w, X, y en z tegen elkaar.

Als je wilt kun je eerst nog op de
driehoeken een hip patroon
tekenen, zoals aangegeven. Bij
rotatie ontstaat dan een kaleido-
scopisch effect. L]
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Een wiskundig voorschrift voor een

posttarief

Als we een brief op de post doen, moeten we juist frankeren en daartoe
moeten we het gewicht in de gaten houden. Voor een brief tot 20 g

betalen we op het ogenblik 75 cent.

De Duitse Bundespost heeft een
heel apart goedkoop tarief voor
lichtgewichtbrieven, die bovendien
nog bepaalde afmetingen moeten
hebben.

Deze standaardbrieven moeten aan
de volgende voorwaarden voldoen:
vooreerst maximaal 20 g, dan een
lengte van de enveloppe tussen 14
en 23,5 cm, een breedte tussen 9
en 12 cm en een dikte van
maximaal 0,5 cm. Ten slotte moet
de lengte minstens 1,41 keer de
breedte zijn. Vierkante enveloppen
bijvoorbeeld, zijn dus voor dit
speciale tarief niet toegestaan.

Nu lijkt het een hele klus voor de
Bundespost om snel te controleren
of, afgezien van gewicht en dikte,
de aangeboden brief aan de gestel-
de lengte- en breedtemaat voldoet.
Denk zo'n brief geplaatst in het
eerste kwadrant van een
rechthoekig codrdinatenstelsel met
€én hoekpunt in de oorsprong. Leg
de brief dan zo, dat de korte zijde
langs de x-as valt en de lange zijde
langs de y-as.

Stel nu de codrdinaten van het
hoekpunt tegenover de oorsprong
(x, y), dan moeten de volgende
ongelijkheden gelden:
9<x<12verder 14<y<235en
y=141x
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In figuur 1 is het gebied gearceerd
waar het bedoelde hoekpunt

235

14,0
Figuur 1.
Kenmer-
kende
positie voor
het vierde

0 9 12 hoekpunt

terecht moet komen om gebruik te
mogen maken van het goedkope
tarief.

Ga dat zelf maar na.

Het zal duidelijk zijn dat de
schuine lijn door de oorsprong de
richtingscoéfficiént 1,41 heeft en
dus de vergelijking y = 1,41 x. De
gearceerde vijfhoek is dus een
soort meetinstrument waarmee
standaardeigenschappen van
brieven gemakkelijk getest kunnen
worden. Bij de Bundespost is dat
zelfs gemechaniseerd. Met behulp
van lichtstraal en fotocel wordt de
kriticke positie van het vierde
hoekpunt getest. L]




Als er één schaap over de dam is...

Er zijn veel manieren om iets aan te tonen. Je kunt bewijzen dat de som
van de hoeken in elke driehoek 180° is; dat lukt door ergens een hulplijn
te trekken. Je kunt bewijzen dat een bepaalde vierkantsvergelijking reéle
wortels heeft; dat lukt door het teken van de discriminant te bekijken.
Telkens proberen we een of andere sluitende redenering op te zetten.

Een bruikbare methode daarbij is
ook de manier van volledige
inductie. Hierbij worden, uitgaan-
de van bepaalde zekerheden, meer
algemene conclusies getrokken.
Toch is de werkwijze hier geheel
anders dan de experimentele aan-
pak van de natuurwetenschappen.
Iemand onderzoekt bij een bepaal-
de spiraalveer of daar de uitrek-
king en de trekkracht wel even-
redig zijn Hij besluit te conclude-
ren dat de meting het vermoeden
bevestigt. Maar... vervolgens
maakt hij de gevolgtrekking dat de
regel nu wel voor alle veren zal
gelden.

Als iemand daaraan twijfelt,
besluit hij het nog eens aan een
andere veer te bekijken. Weer
wordt zijn vermoeden bevestigd.
Nu is het algemene bewijs toch
wel geleverd!

Voor een wiskundige is de som van
de drie hoeken van een
willekeurige driehoek nog geen
180°, ook al is dat voor 500
driehoeken gecontroleerd.

Maar in de wiskunde heeft men
een methode ontwikkeld, waarbij
het wel mogelijk is uit een enkele
zekerheid tot een algemene geldig-

heid te geraken. We bedoelen de
methode van de volledige inductie.

Hoe werkt dat?

Kijk eens naar de volgende
optellingen.

1=1

1+3=4

1+3+5=9
1+3+5+7=16
1+3+5+7+9=25...

Een natuurkundige zou nu het
stellige gevoel hebben, dat hier-
mee feilloos zou zijn aangetoond
dat de som van een aantal elkaar
opvolgende oneven getallen,
beginnend met 1, steeds een
kwadraat oplevert. En voor een rij
van drie getallen wordt het dan 32
of 9, voor een rij van 5 getallen 52
of 25 enz. Voor een wiskundige is
hooguit argwaan of verwondering
gewekt, bewezen acht hij nog
niets.

Hij zou zich absolute zekerheid
willen verschaffen over de vraag
of de som van een dergelijke rij tot
"in lengte van dagen" een
kwadraat zal opleveren. Hij
gebruikt daarvoor de methode van
de volledige inductie. Dat komt

#ia




hierop neer. Hij toont aan dat, als
het bij €én of andere rij uitkomt,
het voor de volgende ook zeker
waar is.

Stel eens dat ergens de optelling
van een serie van n oneven
getallen inderdaad de uitkomst r?
zou hebben.

De daarop volgende som zou dan
worden: n2+4+ 2n+ 1) =n2+2n+1

of (n+ 1)2.

En dat is het volgende kwadraat!
Maar dan levert de volgende som
ook weer een kwadraat enz.

En omdat het voor de eerste som
uitkwam (I = 1) klopt het ook voor
alle volgende. Als er één schaap
over de dam is, volgen de andere
vanzelf.

Een ander voorbeeld
Door deze werkwijze worden geen
formules gevonden, maar slechts
vermoedens bevestigd. Zo bestaat
er een formule voor de som van de
kwadraten van een rij natuurlijke
getallen.
12+224+32+ ,.n2=
ln(n+1)(2n+1)

De fysische werkwijze zou nu zijn:

test de formule voor enkele waar-
den van n.

Wij gaan het probleem te lijf met
de methode van de volledige
inductie. We bewijzen dat de
formule klopt voor n = 1. Het
klopt, want ¢ (2)(3) = 1. Verder
moeten we aantonen dat als de
formule "zou" kloppen voor een
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zekere waarde n, deze vanzelf ook
zou kloppen voor de waarde n + 1.
Volgt uit:

12+2°+ 3+ ...n*=

-é nn+1)2n+1)
ook:
{(17+2*+ 32+ ... n*}+(n+ 1)=

Lon+ 1)(n+2)2n +3)?

of {gn(n+ 1)2n+ 1)} + (n+ 1y=
Ln+ D(n+2)2n +3)?

of tnn+1)+(n+1)=
ln+2)(2n+3)?

en dit laatste blijkt inderdaad juist
te zijn.

Door even uit te vermenigvuldigen
en op te tellen blijkt dit direct.

Zelf proberen

We geven nu nog twee uitkomsten
VOOr een som van een rij tweevou-
den en een rij derde machten.
Probeer de formules te bewijzen
met de aangegeven methode.

Vooreerst:
2+4+8+16+...2"=2(2"-1)

vervolgens:
P+ 243 +P, 4=
ZI;”Z (n+1) []




Nomogrammen

Vaak heeft men relaties tussen drie grootheden, zoals:

¢= a*+b* (stelling van Pythagoras)

y=21(x+z) (bepaling van een gemiddelde)

V=7ur*h (inhoud van een cilinder)

U=IXR (wet van Ohm)

Als het gaat om twee variabelen, kan men grafisch grootheden bepalen
met behulp van een coordinatenstelsel; in het geval van drie grootheden
zou men met een x-y-z-stelsel in de ruimte kunnen werken, maar dat is

slecht in het platte vlak uit te beelden. Nomogrammen geven hier een

oplossing.

Vaak wil men weten hoe groot één
van de drie variabelen wordt als
beide andere gegeven zijn, zoals:
welke straal heeft een cilinder bij
gegeven inhoud en hoogte?

Zo'n vraag kan opgelost worden
met een nomogram. Zoiets bestaat
uit drie evenwijdige lijnen op juist
gekozen afstanden, ieder met een
geschikte verdeling. Door
eenvoudigweg je geodriehoek
daarlangs te leggen, kun je de
gevraagde waarde aflezen.

91 9 9
8 '8 '8
7 _““‘---1,‘_‘ 7
\0 s Je
51 5 5
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Figuur 1. Bepaling van een gemiddelde

Het gemiddelde

Maak de afstanden tussen de
schaaldragers gelijk, voorzie ze
van een evenredige getallenverde-
ling, zodat gelijke getallen op
gelijke hoogte komen (fig.1).
Omdat in een trapezium de
middenparallel gelijk is aan de
halve som van de evenwijdige
zijden, zal hier gelden:

y = 3(x + z). De "vluchtlijn" geeft
in de figuur aan: 4 = %(2 + 6) en
7= %(6%+ 7%). Dat klinkt allemaal

9, r9 S

5‘/ j
4- -4 l-4

Figuur 2. Nomogram voor y=§ (2x+z)
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nogal eenvoudig. Het berekenen
van gemiddelden is nooit erg
moeilijk.

Variaties

We handhaven dezelfde
verdelingen, maar we maken de
afstand tussen y en z tweemaal zo

groot als die tussen x en y (figuur 2).

Ga zelf maar na dat we hiermee de
relatie y = % (2x + z) hebben
uitgebeeld.

Hierbij is y ook een soort gemid-
delde. Het is als bij de bepaling

van een eindcijfer afgeleid uit de
resultaten van twee proefwerken,

waarbij het eerste cijfer dubbel telt.

Had je dus voor het eerste werk
een 4 en voor het tweede een 7,
dan wordt je eindresultaat een 5.
Lees zelf af wat je op je rapport
gekregen had als het eerste cijfer
een 7 en het tweede een 4 was
geweest.

x y z
9 18 9

8-4 H16 -8

7\\'14 ~7
61 -6

B

N
4 L8 4
3 -6 3
24 4 2

Figuur3.y=x+1:
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Bedenk verder zelf hoe je
nomogram eruit komt te zien als je
y =ﬁ (3x + z) moet uitbeelden en
hoe bij y =% (2x + 32)?

Vermenigvuldigen en delen
Door de eenheden op de y-schaal
2X zo klein te kiezen, kunnen we
de relatie y = x + z uitbeelden

(1) (U) (R)
X y b4
9 - 9_
5 - 8
L7 \\\ e 7
L 6 o P~ 6
|30
5 = 5_
4 _?e\\ 4_
\\.
L3 :10 3‘-:4
2 B B
T -
\ -3
\\ 2
1
R
1 \‘ 1 1
0.9 % L 0.9
L——O-B \: O-B—q
L.0.7 :.\ - e A
0.6 ™ "% o.ts_1
0.5 ~ \\ 05_
L 0.2 \
0.4 04
0.1 b
0.3 o o.a\_+
0.2 L 0.2
002
o1 _0.01 0.1

Figuur 4. Nomogram voory = x . z




(fig. 3). Daardoor kun je aflezen:
7+ 5 =12. Dat lijkt nog minder
interessant, maar met een kleine
wijziging van het systeem kunnen
we overschakelen van optellen
naar vermenigvuldigen. Immers,
als we logaritmische schalen
aanbrengen in plaats van lineaire,
dan gaat y = x + z over in:
Iny=Inx+Inzofwely=1x.z.

Dat is gerealiseerd in figuur 4.
Daar kun je nu aflezen: 9 x 3 =27
en 2 x 0,3 = 0,6. Omgekeerd kun je
natuurlijk met zo'n nomogram ook
delen. Stel dat x de stroomsterkte
verbeeldt, y de spanning en z de
weerstand van een stroomgeleider.
Volgens de wet van Ohm is
spanning gelijk aan stroom maal
weerstand. Lees nu eens af hoe
groot de stroomsterkte wordt als
men een spanning van 9 V zet op
een weerstand van 4 Q.

Bij delingen moet de teller dus
ingesteld worden op de middelste
schaaldrager.

Nog ingewikkelder

Tot dusver had je beslist alles nog
wel uit het hoofd klaar gekregen,
maar men kan ook nomogrammen
ontwerpen voor erg onoverzichte-
lijke gevallen. Neem bijvoorbeeld
de relatie: y = x’z. In dit geval
werken we weer met logaritmische
schalen, maar we maken de afstand
y-z tweemaal zo groot als de
afstand x-y.

Lees in figuur 5 af: 2. 5=20en
(0,5)*.4 =1 en verder

o ¥ = 9|
-8 500 8
r = 7.4
6 B 6.
|5 5
|_100 2
4 = g
=50 o - o
P ol /
L. = A3
k20 7/
i /
L. /7
RS - ol R *
= 7
= /
(s /
s o
4
1 1 1
09 - 0.9 _]
L o8 / Fos 0.8
_Yozé L 06|
/0% 0.5 _
~ 9!
04 i = 0.4 _|
0,05
0.3 - ™~
« 034
— 3
\\
01
0.2 EOO OI‘H
0005
L o1 L0001 0.1

Figuur 5. Nomogram voor y = x* . z

(0,6)*. 0,2 =0,07.

In het laatste geval zou op die
manier dus de inhoud berekend
kunnen worden van een balk met
vierkante doorsnede met zijde 0,6
en hoogte 0,2. Maar we zouden de
zaak even zo goed kunnen om-
draaien en de inhoud en hoogte
geven en de ribbe van het grond-
vierkant laten berekenen. Je zult nu
wel begrijpen dat het een sport is
om voor steeds ingewikkelder
gevallen van relaties tussen drie
grootheden de geschikte
nomogrammen te ontwerpen. [
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De ossehuidformule

Voor een bontbewerker een huid kan verwerken, dient deze eerst te
worden opgespannen om te drogen. Men doet dit door de huid met
spijkertjes langs de rand vast te zetten op een ondergrond. De vorm die
dan ontstaat is altijd tamelijk grillig, zodat het moeilijk wordt om de
oppervlakte te bepalen. Toch is dat erg belangrijk in verband met de
verkoopwaarde.

Hoe kun je de oppervlakte van zo'n opgespannen huid berekenen? We
zullen hiervoor in het volgende een benadering geven, waarbij we ervan
uitgaan dat de oppervlakte van de huid wordt benaderd door de
oppervlakte van de veelhoek, die de spijkertjes als hoekpunten heeft. We
kunnen het probleem dan als volgt stellen. Bepaal de oppervlakte van de
veelhoek als de coordinaten van de hoekpunten gegeven zijn.

We beginnen simpel. In figuur 1 is

Bhmbsdiicapdatie
een A ABC getekend, waarvan de \
hoekpunten voor het gemak in
roosterpunten zijn gekozen.

We noemen de codrdinaten van A o
(X,,y) van B (X,,y,) en van C (X,,Y5).

Hoe groot is de oppervlakte van 3 4 aa
A ABC? We berekenen deze door

te letten op de trapezia PABQ, 0
OBCR en PACR. ]
Opp. A ABC Figuur 1.

= opp. PABQ + opp. OBCR — opp. PACR

=%PQ {AP + BQ|} +% OR {BQ + CR} —%PR{AP + CR}

= % 0. =y, + x,) +% (s = y)(x; + x3) —%()’3 —y)(x+ x;3)

=% [,y + X30: = X091 = X)) + XoY3 + X3Ys — Xo)y — X3Yy — XiY3— XaYst X)) + Xy ]
=% [X,y, = X,y3 + X503 — X)) + Xy, — XqY]

=% [x,(2 = ¥3) + %(y=y1) + (0 — ¥l

2% [X:(y2 = ¥a) + X:(p5 =y) + X3(ys = Y2) + X4(y) — ¥3)]

Deze formule is op zichzelf niet oppervlakte van vierhoek ABCD in
erg interessant, maar: hij is zonder  figuur 2 uitrekent op dezelfde
meer uit te breiden voor de manier als zojuist van A ABC is

oppervlakte van een vierhoek, een  gedaan, dan zul je vinden:
vijfthoek, enzovoort. Wanneer je de

Opp. ABCD = %[x:(yz = ¥4) + X0 = Y1) + X(Ya— y2) + X (y1— ¥s)]
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Formule

In beide gevallen kunnen we de
oppervlakte van A ABC respectie-
velijk vierhoek ABCD schrijven
als:

22X Vie1 = Yio1)

Deze formule blijkt algemene
geldigheid te hebben voor elke
veelhoek:

Nummer de hoekpunten ABCDE...
van een veelhoek achtereenvolgens
1,2, 3, ... n,zoals in figuur 1 en
figuur 2. In de formule is nu x; de
x-codrdinaat van het hoekpunt met
nummer i; y;,,; €n y; _, en zijn de y-
coordinaten van het voorafgaande
en het volgende hoekpunt. We
moeten hierbij afspreken dat
Yo=Yn N Y= Yp 4 |

Het teken X is de Griekse letter
sigma en duidt aan dat je voor i
achtereenvolgens 1, 2, 3, . . n moet
invullen en de resultaten somme-
ren. De formule geldt ook als er
negatieve coordinaten in het spel
zijn.

Herhaling

De werkmethode heeft een herha-
lingskarakter zodat de berekening
speciaal bij zeer veel hoekpunten
geschikt is voor een computer.
Daar is dan gemakkelijk een
programma voor te ontwerpen. Nu
de oppervlakte van de in figuur 3
getekende huid, met behulp van de
formule. De huid is getekend met
de erbij behorende spijkertjes en
hun coordinaten. Verder is de
berekening in een geordend

Figuur 2.

¥

: .‘gaﬂ g {13213

X

Figuur 3.

Figuur 4.
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schema weergegeven. Hoekpunt 1 X¥ui - X \7 X;Vi_1
bevindt zich links onder, hoekpunt

2 rechts daarvan en zo verder. (2) 4)
3 1 1 4
Totaal heeft deze veelhoek 15 8 4 3 4
hoekpunten. 21 7 2 2]
2 11 3 22
Het verschil van 826 en 654 is 172, /8 13 2 39
dus de oppervlakte van de huid is 120 12 6 24
de helft van 172 of 86. Ter 143 I 10 66
vergelijking is nog een rechthoek 132 I 13 120
117 9 11 &
getekend met dezelfde oppervlakte 79 7 13 7
(figuur 4). 48 4 1 52
18 3 12 22
21 3 9 36
16 4 7 36
2 g, 4 14

(D (1)

— —

826 654

Uitgave onder toezicht van de Nederlandse Onderwijscommissie voor
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