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Nieuwe jaargang

Bij de start van de eenendertigste
jaargang staat een team van mede-
werkers aangetreden om het tijd-
schrift weer nieuwe impulsen te
geven. Dat betekent: accenten
verleggen, een stukje vernieuwing
realiseren. Het moet een genoegen
zijn het spel van de wiskunde te
spelen.

Dat zal tot uiting komen in de
keuze van de illustraties, ook zeker
van de omslag. We proberen de
wiskunde herkenbaar te maken in
beelden van alledag.

Er zal meer uitnodiging in de
richting van de lezer komen om
zelf meer kritisch op onderzoek te

gaan en soms uit zich dat ook in
knippen en plakken. Het element
van verrassing achten we daarbij
van grote waarde.

We starten met een rubriek: waar
of niet-waar. Daar gebeuren
vreemde dingen met figuren, met
getallen, met letters.

Een goede redenering moet dan
vaak de zeepbel doorprikken of
zoals Aristoteles het zei: “Wie de
juiste weg wil gaan, moet ook de
dwaalwegen kennen”.

De uitleg van waar of niet-waar zal
komen te staan in het laatste
nummer van deze jaargang. &

Een statisticus waadde vol vertrouwen door een rivier die gemiddeld

50 cm diep was. Hij verdronk.




OO In de haven Funchal (porto do Funchal) op het Portugese eiland
Madeira, ligt als een monument een groot betonnen ankerblok met zware
ketting en anker om schepen vast te leggen.

Als wiskundige stel je daar vragen over, het ligt er als een uitdaging. Hoe
zit het in elkaar, welk is het grondpatroon? Bepaal de stand van de
symmetrieassen.

Hoe doorsnijden de lichamen elkaar? Kun je hoeken construeren of
berekenen? Hoe stabiel is zo'n blok?

Grondvorm vlak getekend met alle ribben even
De vier deellichamen zijn afge- lang. Als we daarin de lichaams-
knotte kegels, waarvan de assen zwaartelijnen trekken, dan hebben
twee aan twee gelijke hoeken met die ten opzichte van elkaar de-
elkaar maken. zelfde richtingen als de assen van
Hoe groot zijn die hoeken? de kegels in het ankerblok.

De basisvorm van het lichaam is In figuur 2 hebben we twee ervan,
een regelmatig viervlak. AF en DE, preciezer aangegeven.
Als hoekpunten zou je de vier De punten E en F zijn de zwaarte-
toppen van de kegels kunnen punten van grondvlak en rechter
nemen of de centra van de eind- zijvlak. M is het zwaartepunt van
vlakken. het viervlak zelf.

In figuur 1 hebben we zo’n vier- In figuur 3 hebben we een uitslag
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Figuur 3. Uitslag op ware grootte.




gemaakt van het viervlak.

We zetten daartoe twee gelijk-
zijdige drichoeken ABC en BCD
tegen elkaar, scharnierend om BC.
Cirkel vervolgens ND om (zie pijl).
Driehoek ADN wordt het middel-
loodvlak van BC.

Door nu in driechoek ADN de lood-
lijnen DE en AF te trekken,
hebben we alle lijnen die van
belang zijn, op maat.

Ook de hoek tussen de twee assen
AF en DE komt op ware grootte in
beeld. We kunnen die hoek nu
opmeten en vinden ongeveer 110°.
Vanwege de symmetrie maken alle
vier de assen twee aan twee
dezelfde hoeken met elkaar.

Ware grootte

Als we die hoek exact zouden
willen kennen moeten we figuur 3
gaan doorrekenen.

Je kunt beginnen met de ribbe van
het viervlak a te stellen en achter-
eenvolgens alle lijnstukken daarin
uit te drukken tot je in drichoek
AMD uitkomt.

Als je de lengte van de ribbe 12
stelt, heb je geen last meer van
breuken. Loop het zelf maar na.
Driehoek AMD hebben we in
figuur 4 nog maar eens apart
genomen.

Je kunt daar nu aflezen: sin (1 = l\fﬁ
en cos 205 = \/3 en volgens de
formule: sin OL 2 sin o, cos OL
vinden we sin ot = \/2 en dat is
exact!

Met je rekenmachine kom je dan
uit op: o = 109,5°.
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Figuur 4. Berekening van o.

Doorsnijding van kegels

Wat ons vervolgens interesseert is:
hoe doorsnijden de kegels elkaar?
Hoe is de doorsnijdingskromme
van een kegel en een plat vlak?

In figuur 5 hebben we de door-
snijding van twee van die kegels
aangegeven.

Als we veronderstellen dat het
cirkelkegels zijn, dan zal een vlak
dat de as niet loodrecht, maar
onder 55° snijdt, een ellips af-
snijden. De toppen van de lange as
liggen daarbij in het vlak door
beide assen van de betreffende
kegels.

Z0o’n snijvlak 1s het bissectrice-
loodvlak van die assen.

Snijvlakken in het viervlak

In figuur 6 hebben we in het vier-
vlak de zes snijvlakken aange-
geven. _
Het zijn de middelloodvlakken van
de zes ribben van het viervlak.
Omdat er vier assen zijn (MA,
MB, MC, MD), zijn er ook
paarsgewijze zes bissectricelood-
vlakken. Ga dat zelf maar na.




shijkromme

Figuur 5. Snijvlak van twee kegels.

Figuur 6. Snijvlak halveren de hoeken tussen de assen.




Verder onderzoek

Er is aan het ankerblok nog veel
meer te onderzoeken.

Waarom kiezen ze voor zo’n vier-
vlaksmodel? Ze hadden toch een-
voudiger een kubusvormig beton-
blok kunnen nemen.

Maar, het blijkt dat dit model veel
stabieler is; het ligt steviger.

Als je een kubus zou nemen met
hetzelfde volume als dat van het
viervlak en dus ook met hetzelfde
gewicht, dan kost het meer kracht
om het viervlak om te trekken.
Daarvoor moet nagegaan worden
hoeveel punt M daarbij stijgt.

Bij een viervlak wordt dat meer
dan bij een kubus. En daarom staat
een viervlak steviger op zijn poten!

Stevig staan

We voelen vrijwel automatisch aan
dat een regelmatig viervlak
steviger staat dan een kubusvorm,
natuurlijk op voorwaarde dat biede
lichamen even zwaar zijn.

We proberen dat ‘steviger’ wat
beter te definiéren.

In figuur 7 staat naast het viervlak
de overeenkomstige kubus. We
trekken beide om door middel van
een horizontale kracht, aangrijpend
in het zwaartepunt M.

De vraag is: bij welk lichaam gaat
dat gemakkelijker, bij kantelen van
het viervlak om BC of de kubus
om QR?

Als we blijven uitgaan van het vier-
vlak met ribbe 12, hoe lang worden
dan de ribben van de kubus bij
gelijk volume en gewicht.
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De grondoppervlakte bij het vier-
vlak is bijna 63, de hoogte onge-
yeer 10 en dus het volume

5 X 63 x 10 of 210.

E)an volgt X = 210 of bij 6, zodat
de ribben van de kubus vrijwel half
zo groot zijn. De precieze maten
staan in figuur 7.

Kantelen

Als we de kubus iets willen
kantelen om QR, dan geldt F» =G
(G is het gewicht van de kubus).
De krachten zijn gelijk omdat de
momentsarmen voor beide krach-
ten even groot zijn.

Anders is dat bij het viervlak. De
armen zijn daar ME en EN. En de
verhouding: EN : ME = 2V 3 : V6
of 2:V20f V2: 1.

Daarom geldt: Fy is V2 of 1,41
keer groter dan het gewicht van het
viervlak. Je kunt het ook zo zeggen:
het kost 41 % meer kracht om het
vierkant op te wippen dan de even
zware kubus.

En daarom staat het viervlak
steviger.

Arbeid
Je kunt het nog anders bekijken.
Willen we zo’n lichaam volledig
omkiepen dan moet daarvoor een
zekere hoeveelheid arbeid verricht
worden. En dat heeft hier, omdat
de gewichten gelijk zijn, alleen te
maken met de verhoging van het
zwaartepunt.
1. Bij het viervlak ligt M aan-
vankelijk op een hoogte EM
boven het grondvlak.




Figuur 7. De kubus kantelt gemakkelijker.

Bij kantelen om BC wordt die Bij invullen van de juiste
afstand maximaal NM. waarde van x komen we uit op
Omdat NM = 3V2 en EM =6 ongeveer 1,04.
wordt het verschil in hoogte En zo zie je dat het 72% meer
3v2 -6 = 1,79. We gaan hier- arbeid kost om het viervlak te
bij uit van ribben van 12. kantelen! En dat staat dus

2. Bij de even zware kubus worden duidelijk steviger. 2

die waarden& X V2 en x en dus
het verschil i m hoogte: x(\/2 i)

gelijke grondoppervlakte + gelijke hoogte + gelijke doorsnede = gelijk volume
7




Bewijzen voor deelbaarheid

OO In een wiskunde-olympiade werd gevraagd te bewijzen: 20+1 + 5,320
is voor elk natuurlijkgetal n, deelbaar door 7.

Je kunt het beste beginnen met zelf in te vullen: bij n=1 komt er 49 te
staan, bij n=3 verschijnt 413 en zo verder, allemaal uitkomsten deelbaar
door 7. Maar hoe bewijs je in het algemeen dat het zo doorgaat?

Dat lukt met de methode van volledige inductie.

We gaan daarbij als volgt te werk. Veronderstel dat de deelbaarheid klopt
voor een zeker waarde van n. Toon dan aan dat het ook klopt voor de
waarde (n+1). Kijk vervolgens of de deling opgaat bij n=1 en dan lukt het
ook voor elke volgende waarde van n.

Voorbeeld

Bewijs: 2n+1 + 5-32n g deelbaar
door 7, voor n een natuurlijk getal.
Veronderstel nu dat voor een of
andere waarde van n de deling
klopt. Bewijs nu dat het dan ook
opgaat voor

2n+2 4 5-32(n+1) ofwel voor
2(2n+l) + 0. (5_32n)2

Stel dat a+b deelbaar is door 7 dan
1s 2a + 9b dat toch ook.

Immers 2a + 9b = 2(a+b) + 7b.

Zo lukt het in veel gevallen deel-
baarheden in het algemeen te be-
wijzen.

Andere methode

Een andere manier is die van de
merkwaardige quotiénten.

Je kunt (a—b) delen door (a-b),
nogal wiedes.

Je kunt (a2 — b2) ook delen door
(a —b), uitkomst (a + b).

We gaan verder:

a3_b3
a—
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= a* + ab + b°.

a-b

Je kunt dat gemakkelijk door een
vermenigvuldiging controleren.
Maar we kunnen nog verder gaan.
In het algemeen blijkt te gelden:
a' — bn
a—->b
+ad" b tab" T

=g 1 4d % b+

Bijvoorbeeld:

=a*+a’b +a®b* +ab® + b*.
a—b

Voorbeeld

Kies a=8 en b=1, dan volgt uit de
algemene formule:

81 — 1 is deelbaar door 7. Voer
maar een paar controles uit.

Neem n=4 dan verschijnt

4095 =585 x 7.

Waarom is 341 — | deelbaar door 807
We kunnen de tweeterm schrijven
als: 341 — 14n en dat is deelbaar
door 34 — 14 ofwel door 80. In de
algemene formule hebben we n
dan vervangen door 4n.




Nieuwe opgaven

Bewijs nu zelf dat je 621 — 230 kunt
delen door 7. Bedenk dat 62 — 23
deelbaar is door 7.

Waarom kun je 55" — 1 delen door
71?7 Waarom 114" — | door 183?
Zo is verder 113n — 730 deelbaar
door 19 en 1930 — | door 381.

En zo kun je 1340 — 182n delen
door 17.

Plusteken

Het gaat hier steeds om twee-
termen met daarin een minteken.
Is dat minteken van wezenlijk be-
lang? Dat lijkt maar zo.

Stel in de algemene formule b = —
en daarbij n oneven, dan:

1 I
a+c o n—]_an—Z. c +
a+c

-3 .2 —2 >
+a" " ’.ct....—ac" “+ctL,

Z0 1s 37+] deelbaar door 4 voor n
oneven. Test het zelf maar.

Meer trucs

Als twee veeltermen ieder door een
bepaald getal deelbaar zijn, dan is
hun som of hun verschil dat ook.
Als je moet bewijzen dat een twee-
term door bijvoorbeeld 34 deelbaar
is dan kun je misschien die tweeterm
in twee factoren ontbinden en
bewijzen dat de enen factor door 2
en de andere door 17 deelbaar is.
Zo zijn er nog vele pijlen op de
wiskundige boog.

Een laatste voorbeeld

We trekken de trucendoos nog een
keer open en vragen te bewijzen:
132n 4 7n _ 2 is deelbaar door 6.
Oplossing:

schrijf (132n — 1) + (70— 1)

De eerste tweeterm is deelbaar
door 132 — 1 of door 168 en dus
door 6.

De tweede is deelbaar door 7 — 1
dus ook door 6, maar dan is de
som van beide tweetermen ook
deelbaar door 6. @

0@




OO Jaap van Royen uit Doetichem vertelt over zijn motoravontuur
tijdens zijn laatste vacantie in Algerije. Hij was op zijn motor met twee
Algerijnse jongelui, die precies zo’n zelfde apparaat hadden, dwars door
de woestijn aangekomen bij de oase Arak. Van daar wilde hij door naar
Tamanrasset, wel 250 km verder. Tussen beide plaatsen was, volgens
informatie bij de nomaden, nergens een bezinedepot. Tot overmaat van
ramp wilden de twee anderen terug naar Algiers. Maar in de zwoele
avondlucht kwamen ze tot een plan. De twee Algerijnen waren bereid
met volle tank met hem mee te rijden, onderweg benzine naar zijn motor
over te hevelen, mits .. . hun eigen terugtocht niet in gevaar kwam. Zo
zou hij een eind kunnen komen. Hoe ver, that was the big question!

Gegevens

De motoren rijden 1 op 15 (15 km
op 1 liter benzine). In elke tank
kan maximaal 18 liter worden
meegevoerd.

Ze vertrekken met volle tank en
nemen een slangetje mee om
benzine over te hevelen. Jaap zou
zonder hulp niet verder dan

18 X 15 km ofwel 270 km kunnen
komen, maar de afstand is ver over
de 300 km!

Werkplan
Joessef gaat hevelen na x liter ben-
zine te hebben verreden. Hij moet

10

daarna nog terug naar huis en heeft
daar zelf dan nog x liter voor nodig.
Zodoende kan hij 18 — 2x liter
overhevelen naar Jaap zijn motor.
Echter: Jaap en Ali hebben op dat
moment ook al x liter verreden, zo-
dat in die beide tanks nog x liter bij
kan ofwel in die twee tanks samen
2x liter.

Het beste lijkt om alle benzine
over te hevelen, zodat: 18 — 2x =
2x. Dus: x =45 liter.

Joessef gaat nu terug en Jaap en
Ali rijden verder, ieder met een
volle tank.




Jaap ___ 270 km >

Ac—-67,5-..—._:32——67,5__)g

Joessef Ali

AT =405 km

Tweede keer hevelen

Het is niet moeilijk om dat na te
gaan dat het eerste hevelpunt op
67,5 km van het startpunt A ligt.
De tweede keer hevelen zal nu in
C zijn, een punt twee keer zo ver.
Ali is dan weer 4,5 liter uit zijn
volle tank kwijtgeraakt, heeft voor
de terugtocht nog 9 liter nodig en
kan in C dus nog 4,5 liter aan Jaap
afstaan.

Die heeft dan weer een volle tank
en kan op 18 liter benzine nog 270
km verder komen en zo punt T
bereiken op 405 km van het ver-
trekpunt.

Met de hulp van zijn metgezellen

is Jaap nu 1,5 keer zo ver gekomen
als hij op eigen kracht zou hebben
klaar gekregen.

Moeilijker

Het zal nu niet moeilijk zijn om na
te gaan dat als Joessef alleen zou
zijn meegegaan de afstand AB

108 km zou zijn geweest en het
totale bereik voor Jaap 350 km.

Zo hebben we al drie uitkomsten.
Alleen kom je 270 km ver, met
zijn tweeén 350 km en met zijn
drieén 405 km.

Zou je een formule kunnen opstellen
in het geval van n helpers, waarbij
n=0,123..... ? -3

De cup

O De figuur is opgebouwd uit zes
congruente cirkeldelen die elkaar
in de einden raken.

Verder zien we nog een gestippeld
vierkant en een gestippelde
rechthoek.

Toon aan dat alle drie figuren
dezelfde oppervlakte hebben.
Probeer eerst zelf en raadpleeg dan
pagina 28.

—— =
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Program

messenger

De heer C. Hendriks stuurde ons een computerprogramma, dat een oplossing geeft voor het
probleem van de benzine hevelende jongens tot aan een maximum van 2000 motoren!

CONST
TYPE

VAR

PROCEDURE
VAR

BEGIN

END:
BEGING

END

max_nr_bikes = 2000;

bike = RECORD
capacity : REAL;
consumption :REAL,;
END;

distance : REAL;

total_consumption : REAL;

n,nr_bikes : INTEGER;

bikes : ARRAY [l..max_nr_bikes] of bike;

Initialize;

index : INTEGER;

cap, cons : REAL;

total_consumption : = 0;

REPEAT
write ('Give the number of bikes : ');
readln (nr_bikes);

UNTIL (nr_bikes > 0);

distance : = 0;

FOR index : = 1 TO nr_bikes DO

BEGIN
write ('Give the capacity of bike no ');
write (index);
write (":');
readln (cap);
write ('Give the consumption of bike no ');
write (index);
write ('1');
readln (cons);
bikes [index] . capacity : = cap;
bikes [index]| . consumption : = l/cons;
total_consumption := total_consumption + 1 / cons;
END

Initialize;

FOR n : = nr_bikes DOWNTO 2 DO

BEGIN

distance := distance +
(bikes [n]. capacity - distance * bikes [n] . consumption) /
(total consumption + bikes [n] . consumption);

total consumption : = total consumption - bieks [n] . consumption;

distance := distande + bikes[1] . capacity / bikes[1] . consumption;
write ('The maximum distance is');
write (trunc (distance ) );

write (' km ');

write (trunc( (distance - trunc(distance) ) * 1000 ));
write ("'meters.");

writeln;
END.
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Kolonne

OO Een militaire kolonne is 1 km lang.

Op het moment dat de kolonne gaat marcheren, vertrekt een ordonnans
per motor van het eind van de kolonne om de kapitein die voorop loopt
een bericht te geven. Zodra hij het bericht heeft afgegeven, rijdt de
koerier weer naar het eind van de kolonne terug. Op het moment dat hij
daar aankomt, is de kolonne precies 1 km opgeschoten.

De vraag luidt: hoeveel km heeft de koerier dan afgelegd?

Oplossing: zie pagina 20. ®

Bewijs: gearceerde oppervlakten zijn even groot
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Met
een

sofa
de

hoek
om

OO Verhuizers hebben vaak grote moeite met het versjouwen van
meubilair langs trappen en gangen. De vraag is dan meestal: kunnen we
het karwei klaren zonder de spullen te beschadigen.

Voor wiskundigen komt dan de vraag op: welk is de figuur met de
grootste oppervlakte die we nog de hoek om kunnen krijgen?

Een eerste antwoordt lijkt een halve cirkel (fig. 1). Ga zelf maar na dat
het daarmee lukt.

Maar we zouden zoiets uit kunnen rekken via een uitgehold tussenstuk.
Hoe verder we uithollen hoe langer de sofa worden mag. De uitholling
lijkt de vorm van een halve cirkel te moeten hebben (fig. 2). Welk is de
relatie tussen de gangbreedte d en de straal r van de holte, om een zo
groot mogelijke sofa de hoek om te kunnen krijgen??

Maximum Dat tussenstuk, bestaande uit een
De einden van de sofa zijn kwart- rechthoek verminderd met de
cirkels met constante oppervlakte. oppervlakte van een cirkel, moet
Het tussenstuk is variabel. dus maximaal worden.
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Figuur 2

Figuur 1

—

Als we voor het gemak de gang-
breedte d=1 stellen, dan wordt de
bedoelde oppervlakte: —mr? + 2r.
Het min-teken wijst op een maxi-
mum bij deze kwadratische functie.
Uit de ontbinding r(—7tr + 2) volgt
dat de nulpunten bij r=0 en r= 12c
liggen. Maar dan ligt het maximum

i S i
precies halverwege bij r=

\e

Topwaarde
De kunnen nu de maximale sofa
uitrekenen.

De twee kwartcirkels samen zijn %n

en het tussenstuk bij invullen van

r=1en waarde —L +2 of! .
T TR,
De totale som wordt dan: %+ =2 [ |

Rechthoek

OO Een rechthoek heeft een breedte 341. De andere rechthoekszijde en
de diagonaal hebben beide ook een gehele lengtemaat.
Bepaal die beide gehele getallen. Oplossing zie pagina 25.
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Rijen van getallen

OO Bij een rij getallen is het gebruikelijk het eerste getal te vermelden
en verder aan te geven hoe elk volgend getal volgt uit het voorgaande, of

anders gezegd:

als je de term op plaats n kent, hoe ziet die op plaats (n+1) er dan uit?

Voorbeelden

1. De rij van de natuurlijke getallen:
tij=lenty 1=ty + L.

2. Algemener: ty =aent,y ] =
t, + v. We noemen deze de
rekenkundige rij. Elk tweetal
opvolgende termen verschilt v.

3.ty =aenty, 1 =r.t, Ditis de
zogenaamde meetkundige rij.
Elke volgende term vind je door
de voorgaande met r te
vermenigvuldigen.

4. Wat vind je van deze? t| = a,
th =b, ty =t,.1 —t n—2 bij n>1.
De rij ziet er als volgt uit:
a,b,b-a,-a,-b,a-b,a,...
De rij heet cyclisch; na zes
termen begint alles weer
opnieuw.

5. Aardig is ook deze, die ook

cyclisch is.
tj=a,tp=benty=t,_1/thy_2
waarbij a#0 en b#0 en n>1.
Hoe groot is hier de periode?

6. t] =a, tp =b en t, =V(t,_1/th_2)

bij weer n>2.

De rij begint aldus:

a, b, \b/a, (ab) -1

Schrijf er nog eens een paar op.
Deze rij heeft een limiet;

kun je die bedenken?

1. the) = tn‘\jtn

Je mag de eerste term
willekeurig kiezen, maar als je
ver genoeg gaat, kom je heel
dicht bij . . . %uit!
Bedenk zelf nog andere
voorschriften voor rijen met een
merkwaardig gedrag. |

Letter S

OO De bedoeling is om de
oppervlakte en de omtrek van de
S-figuur te bepalen.

Het rechte stuk maakt een hoek
van 45° met de verbindingslijn van
de middelpunten van beide cirkels.

Oplossing zie pagina 28. H
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Halveren van een driehoek

O Een driehoek verdelen in twee delen met gelijke oppervlakte, is niet zo
moeilijk. Elke zwaartelijn doet dat.

Maar lukt het ook als de verdeellijn moet gaan door een willekeurig punt?
We beginnen dat punt te nemen op een van de drie zijden.

Oplossing Algemener

We gaan driechoek ABC halveren Kijk eens of je het ook klaar krijgt
door middel van een lijn door P, als P op het verlengde van een van
ergens op BC. de drie zijden ligt. En misschien is

Verbind hiertoe P me A. Trek door er wel een lezer die het probleem
C een lijn evenwijdig met PA, die weet op te lossen als P op een

het verlengde van BA in D snijdt. willekeurig punt binnen of buiten
Neem vervolgens he midden van de driehoek ligt.
DB en verbind dit punt met P. Als je zoiets klaar krijgt, stuur dan
Deze lijn PM voldoet aan de op- je oplossing naar de redactie-
gave. Probeer dat zelf maar te secretaris. Het adres staat op de
bewijzen. achterzijde van de omslag. i)
C
P
D A M B
b o — g - >

Trapezium verdelen

OO We hebben een gelijkbenig trape-
zium met hoeken van 60° en 120°.
De evenwijdige zijden verhouden
zich als 1:2.

Verdeel dit trapezium in vier
congruente delen.

Oplossing zie pagina 21. ]
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Het rolt wel, maar het is niet rond

OO We vinden het vrij normaal dat rollers in een lager een cirkel-
vormige doorsnede hebben. Zo liggen brugdelen op ronde rollers om
enige verplaatsing ten gevolge van uitzetting bij temperatuurstijging
mogelijk te maken. Het is voor de hand liggend een balk, zoals in figuur 1
met behulp van ronde staven te verrollen. Maar ... het kan ook anders!
We verlangen alleen maar dat de balk bij elke stand van de rollers op
dezelfde afstand van de grond blijft. Je kunt ook zeggen: de rollers
moeten in elke stand dezelfde diameter (d) hebben. Maar er zijn méér
figuren behalve de cirkel, die deze eigenschap hebben.

Driekantige rollers
In figuur 2 is een gelijkzijdige
driechoek ABC getekend en tevens
drie cirkelbogen met A, B en C als
middelpunt en een straal gelijk aan
de zijde van de driehoek. Op die
manier ontstaat een driekantige
Figuur 1. Rollen met cirkelvormige  roller die uitstekend functioneert
rollers. voor het karwei van figuur 1. Ga

zelf maar na dat de roller telkens
ingesloten kan worden door paren
evenwijdige lijnen die telkens
dezelfde afstand d hebben die
gelijk 1s aan de zijde (a) van de
d=2a+2k drichoek.

De roller heeft overigens, verge-

1 leken met de cirkel, een duidelijk
nadeel: in de hoekpunten zijn knik-
Gv ken. De raaklijnen aan de bogen

maken daar met elkaar een hoek
Figuur 2. Roller opgebouwd uit 3 van 120°. Deze knik is er gemak-
of 6 bogen. kelijk uit te halen als we de roller
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Figuur 3. Roller op een
willekeurige driehoek.

verder vergroten door middel van
een band met breedte k. De roller
is dan opgebouwd uit 6 bogen en
de diameter wordt nu a + 2k.

In de tekening correspondeert
steeds het nummer bij een boog
met hetzelfde nummer bij het
desbetreffende middelpunt.

Het kan ook anders

Het blijkt overigens helemaal niet
noodzakelijk van een gelijkzijdige
driehoek uit te gaan. In figuur 3
tekenen we een.willekeurige drie-
hoek en construeren daarop de
kleinst mogelijke roller, die dan
door het hoekpunt gaat tegenover
de kortste zijde, in dit geval door B
tegenover zijde b. Ga zelf na dat de
diameter van deze roller nu

a—b+c wordt. We kunnen de roller
ook weer verbreden met een band
k, waardoor de knik bij punt B
verdwijnt.

Nu geldt: d = (a—b + ¢) + 2k.
Probeer zelf ook eens, uitgaande

Figuur4. Roller met 10 bogen.

van 3 willekeurig gelegen punten,
een roller bestaande uit 6 bogen te
construeren. Teken dan een aantal
paren evenwijdige lijnen die de
roller aan weerszijden raken, en
meet dan op dat de afstanden van
dergelijke paren steeds hetzelfde
zijn, met andere woorden: de roller
heeft een constante diameter.

Nog andere vormen

In figuur 4 zijn we uitgegaan van 5
basispunten en hebben daarop een
roller geconstrueerd. Probeer zelf
eens uitgaande van 4 willekeurig
gelegen punten met behulp van 8
cirkelbogen een roller te tekenen.
Meet de diameter ook op en ga na
of deze overal weer even groot is.
Oplossing op pagina 25

Merkwaardige eigenschappen
Al dit soort rollers heeft nog een
interessante eigenschap, namelijk
dat de omtrek ervan dezelfde is als
van een cirkel me dezelfde dia-

19




meter, dus ntd. Probeer dat maar lagers, maar niet als fietswielen
aan te tonen. Maar dat betekent dat  gebruikt kunnen worden; dat zou

ze, om een zekere afstand af te te veel hobbelen. Elk basispunt
leggen, ook evenveel rotaties zullen ~ functioneert tweemaal per rotatie
maken als de overeenkomstige als centrum van draaiing. Dus
cirkel. Het opvallende verschil met  uitgaande van 5 basispunten

de cirkel blijft overigens dat dit hebben we per omwenteling 10
soort rollers geen bepaald rotatie- maal een ander draaipunt L3

centrum hebben zodat ze alleen als

Oplossing kolonne

OO Stel dat de colonne p km heeft afgelegd als de ordonnans de kapitein
in A bereikt. Hij moet dan nog p km terug rijden om weer bij het eind
van de stoet uit te komen.

De ordonnans heeft dan 1 + 2p afgelegd.

Stel de snelheid van de kolonne x km/h en van de koerier y km/h, waarbij
natuurlijk moet gelden: y>x.

In de tijd dat de stoet voortgaat van A naar B, gaat de ordonnans terug
van A naar C, zodat geldt:

Lot S S

X y x 1l-p
Verder zien we dat de stoet 1 km aflegt in de tijd dat de koerier (1+2p)
aflegt, zodat:

.

I 1+2p

ofX-—- 1+ 2p.
X y X

Gelijkstelling geeft :
IL =1+2p of p=1+2p-p-2p°.
—P
Dus 2p*=1ofp = % -
De weg voor de koerier is dan 1 + 2p of 1 + V2 of 2,414 km.
Dit getal bepaalt tevens de verhouding van beide snelheden en wel 24 : 1. W

3 TKM — 1km
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Idee van Archimedes: een hoek in drieén.

OO Met behulp van een satéstokje is het mogelijk een zekere hoek in
drie gelijke delen te verdelen.
De werkwijze is als volgt.

Kies hoekpunt M als middelpunt middellijn en cirkel.

van een willekeurige halve cirkel Het stokje maakt dan een hoek l(x
met straal r. Trek de betreffende met de middellijn. '
middellijn een stuk door. Om het bewijs te leveren, hoet je
Pas op het stokje de straallengte af.  alleen maar te weten dat de som
Leg dan het stokje zo over de van drie hoeken in een driehoek
figuur dat dit door A gaat en het 180° is. ]

‘straalstuk’ precies past tussen

Oplossing verdeling trapezium

2a
a
2a
a
60°
a 2a
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Stroken plakken

O We willen een cilinder beplakken met een papierstrook.

Daartoe gaan we met zo'n strook schuin omhoog en wel zo schuin dat
telkens na één omwenteling het volgende deel keurig tegen het voor-
gaande past, zodat er geen openingen of overlappingen ontstaan, zoals

aangegeven in figuur 1.

Onder welke hoek moet je omhoog

gaan als de strookbreedte a 1s en
de diameter van de cilinder d? En
hoeveel graden wordt die hoek
dan als a en d gelijk zijn?

- - >

En is het mogelijk om op die
manier ook een kegelmantel zoals
in figuur 2, te omplakken?
Ontwerp daar eens een theorie over!
Voor de oplossing zie pagina 24.

Ny

Figuur 2.

F iguur /.

Waar of niet-waar?

O We nemen zeven stukken
papier. Een aantal daarvan worden
in acht stukken verknipt.
Vervolgens worden enige hiervan
weer in acht delen verknipt.

A

Vervolgens tellen we het totaal
aantal papierstukken dat dan op
tafel ligt. We tellen er 83. Kan dat
correct zijn? &




Kangoeroepark

O In Australié is een groot afgebakend kangoeroepark.
Het is precies cirkelvormig en is 50 mijl in diameter.

Als je de Noorderlijke ingang
neemt en dan 10 mijl Zuidwaarts
rijd, kom je aan de voederplaats
van de reuzenkangoeroes. Vanaf
deze plaats rijden we Westwaarts
tot we bij de omrastering uit-
komen.

Dan gaat de trip weer 15 mijl
Zuidwaarts en bereiken zo de
centrale post van het park.

Hoe ver zijn voederplaats en cen-
trale post van elkaar verwijderd?
Oplossing op pagina 24.
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Oplossing stroken plakken

Als je de cilindermantel langs een
beschrijvende rechte opensnijdt,
ontstaat een rechthoek (fig. 1).
Uit de figuur is af te lezen:

sin e =a / d. Als a = d, dan geldt:
o= 18,6°.

Als je met een strook zo rond wilt
gaan dat er ook juist steeds één
strookbreedte onbeplakt blijft,
moet je, in het geval je kiest voor
a = d, onder een hoek o0 = 39,5°

omhoog zoals getekend in figuur 2.

a

= —
/ Ttd

—_— - -_— —_— -— — -

3‘ nd H
Figuur 1.

Bij een kegelmantel is het niet
mogelijk met een rondlopende
strook aaneensluitend de mantel te
beplakken. [

Oplossing:
kangoeroepark

Als we 10 plus 15 mijl Zuidwaarts
rijden komen we uit op een middel-
lijn van de cirkel. In een rechthoek
zijn de diagonalen gelijk dus de ver-
bindingslijn is gelijk aan de straal

van de cirkel en wel 25 mijl. =5
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Oplossing:

rechthoek

341 X

- ¥y

OO Stel de lengte van de rechthoek x en de diagonaal y.

Volgens Pythagoras: x2 — y2 = 3412 of (x+y) (x—y) = 3412,

Nuis 341 =31 x 11 endus 3412=312x 112, Merk op dat 11 en 31
priemgetallen zijn.

Omdat zowel (x+y) als (x-y) gehele waarden moeten hebben, kunnen we
de volgende keuzen maken.

1.

7 A
3. Dan (x+y) =31 x 31 x 11 en (x—y) = 11, hetgeen geeft:

4.

(x+y) = 341 en (x—y) = 341. Maar dat levert y=0 en dus niet
interessant.
(x+y) =31 x 31 en (x-y) =11 x 11. Dat geeft: x = 541 en y = 420.

x=5291 en y = 5280,
Vervolgens: (x+y) =31 x 31 x 11 x 11 en (x—y) = 1. Daaruit volgt dan:
x = 58141 eny = 58140.

En hiermee zijn alle mogelijkheden de revue gepasseerd. n

Oplossing:
Het rolt wel ...

En zo zou roller met 8
bogen eruit kunnen zien,
had je ook zoiets?
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Kegel met stropdas en stola

OO In een modezaak staat een kegelvormig statief, waarover een
stropdas gedrapeerd is (fig. 1). De twee slippen kruisen elkaar onder een
hoek van 90°. Als we de stropdas vervangen door een vlakke
papierstrook en die op dezelfde manier rond een kegel willen leggen,
zodat de strook overal keurig zonder kreukels of vouwen aansluit, komt
de vraag op: lukt dat bij elke kegel? Zo op het oog niet. Maar dan
verschijnt vanzelf de volgende vraag: bij welke kegel wel?

Kegeluitslag

Een kegelvorm wordt gedefiniéerd
door de halve tophoek o.

Als je de kegelmantel uitbouwt
(fig. 2), ontstaat een cirkelsector.
De papierstrook wordt hierbij in
het platte vlak tegelijk meegenomen.
Een strook papier die vlak tegen

Figuur 1. Kegel met stropdas.
26

een kegelmantel ligt, wordt bij
openknippen en platleggen van de
kegel tot cirkelsector, gewoon een
stel evenwijdige lijnen.

Zoals bij een echte mantel slaan
we de zijpanden om langs de
beschrijvende TA en TB. De zij-
panden zijn een kwart deel van de

Figuur 2. Uitslag van de
kegelmantel.




Figuur 3. Relatie uitslag en
tophoek.

hele mantel.

De omgevouwen strook moet, zo-
als een lichtstraal dat doet bij een
spiegel, met de rechten gelijke
hoeken maken.

Als de snijdingshoek van de
strookeinden 90° moet worden,
volgt daaruit: L ATB = 45° en dus
onk = 22.0°,

Halve tophoek

We weten dus nu dat de uitslag
van de gezochte kegel een kwart
cirkel is (fig. 3).

Stel de straal hiervan gelijk aan r.
Dan is de omtrek van de kwart
cirke:lboogl nir. En die lengte moet
even groot zijn als de omtrek van
de grondcirkel van de kegel.

De straal daarvan wordt dan 7.
In de figuur is nu af te lezen:

sin ot =1 en dus o0 = 14,5°.

De oploégsing voor de gezochte
stropdaskegel 1s dus:

de halve tophoek moet 14,5° zijn
en de uitslag een kwart cirkel.

Figuur 5. Uitslag van de
kegelmantel.

Kegel met stola

Het zal inmiddels wel duidelijk

zijn dat de hoek tussen de strook-

einden en de tophoek van de kegel

met elkaar samenhangen.

Kunnen we de strookeinden ook

“evenwijdig” maken? Dan ontstaat

een kegel met een “stola” om (fig. 4).

In figuur 5 is de evenwijdige stand

in de uitslag van de kegel beter

zichtbaar.

Daar is gemakkelijk af te lezen:

P =45° en de cirkelsector dus een

halve cirkel. Volgens een voorgaan-
. : 1

de redenering volgt nu: sin o = 5 of

o = 30°. En dat is dan de grootte

van de halve tophoek in figuur 4.
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In het algemeen

Het wordt alsmaar duidelijker dat
er een directe relatie is tussen de
hoek ytussen de strookeinden in
de uitslag figuur en de halve
tophoek o van de bijbehorende
kegel.

We hebben al gevonden: bij

o = 14,5° hoort y= 90° en bij

o = 30° hoort y=0°.

Probeer nu zelf maar te bewijzen:

in het algemeen geldt

sinau=.1(1-_7). =
2 180°

Oplossing: de cup

O De gearceerde vlakdelen zijn
twee aan twee aan elkaar gelijk.
Door dergelijke vlakdelen op een
geschikte manier te verwisselen, is
gemakkelijk in te zien dat cup
rechthoek en vierkant gelijke
oppervlakte hebben. [ ]

Oplossing: S-figuur

OO Ga eerst maar na dat het tus-
senstuk afmetingen 3a x a heeft.
De cirkeldelen zijn telkens vijf
achtste deel van een cirkel.

De ringvormige delen zijn samen

15 2
471'.3

De totale oppervlakte wordt dan
i ST+ 4)

Voor de totale omtrek vinden wij:
5 a(l5m+16) w
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Het Koningébergen-bruggen probleem

OO Aan de rivier de Pregel, aan de Pools-Russische grens, ligt de oude
stad Konigsberg. Deze vroegere Pruisische stad ligt nu in Rusland onder
de naam Kaliningrad.

De rivier vormt in het centrum een eiland en splitst zich vervolgens in
twee takken (fig. 1). Zeven bruggen verbinden onderling het eiland A, het
stadsdeel D en de beide oevers B en C.

Men zegt dat de bewoners van Konigsberg er een genoegen aan hadden
om zondagsmiddags een wandeling uit te stippelen, waarbij elk van de
bruggen juist één keer gepasseerd werd. Hoewel, dat was nog nooit
iemand gelukt. Misschien kon het ook niet!

Figuur 1.




Euler

Na vele vergeefse pogingen lukte
het in 1736 om wiskundig te be-
wijzen dat er geen oplossing was.
In dat jaar schreef de beroemde
wiskundige Leonhard Euler een
artikel waarin hij een algemene
theorie voor dergelijke problemen
ontwikkelde.

Dat was het begin van een nieuwe

tak in de wiskunde: de grafentheorie.

Diagram
In figuur 2 hebben we de vier ge-

bieden aangegeven met A, B, C, D.

En de zeven bruggen met a, b, ¢, d,
e, f, g, waarbij brug a de gebieden
A en B verbindt en zo verder.
Zo’n diagram heet in de wiskunde
een ‘graaf’. Deze bestaat uit hoek-
punten en kanten; via een kant van
een hoekpunt naar een ander.

Een wandeling kan nu als volgt
gaan: AaBbAcCdA .. ...

Het bruggenprobleem betekent nu:
zoek een weg waarbij elke kant
slechts eenmaal gepasseerd wordt.
Een belangrijk begrip in de grafen-
theorie is de “valentie” van een
zeker hoekpunt. Dat is een getal
dat aangeeft hoeveel kanten in
zo’n punt bij elkaar komen.

Zo is de valentie van A gelijk aan
5 en van B, C en D gelijk aan 3.

Stellingen

1. Merk op dat in zo’n figuur de
som van alle valenties juist twee
keer.

2.Een consequentie daarvan is dat
in elke graaf het aantal
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Figuur 2.

hoekpunten met oneven valentie
even moet zijn.
In ons geval zijn er 4 hoekpunten
met oneven valentie.

Het handenschudprobleem

Bij een party loopt een zaal vol
met gasten. Sommige herkennen in
elkaar oude kennissen en schudden
elkaar joviaal de hand. Er volgt nu:
het aantal gasten dat een oneven
aantal keren een hand geschud
heeft, moet noodzakelijkerwijze
even zijn. Een doordenkertje!

Samenhangend

We gaan weer op zoek naar een
‘eulerpad’. We bedoelen daarmee
een weg waarbij alle 'bruggen’ juist
eenmaal gepasseerd worden.

Een graaf heeft alleen mogelijker-
wijze een eulerpad als de graaf
samenhangend is. Daarmee




Figuur 3.

bedoelen we dat voor elk tweetal
hoekpunten er een mogelijke weg
is beginnend in het ene en eindigend
in het andere. Een voorbeeld van
een niet samenhangende graaf staat
in figuur 3.

Het bruggenprobleem

Het zal nu wel duidelijk zijn hoe
het bruggenprobleem moet worden
aangepakt.

Schrijf bij elk hoekpunt van de
samenhangende graaf de valentie.
Er is geen eulerpad als er meer dan
twee punten zijn met een oneven
valentie.

Voor elk punt van de graaf dat
geen begin- of eindpunt van de
wandeling is, moet gelden dat de
valentie even is, want elke keer dat

Figuur 4.

je bij zo'n punt tijdens je wande-
ling komt, moet je er ook weer
voorbij!

Als begin- en eindpunt van een
eulerpad samenvallen, moet elk
punt dus een even valentie hebben.
We hebben laten zien dat, als een
graaf een eulerpad heeft, alle
punten (eventueel op twee na) een
even valentie hebben.

Het omgekeerde is ook waar: als
ieder punt van een samenhangende
graaf een even valentie heeft dan
heeft de graaf een eulerpad. Maar
dat volgt nog niet direct uit het
bovenstaande!

Wel of niet

En daarmee is het koningsbergen-
bruggen probleem bekeken.

Er is daar geen wandeling moge-
lijk waarbij precies elke brug één
keer gepasseerd wordt.

In figuur 4 hebben we een voor-
beeld waarbij dat wel mogelijk is.
In welke punten begint en eindigt
het eulerpad dan? Probeer maar.
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Deelbaar door zeven

O Neem een willekeurig geheel getal van twee cijfers en schrijf dat drie
keer achter elkaar. Zo krijg je een getal van zes cijfers. Zo geeft bijvoor-
beeld de combinatie 38 het getal 383838. Kijk eens of je dat door zeven
kunt delen. Het blijkt altijd te lukken, van welk tweetal je ook uitgaat.
Hoe komt dat? %

Oplossing

ABABAB is altijd te schrijven als 10101 x AB.
Kijk maar: 10101
. AB
BOBOB
s AOAOAO
ABABAB
Maar 10101 is deelbaar door zeven en ABABAB dus ook! E

Verantwoording illustraties
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