


Uitkleden van een twaalfvlak

OO0 Als je de oppervlakte van een vlakke figuur wilt bepalen is het
vaak mogelijk deze in stukken te verdelen en dan van elk afzonderlijk de
oppervlakte te bepalen. Soms is het ook mogelijk die stukken weer samen
te voegen tot een driehoek of rechthoek . . . Dat is meestal een kwestie
van knippen en plakken.

Ook bij ruimtelijke lichamen kan deze methode werken als het gaat om
een volume te bepalen. Hier een voorbeeld.

In figuur 1 staat een halfregelmatig veelvlak, opgebouwd uit zes vier-
kanten en zes regelmatige zeshoeken.

Het beste lijkt het om een kubus als dragende constructie te benutten.
Daartoe tekenen we in elk van de zes zijvlakken centraal een vierkant. De
diagonaal AC heeft daarbij een lengte half zo groot als die van de ribben
van de kubus.

Ga zelf na of op deze manier alle 36 ribben van het twaalfvlak even lang

worden. Worden zo de zeshoeken ook regelmatig?

Bewijs bijvoorbeeld: BC = CR.

Knippen en plakken

In figuur 2 hebben we het veelvlak
opgebouwd uit een centraal blok,
twee vierzijdige afgeknotte pira-
miden en nog vier dakvormige
lichamen.

De piramiden hebben vierkante
boven- en ondervlakken en gelijk-
benige trapezia als zijvlakken. De
daken hebben twee dezelfde zij-
vlakken en nog twee gelijkbenige
rechthoekige drichoeken als be-
grenzingen. Uitgaande van ribben
van 50 mm, vind je in figuur 2 de
diverse afmetingen.

Probeer uitgaande van deze maten
het 12-vlak te monteren.

Je kunt het zelfs zo maken dat het
één wordt, door op zes plaatsen
scharnierende stroken van dunne
reepjes textiel aan te brengen. Je
zult dan ook merken dat de
volumina van de twee piramiden
tesamen met de vier daken even
groot zijn als het volume van het
centrale blok. De vierkanten in
figuur 2 komen daarbij omgekeerd
op elkaar en de vier daken vullen
de resterende openingen op, zodat
ze met elkaar weer een even groot




Figuur I.

Figuur 2.




blok vormen.

Je kunt zo een beetje goochelen en
beurtelings het twaalfvlak tevoor-
schijn brengen en dan weer het
dubbelblok.

Berekening

We beginnen de hoogte uit te reke-
nen van zo’'n afgeknotte piramide.
Uitgaande van de voorgestelde
maten komen we dan op 25V2. Ga
dat maar na.

Het blok krijgt dan afmetingen

100 x 100 x 50V2 en dus een volume
5.105V2 mm3 of 5002 cm3,

Het volume van het halfregel-
matige twaalfvlak wordt dan het
dubbele ofwel 1000V2 cm3,

En als we de ribbe van dat veelvlak
a stellen, wordt het volume 8a3v/2.

Verder bewijs

Er valt, wiskundig gezien, nog wel
het een en ander aan te tonen.
Maar dat kom je vast zelf allemaal
wel tegen als je het veelvlak uit de
delen opbouwt,

Nog een twaalfvlak
Bij een regelmatig twaalfvlak kun-
nen we iets vergelijkbaars doen. In
figuur 3 staat het getekend. De zij-
vlakken zijn regelmatige vijf-
hoeken.
Intern verschijnt de kubus EFGH.
ABCD
Het bewijs daarvoor is niet zo
moeilijk. Alle ribben zijn even
lang, diagonalen in de congruente
vijfhoeken.
Verder zijn de ribben twee aan
twee evenwijdig, bijvoorbeeld EH
met PQ en FG. Als je nu nog be-
wijst dat bijvoorbeeld ABFE een
vierkant is, zijn we rond. Probeer
dat maar.
Op de zijvlakken van deze kubus
worden zes identieke “daken”
gemonteerd om het twaalfvlak te
laten ontstaan.
Iets voor liethebbers van knip-,
plak- en denksport. Bekijk de foto-
montage van zes momentopnamen

maar.




Figuur 3.

Bepaling van het volume
Als we de ribben van het twaalf-
vlak a stellen, kunnen we nu pro-

beren het volume ervan te bepalen.

De uitkomst: één kubus en zes
daken.

Daartoe moeten we allereerst de
lengte van een vlaksdiagonaal in
een regelmatige vijfhoek bepalen,
een kunststukje apart.

In figuur 4 staat vijthoek ABCDE
met alle zijden even lang en alle
hoeken even groot. De vijfhoeken
samen moeten 3 x 180°worden en

dus elke hoek 3/5 x 180° of 108°.

Als we de ribbe AB = a stellen,
willen we nu EB uitrekenen.
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Trek in driechoek EBC als hulplijn
de bissectrice van hoek C.

Zo ontstaan twee gelijkvormige
driehoeken EBC en CSB.

Daaruit volgt:
a:x=(x+a):aof

x2 + ax = a2

of x2+ax—-a%2=0

met als positieve oplossing:

X =% a1+ \/5)

En dan is de lengte van de diago-
naal a + x ofwel ,l;a (1 +5).

Het volume van de centrale kubus
1s dan:

+ a3 (1+V5)3 ofwel a3 (2 +V5).




Uitkleden van een 14-viak




Figuur 4.

Figuur 5.
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In het platte vlak
ziet het er zo uit.
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Van een zeshoek naar
een dubbele
rechthoek K

Nu het volume van één dak (fig. 5).
Eerst bepalen we de hoogte. Na
enig rekenwerk vinden we: h=1a.
Om het volume te bepalen maken
we gebruik van de regel van
Simpson:
V= éh (G + B +4M) waarbij:

G = grondvlak

B = boven vlak

en M =middenvlak.

In dit geval geldt: B = 0.
Verder
G =§a2(1 +5)2 =—éa2(3 + \5).

2a

Figuur 6.

EnM = ;a(l +V5).;a(3 +V5) =
:1132 2 +5).

En dus het volume V:
| |
6

5,837 +3V5).
En dus zes daken:
6V = ;a3(7 + 35).
Het volume van het twaalfvlak
wordt dan:
a3(2 +V5) +%a3(7 +3V5)=
31 a3(15 + 7V5).

£ ia{—;az(:’; +5) + 222 +V5)}=




Kruis-cijfer-puzzel

O Met wat eigen intelligentie en wat inspanning van je rekenmachine

kom je er vast wel uit.

Spelregels:

1. bij een normale kruiswoordpuzzel
moet je woorden invullen; nu zijn
het getallen van 2,3 of 4 cijfers.

2.getallen zoals 3,14 en 0,0657
moet je schrijven als 314 en 657
(dus zonder komma).

3.gewone breuken schrijf je als de-
cimalen met de juiste afronding.

De oplossing komt in het volgende

nummer.

Horizontaal

1. De zevende hoek van een
zevenhoek waarvan zes hoeken
148° zijn.

25% van 17

Het maximum van

f(x) =—42x2 + 168x + 126

6. Het volume van een bol
met straal 4,733.

8. De oppervlakte van een cirkel
met straal 3,66.

9. Van een rechthoekige drichoek
zijn de zijden gehele getallen.
Hun som is 30, de kortste 5.
Bepaal het kwadraat van de
langste.

11. De richtingscoéfficiént van de
rechte met vergelijking
X — %y = 3.

12. Het omgekeerde van \Vn
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13.9x4 — 6x3 —3x2 + ax — 126 is

deelbaar door (x — 2). Bepaal a.

14. Het grootste getal van drie

cijfers dat te schrijven is als het

verschil van twee derde
machten van hele getallen.

15. Bij een rekenkundige rij is de

derde term & en de zevende
term 20. Bepaal de 43 ste.

Verticaal

1. De grootste wortel van
X2 —4x =47

3. De zesde term van de rij:
(1x2),dx3),(9x4)..

. De coéfficiént van x5

in de veelterm (1+x)8

. Het eerste getal na 405 dat

even groot blijft als je het cijfer
van de eenheden en dat van de
honderdtallen verwisselt.

. Het omgekeerde van het

omgekeerde van 2,02

. sin 40°
. We nemen twee opvolgende

oneven getallen. De kwadraten
verschillen 480. Welk is het
kleinste van de twee?

. De derdemachtswortel uit

x3-3x2+3x—-1voorx=30. W

Kubus en viervlak

OO Het volume van een kubus is grondoppervlakte X hoogte en van een

plramlde 3 grondoppervldkte X hoogte.

Dat betekent dat je uit drie gelijke viervlakken een kubus kunt maken.

In de figuur links staat het bouw-

pakket. De viervlakken zijn:

Q Q Q

ABCD " ADSP " DCRS.

Ze hebben alle drie dezelfde top en

w
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telkens een vierkant als grondvlak.
Maak zelf eens een model. Het is
verrassend om de kubus te zien
verschijnen.

Van de viervlakken staat de uitslag

hier onder. £t
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Winddriehoeken

OO Als je een rivier over wilt zwemmen en bij een bepaald punt op de
andere oever uitkomen, moet je niet loodrecht overzwemmen, want dan
drijf je af met de stroom en kom je verder terecht. Je moet dan een stuk
stroomopwaarts terug te water gaan en schuin op de stroom zwemmen,

dan kan het lukken.

Eenzelfde probleem doet zich voor bij vliegen. De wind drijft je weg van

de juiste koers.

Het is dan wel zaak van te voren een goed vliegplan op te stellen, af-
hankelijk van eigen snelheid, windsnelheid ...

Winddriehoek

Met een voorbeeld willen we de
werkwijze verduidelijken. Stel
onze eigen snelheid of kruissnel-
heid is 60 m/s of 216 km/h. De
verkeerstoren meldt op de route
een noordwestelijke wind, snelheid
20 m/s.

In de vliegerij is het gebruikelijk
richtingen aan te geven ten op-
zichte van een verticaal gerichte
noordpijl, draaiend rechtsom

(zie windroos fig. 1).

De wind is dus in ons geval vanuit
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315°. Het doel ligt op 240 km
afstand, ongeveer NNO, om
precies te zijn op 70°. Zouden we
nu in deze richting constant
vliegen, dan drijft de wind ons af
en komen veel zuidelijker uit.

Als we eigen snelheid v’ stellen en
de windvector w, dan moeten we
deze twee vectoren samenstellen
en komen zo uit op v (de grond-
snelheid). Deze laatste vector wijst
naar het doel. De vectorendriehoek
noemen we de winddriehoek.

Als we de windvector ontbinden in




180°

een vector w in de doelrichting en
een tweede vector w, loodrecht
daarop, dan zien we dat we enig-
zins windmee hebben. Het lengte
verschil van v'en v is juist wy.

Opstuurhoek

De hoek tussen de beide v-vec-
toren heet de opstuurhoek. Rich-
ting en grootte daarvan zijn be-
langrijk bij het bepalen van de
vliegrichting.

Als je weet dat de wind waait van-
uit 315° en het doel op 70° ligt dan
volgt daaruit dat 3 = 65°. Voor de
opstuurhoek o zou je een be-
rekening kunnen opzetten. We ge-
bruiken daarvoor de sinusregel.
sin o /sin 65° = 20/60. Of sin o =
3 8in 65° dus 0. = 18°,
Grondsnelheid

Wat ons verder interesseert is de
grondsnelheid. Deze is in dit geval
een bepaald percentage hoger dan
de kruissnelheid vanwege enige
wind in de rug.

Je zou V' uit kunnen rekenen met
de cosinusregel.

(v')2 = vZ + w2 - 2vw cos Y waarbij
Y= 97° (de tophoek van de wind-

Figuur 1.

driehoek). Invullen geeft dan:
v' = 65,5 m/s. Deze waarde is 9%
meer dan de kruissnelheid.

Afstand en tijd

We willen natuurlijk ook nog wel
weten hoe lang de vlucht zal
duren. De afstand is 240 km en bij
een snelheid van 60 m/s zouden we,
bij windstil weer, 1 uur en 7 mi-
nuten over doen. Nu, bij een ver-
grote snelheid van 65,5 m/s komen
we uit op 1 uur en 1 minuut en dat
is 6 minuten korter of 9% minder.

Vliegtabel

Het is mogelijk een uitgebreide
tabel te ontwerpen, waar je de
zaken zonder rekenwerk kunt
aflezen. We zetten de gegevens
nog even op een rijtje: v = 60 m/s,
w =20 m/s en dus v/w = 3.

De hoek tussen windvector en
doellijn 1s 115°.

We gaan nu uit van de lijn uiterst
rechts en zoeken op v/w = 3 (zie
pijltje).

Daar hoort een halve cirkel bij, die
we linksom aflopen tot we de
hoeklijn van 115° snijden. Dit punt
hebben we voor de duidelijkheid
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maar even met een stip aange-
geven. Door vanuit dit punt ver-
ticaal omhoog te gaan, snijden we
de horizontale lijn ter plaatse 18.
Dat betekent dat de opstuurhoek
18° is.

Verder kruisen we een aantal
krommen. In ons geval die waarbij
10% hoort, 9% is beter.

Dat getal geeft dan aan hoeveel
onze snelheid door de wind ver-
groot of verkleind wordt,

En zo hoeven we niets te rekenen
en kunnen we alle gegevens in de
vliegcomputer stoppen en aflezen
wat we verder nog willen weten. ll

Drie-punten-puzzel

OO Op een plaat berkentriplex zijn op een rechte lijn, drie stippen A, B
en C zichtbaar. Ze zijn afkomstig van knoesten in het hout. De afstand
van de punten A en B is 512 mm en die van B tot C is 517 mm.

Probeer zoveel mogelijk zinnige conclusies uit deze gegevens te halen. Je
kunt er bijvoorbeeld de laagdikte van het hout mee bepalen. Wat wij eruit

bedachten staat op pagina 21. |
AR 517 _
“ * .'.. I ‘,"1 # ‘;s . 2’
A B. -
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Springend vlak

O Een 12-vlak is opgebouwd uit twaalf gelijke regelmatige 5-hoeken.
Door twee modellen, zoals aangegeven in figuur 1, uit etalagekarton te
snijden en langs de stippellijnen in te ritsen, is het gemakkelijk in elkaar
te plakken.

Maar er is een spannender manier.
Leg de twee delen iets gedraaid op
elkaar.

In figuur 3 houdt iemand die twee
stukken vast, terwijl er een ela-
stickje beurtelings voor en achter
langs de tien uitstekende punten
van de 5-hoeken loopt.

Het grappige is dat bij het loslaten,
door de spanning in het elastiekje,
het platte ding in de ruimtelijke
vorm van het 12-vlak springt. Trek
de figuren maar over en probeer
het zelf maar. L

Figuur 1.
Figuur 2.




Repeterende breuken

OO Iedereen kent wel het verschijnsel van repeterende breuken. Wan-
neer je bijvoorbeeld 7 deelt door 9 en je probeert de uitkomst te schrijven
als een decimale breuk, dan herhaalt zich het getal 7 voortdurend aldus

0,7777777....

We schrijven dit als 0,7 Zo vind je voor 19 : 90 =0,211111

enzovoort ofwel 0,21 Het is een spannende vraag de weg terug te zoeken.
Als de repeterende breuk gegeven is, kunnen we dan de gewone breuk
terugvinden? Kunnen we een repeterende breuk omzetten in een gewone

breuk? Is daar een methode voor?

Wat is bijvoorbeeld 0.8. We lossen
dit als volgt op. We stellen de
gezochte breuk x.

Dan geldt x =0,8888
verder 10x = 8,8888
x = (,8888

9x =8 dus x = g
Controleer dat maar door een deling.

Tweecijferig

Hoe kunnen we de decimale uit-
komst omzetten in een gewone
breuk, als het repeterende deel
tweecijferig is?

Wat is bijvoorbeeld 0,237 We
stellen weer x = 0,23. Je moet dan
100x opschrijven en x aftrekken...

Als uitkomst krijg je: x :g

Bewijs zelf eens: 0,39 = 1)
Zo gaat het ook bij een driecijferig

repetendum.
iL32] = ;gé of ;1:,2; €nzovoort.
Vast deel

Soms tref je een kombinatie van
een vast gedeelte en een repeterend

deel; neem bijvoorbeeld 4,3522222
of 4,352. In zulk een geval zou je

de breuk kunnen splitsen:

4,352 =4,35+ 0,002 =

35 1 2 5177
4 +1565% 100 5 = 4 500

Nog een laatste opgave:
wat wordt 1,23456?

1,23456 =

'%
1 +01300 1100 2}”: 56 =
' 0o +1"0‘g%9'9—91 152 . 7811
ofwel I +.55+ 164+ 335 = 133300
0,9999 =1

Bij twee verschillende getallen a
en b zijn er altijd getallen te vin-
den, die tussen a en b liggen, zoals
bijvoorbeeld (a+b).

Probeer tussen 0,9999 en 1 maar
een getal te vinden.

(1 +0,9999) =

) (1 ,9999) = 0,9999!

Heb je nu ook enig idee waarom

het cijfer 9 als enig repetitiegetal

niet voorkomt? Dus wel 78,489 of

544,397 of 7,990 maar niet 3,519!
w
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De mier, de muur en het elastiek

OOO Tussen een muur S en een punt A is een elastiekje met een lengte
van 3 cm, gespannen (fig 1). In A start een mier zijn wandeling op weg
naar de muur. Zodra die mier echter 1 cm heeft afgelegd en A’ heeft
bereikt, wordt het elastiek uitgerekt tot de dubbele lengte van 6 cm. Die
mier komt daardoor in B terecht. De mier vervolgt argeloos zijn weg.
Maar zodra weer 1 cm is afgelegd en de mier in B' is wordt het elastiek
weer 3 cm langer gemaakt. De mier belandt nu in C. Je snapt de rest van
het verhaal wel.

De mier rukt weer 1 cm op, bereikt C' en zo maar verder. We veronder-
stellen nu wel dat we met een ideaal elastiek te doen hebben. Daaronder
verstaan we een elastiek dat onbeperkt uit kan rekken.

En hier komt dan het probleem: kan de mier ooit de muur bereiken? Of
komt hij steeds verder van zijn doel?

Onderzoek op 3,5 cm. Die uitkomsten zijn ge-
Ga eerst maar eens na dat de mier makkelijk te beredeneren.
na de eerste verplaatsing 2 cm van  Als A’ op 2 cm van de muur ligt,

de muur afzit, na de tweede ver- komt B op dubbele afstand ervan.
plaatsing op 3 cm en na de derde Als dan vervolgens B' halverwege
s |
3% A LA A
z.% 2 Bl B A
%%3 - — A
!

Figuur 1. Telkens 1 cm verder,
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Figuur 2. De mier op weg naar de muur.

op het elastiek terechtkomt dan
moet C ook halverwege het weer
verlengde elastiek uitkomen.

Maar onze vraag is nog steeds: kan
de mier de muur zo bereiken? Het
lijkt nogal uitzichtloos.

Wel, denk maar dat je zelf de mier
bent. Heb de moed om nog wat
door te puzzelen en de posities van
de mier uit te knobbelen op het
verlengde elastiek van 12 ¢cm, van
15 cm, van 18 cm en zo verder.
Wie doorzet wordt beloond

Werken met verhoudingen

Met verhoudingen is het probleem
goed op te lossen. Immers, als het
elastiek gerekt wordt, blijven alle
verhoudingen constant. Heeft de
mier bijvoorbeeld 30% van de weg
afgelegd, dan verandert de uitrek-
king daar niets aan. In figuur 3 is
dat makkelijk na te gaan. Punt O is
centrum van vermenigvuldiging.
We kunnen, met dat inzicht, de
berekening nu als volgt opzetten.
De mier start in A. In A"is al 1/3
van de totale weg afgelegd. In B
dusnog. InB'al 1/3+1/6.InC
eenzelfde deel. In C' wordt het

1/3 4+ 1/6 + 1/9 enzovoorts.

Als de mier dus ooit bij de muur

wil aankomen, moet de som van al

die breuken 1 worden, of althans

zo dicht mogelijk erbij. Laten we

zeggen dat het lukt na n keer uit-

rekken.

Gevraagd wordt nu de grootste

waarde van n, waarvoor geldt:
1,1

1 1
~+-+-+.+= <1
3 6 +9 3n

of:
E.1 .4 I

Thghe dadh & <3
Met de rekenmachine
Pak nu je rekenmachine en tik
maar aan
1 +(1:2) + (1:3) + (1:4) + ...
Let op als de som boven 3 uitkomt.
Bij n = 10 komen we uit op 2,93en
bijn=11 op 3,02. We moeten dus
minstens 10 keer uitrekken of
I I-voudig verlengen. Daarna be-
reikt de mier de muur,

Een elastiek van 4 cm

Als we gestart zouden zijn met een
beginlengte van 4 cm en na elke
cm verplaatsing weer 4 cm zouden
toevoegen, waren we uitgekomen

17
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Figuur 3. Bij het rekken van het elastiek blijven de verhoudingen gelijk

op de ongelijkheid:

%+% T .
Dan zou n'minstens 31 moeten
zijn. Reken dat maar na. Eerst zou
het eleastiek dan 31 x 4 ofwel 124
cm lang moeten zijn, voor de mier
in een ruk doorgaat naar de muur.
Bij een aanvangslengte van 10 cm
zouden er wel...8.000 termen nodig
zijn voor de som de waarde 10 na-
dert. En als je zou beginnen met 20
cm, dan moet het elastiek uitgerekt

worden tot ...36.000 km en dat is

bijna de aardeomtrek. De arme
mier moet dan zelf dan ook altijd
nog het twintigste deel daarvan
aftippelen en dat is rond 1800 km.
De genoemde rij getallen heeft een
uiterst langzaam stijgende som. Je
ziet vast geen kans meer op je
rekenmachine de laatste be-
weringen te toetsen.
Toch is het zo dat

|+ i +% 2 s
boven elke grens uitstijgt, als je
maar genoeg termen neemt! |

Vierkant in kubus

O In de figuur is een kubusvormige
doos getekend en daarin 1s een
vierkante lijst gestopt. Bepaal het
grootste vierkant dat nog in de ku-
bus kan.

Hoe verhouden zich in dat geval de
zijden van vierkant en kubus?
Eerst zelf proberen (oplossing
pagina 22).
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g en andere

OO Wij kennen in de wiskunde een aantal getallen met bijzondere
eigenschappen. We denken daarbij speciaal aan T en e.
We introduceren hierbij een ander merkwaardig exemplaar uit onze

getallen verzameling.

We bedoelen een positief getal g dat als volgt gedefinieerd wordt:
g2 =g+ 1. In woorden: het kwadraat is 1 meer dan het positieve getal

zelf. Bestaat zoiets?

Bepaling van g

Het is niet moeilijk g uit te rekenen.
Los de kwadratisch vergelijking
maar op g2 —g — 1 =0, met als
positieve wortel g = % (1++5)of
ongeveer 1,618.

Machten van g

Het bijzondere van g ontdek je als
je hogere machten van g gaat be-
palen, g2en g3 ...

g2 = g + | (definitie van g)
g=g?.g=(@g+1).g=
g2+g=(g+1)+g=2g+1
gt=g.g=(g+1).g=

202+ g=2(g+1)+g=3g+2
ek AR RPN

go=g>.g=8g+5

Probeer nu zelf eens een aantal vol-
gende uitkomsten af te leiden. In
het algemeen komt er telkens uit:
ag +b.

Zie je kans, zonder al te veel reken-
werk, a en b telkens te voorspellen?

Verder onderzoek

Je zou nu zelf verder kunnen
speuren. Wat dacht je bijvoorbeeld
van een positief getal dat we defi-
niéren als: k2 =k + 2 of in het
algemeen: p2 =p +n.

Probeer eens een theorie op te
zetten.

Verdeelpuzzel

OO Een figuur is opgebouwd uit

drie halve cirkels, waarvan er twee
gelijke stralen hebben en de derde
een tweemaal zo grote. De drie
cirkels raken elkaar telkens twee
aan twee.

De opgave luidt: breng nog een
halve cirkel aan zodat de figuur in
precies twee congruente delen
verdeeld wordt. Voor de oplossing
(eerst zelf proberen!) zie pagina
30. L
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De middencirkel

OO Laatst zag ik op t.v. een voetbalwedstrijd.
Voor de wedstrijd begon werden de beelden uitgezonden vanuit een
camera die boven de middencirkel hing. Ik zag de middencirkel toen als

een echte cirkel, met de middensti
keurig in het midden.

p, (waar de aftrap zou plaatsvinden),

Toen de spelers het veld opkwamen  middenstip wat naar achteren lag.

werd er overgeschakeld naar een
camera op de eretribune. De mid-
dencirkel kwam er toen uit te zien
als een ellips. De middenstip lag
nu niet meer in het midden van

Hierdoor werd mijn nieuwsgierig-
heid gewekt, en probeerde ik er
achter te komen of mijn ogen mij
bedrogen, of dat de middenstip
inderdaad wat naar achteren in de

deze ellips, maar het leek net of de  ellips lag.

Figuur 1.
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Ik begon maar eens een echte cirkel
te tekenen, met een vierkant er om-
heen (fig. 1). Het middelpunt van
de cirkel ligt nu op het snijpunt van
de diagonalen van het vierkant.
Toen ging 1k de cirkel in perspec-

tief tekenen. Het vierkant komt er
dan uit te zien als een gelijkbenig
trapezium (fig. 2). En inderdaad:
het snijpunt van de diagonalen S
(de middenstip) ligt nu boven het
midden M van de ellips L9

Oplossing: drie-punten-puzzel

OO Triplex bestaat uit drie lagen hout. Zo’n laag wordt gemaakt door
een boomstam steeds verder af te schillen. Daarbij wordt de diameter van

de stam steeds kleiner.

Onze eerste conclusie is dus dat
het hout afgeschild is in de richting
van C naar B naar A. Uit de ge-
geven afstanden van A en B en van
B en C is de veranderende dia-
meter van de stam te berekenen.
Met behulp van:

omtrek = 1 X diameter, vinden we:

dy=1646cmend, = 16,30 cm
en de stralen respectievelijk

8,23 en 8,15 cm.

Het verschil van de stralen is de
laagdikte en wel 0,8 mm.

En ten slotte: de nerfrichting van

het hout is loodrecht op de lijn
ABC. &

Waar of niet-waar?

O Een kaart met negen strepen
wordt volgens een diagonaal door-
geknipt. We verschuiven vervolgens

L

de stukken een bandbreedte langs
elkaar. We tellen weer de strepen.
Het zijn er nu nog maar acht! Waar
1s de negende gebleven? Als je het
uit papier naknipt, kom je er wel
achter. |

//
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Oplossing: vierkant in
kubus

Stel de ribben van de kubus I en
de verdeling van de ribbe in de
verhouding X : (1 —x).

In de figuur is af te lezen:

PQ2 = AP2 + AQ? of PQ2 = 2x2.
En dus PS2 = 2x2 + 1. Verder:
PR2=(1-x)2+(1-x)2=2(1-x)%
Omdat PS = PR geldt:

2x2 4+ 1 =2(1 - x)2

Uitwerking geeft: x="1.
De ribben worden dan verdeeld in
de verhouding 1:3.

Verder: : 8

PR2:2 1—‘5’)2= 16

of PR=3 V2 = 1,06.

De zijden van vierkant en kubus
verhouden zich dus als 3V2 : 4.
Het raam heeft zijden die ruim 6%
langer zijn dan de ribben van de
kubus.

Ring in kubus

Z.0 zouden we ook kunnen vragen:
welk is de grootste drichoek die
nog in de kubus past. Maar dat zie
je zo wel. Je kunt daarvoor driehoek
ACH nemen met zijden V2 (vlaks-
diagonalen van kubus).
Interessanter is de vraag: welk is de
grootste ring die nog in de doos kan?
In de kubus hebben we een
interessant doorsnijdingsvlak
getekend. Het is een zeskantige
figuur die zes middens van ribben
verbindt. Hier heeft de kubus haar
grootste doorsnede. De zijden van
de zeshoek hebben een lengte ge-
lijk aan een halve vlaksdiagonaal.
De cirkel in deze regelmatige zes-
hoek is de grootste die nog in de
doos kan. De straal daarvan blijkt
f}L \6 of ongeveer 0.6 te zijn. Ga dat
maar na.

Gat boren

We kunnen met een boor in een
houten kubus een cilindrisch gat
boren. Normaal doen we dat in een
richting loodrecht op een van de
zijvlakken. Het grootste gat dat je
zo kunt boren heeft een diameter
gelijk aan de ribbe van de kubus.
Maar dat is natuurlijk een zuiver
theoretische grens.

Is er, practisch gesproken, een nog
wijder gat mogelijk?

Maximale doorsnede

Kijk eens naar de vorige figuur.
Daar zie je de grootste doorsnede
bij een kubus.

We hebben die kubus met zijn




A B

zeskantige doorsnijding nog eens
getekend, maar nu gezien langs de
lichaamsdiagonaal DF. Kijk maar
of je kans ziet in die tekening de
kubus nog ruimtelijk te herkennen
in dit bijzonder perspectief. Punt F
wijst hierbij het dichtst naar je toe.
Als we nu zouden boren in de rich-
ting van deze diagonaal, kun je een
nog veel groter gat maken. Immers
de diameter van de ring was al 1,2.

Dat betekent een dus 20% groter
gat dan eerder genoemd.

Kan dat nog groter?

Je ziet nu ook direct in dat het nog
groter zou kunnen. Het zou de om-
geschreven cirkel van de zeshoek
kunnen worden. En de straal daar-
van is +\2 of 0,7. En dat betekent
een gatdiameter ter grootte van 1,4
en dat is dan al 40% groter! &

Strobalen stapelen

Een boer heeft zijn strobalen op
het veld in aantallen van 6 achter-

gelaten om het stro nog wat verder

te laten drogen. De balen hebben

de vorm van een blok met een
vierkante doorsnede.

Vraag:

a. Hoe moet zich de derde ribbe
van het pak stro verhouden tot de
beide ander om te zorgen dat de
stapel aan de voorkant precies
sluit?

b.Hoeveel % steken de beide
dwarsliggende pakken dan aan
voor- en achterkant uit? =
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Verdwijnpunt

OO We nemen een willekeurige rechthoek met zijden p en q. We kiezen
een factor ¢ tussen O en 1.

Verdeel de horizontale zijden in de verhouding (1 —c¢) : c. Verbind de
verdeelpunten door een rechte. De rechthoek links denken we nu maar

even weg.

Draai de restfiguur een kwartslag, tegen de wijzers van de klok in.
Voer het beschreven proces nog drie keer uit. Zo eindigen we bij een

kleinere rechthoek binnen de eerste.

1

We hebben dit proces in figuur 1 uitgevoerd voor ¢ = = en in figuur 2
3 2

voor ¢ = 4

Bijzonderheden Herhaling

Ga na dat in figuur 1 de zi{'den van

de binnenrechthoek I~p en - q wor-
-y Y e

denbEn in figuur 2 worden ze P

en ¢q.

In beide gevallen is de binnenfiguur
gelijkvormig en gelijkstandig met
de oorspronkelijke rechthoek.

In de rechthoeken hebben we een
diagonaal gestippeld: ga eens na
dat het centrum van de binnen-
rechthoek hierop komt.

Figuur 1.

S I EN—
q h o ! -~
— "o

ad T |
£ —
E*—l -—-l ® ~ {
L X
- P —
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In figuur 3 hebben we als factor

e= g gekozen en het boven be-

schreven proces drie keer herhaald.

Als we zo doorgaan worden de

binnenrechthoekjes steeds kleiner
en verdwijnen op de duur naar een
punt ergens op de stippellijn. Waar?

In het algemeen

Als we de zaken beter willen over-
zien, moeten we het probleem
algemener aanpakken.

Figuur 2.
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We gaan weer uit van de zijden p en
q en de verdeelverhouding (1 —c¢) : c.
De zijden van de binnenrechthoek
worden na één transformatie c2p
en c2q en dus geldt de gelijk-
vormigheid algemeen. We geven
het punt links onder coordinaten
(0,0) en leggen de x- en y-as langs
de zijden p en q.

We willen nu de coordinaten be-
palen van de hoekpunten telkens
linksonder A, B, C,D ... (merk op
dat ze niet op een rechte liggen!).
De x-coordinaat van A is 0; van B
(1 —c)p en van C wordt deze

(1 =c)p+ (1 —c)c?p en zo verder.
Er komen steeds nieuwe termen
bij, die gelijk zijn aan het product
van de vorige en c2.

De x-coordinaat voor het linker
hoekpunt volgt dan uit:
p(l—-c)[1+c2+ct+cO+c8+.. ]
Het deel tussen rechte haken is een
meetkundige rij, waar we omdat

0 <c < 1 de somformule mogen
toepassen. De optelling heeft een
limiet :

P(l _C)‘l—c2 = ]‘E_C

In de figuren is met een pijltje aan-
gegeven waar in de verschillende
gevallen dit punt komt.

De y-coordinaat volgt uit een
soortgelijke rij:

als de limiet van

q(l1—=c) [1+c2+c4+co+...]
ofwel 1,

De opper%lakte van de binnen-
rechthoekjes nadert op de duur tot
nul. Dat betekent dat de coordi-
naten van het linker hoekpunt op
de duur gaan samenvallen met de

y
\\ 1
oo 5CI
T =
D ~
C o
B ~
A i
1 4
5P 5 P %
Figuur 3.

centra van de steeds verder ineen-
schrompelende rechthoeken.

Op de stippellijn

Dexverygelijking van de stippellijn
1s pt g =1. Als je bovengenoemde
X- en y-waarden invult, zul je er-
varen dat het verdwijnpunt op die

lijn ligt.

Verzameling

De verzameling verdwijnpunten
kun jg ook vindqepn door uit
X={,cenNy={ ¢

de grootheid c te elimineren.
Probeer het maar.

Kan elk punt van de stippellijn ver-
dwijnpunt zijn?

De randwaarden van c zijn O en 1.
Als je ¢ = 0 neemt komt het
verdwijnpunt in het hoekpunt
rechts onder; voor ¢ = | komen we
precies in het centrum van de grote
rechthoek uit. Alleen de onderste
helft van de stippellijn behoort dus
tot de verzameling. 2]
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Griffeldoosje

OO In figuur 1 staat een houten griffeldoosje getekend. Het is afgesloten
door een dekseltje, dat om punt S kan draaien. Omdat de snede PQ
loodrecht staat op de zijkant van het doosje, kan het klepje echter niet

opengedraaid worden.

In figuur 2 is de snede schuiner De opgaven luidt: geef zo concreet
aangebracht, maar het lukt daar mogelijk aan, hoe schuin PQ min-

evenmin om het doosje te openen. stens moet komen om het doosje te
In figuur 3 staat de snede nog kunnen openen.

schuiner. Nu lukt het wel om het Het antwoord is te formuleren met
doosje open te draaien, zoals in een zin bestaande uit . . . zes

figuur 4 verder blijkt. Als PQ vol- woorden!
doende schuin staat, lukt het open-

draaien altijd. Oplossing, zie pagina 32.

/_\ m Q

P Q Q
Zo niet ook niet
S 5 S
—
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De twee wiskundigen

OO Twee wiskundigen, Willem en Wouter, staan bij een tramhalte over
clkaars families te praten. Want dat doen wiskundigen ook wel eens. Zij
zijn tenslotte ook maar mensen. Zegt Willem: “Hoeveel kinderen heb jij

eigenlijk, Wouter?’

Wouter: ‘Ik heb drie zoons.’

‘En hoe oud zijn die dan?” wil de
ander weten.

Wouter: ‘Nou, als je dat wilt weten
heb ik wel een leuk puzzeltje voor
je. Als je de drie leeftijden ver-
menigvuldigt, komt er 36 uit!’

De ander bedacht zich even en zei
toen: ‘Je denkt toch zeker niet dat
ik het nu weet!’

“Wel”, zeit Wouter weer, ‘zie je dat
huisnummer daar aan de overkant?
Dat is juist de som van de drie
leeftijden.’

Willem dacht nu wat langer na.
Het leek erop dat hij dicht bij de

oplossing was.
‘Sorry”, zei hij, ‘ik ben wel wis-
kundige, maar het aantal gegevens
1S nog net iets te weinig.’
‘Goed gezien,’ zei de eerste weer.
Misschien heb je hier iets aan:
‘Mijn oudste zoon speelt piano.’
Op dat moment reageerde de ander
met een schaterlach en noemde,
zoals het een goed wiskundige
betaamt, prompt de leeftijden van
de drie zoons.
Onze vraag aan de lezers: hoe oud
zijn ze?
De oplossing staat op pagina 31.

@

27




Rekenen met verschillen

OO Misschien vind je formules maar ingewikkelde dingen. Maar als je
weet wat de verschillende letters voorstellen, kun je het nodige te weten
komen. Vaak brengen ze verleden, heden en toekomst in kaart. In dit

artikel de nodige voorbeelden.

In figuur 1 staat een schijf die we
door een messnede in tweeén ver-
delen, door een tweede snede in
vieren en zo verder. Hoeveel delen
krijg je telkens als je zo doorgaat?
We hebben al 1,2,4. Misschien
verwacht je wel dat we de machten
van twee aflopen. Maar dat blijkt
er ingewikkelder uit te zien. De ri]
gaat als volgt verder: 1,2,4,7,11...
We moeten hierbij wel afspreken
dat we elke volgende snede zo maken
dat we alle voorgaande snijden en
geen gemeenschappelijke snijpunten
hebben, ook niet met de rand.

Zou je nu kunnen raden hoe de rij
voortgaat? Als je al een idee hebt,
test het dan.

Het zou aardig zijn als we een for-
mule konden maken voor het aan-
tal stukken afhankelijk van het
aantal sneden n. De uitkomst blijkt
te worden: f(n) = ,'7 n2 +,17 n+1.
Kijk maar eens of dat klopt.

Maar hoe komen we aan zo'n
toverspreuk?

Tellen en aftrekken

Functies in de vorm van veeltermen,
bestaande uit machten van n, heb-
ben een merkwaardige eigenschap.
Neem als voorbeeld de tweede-
graadsfunctie f(n) = 4n2 — 3n + 5.
Vul achtereenvolgens voor
n==0,1.23,.,. nenbecken
telkens f(n) . Je vindt dan:
5.6.15.32.57190. ..
Ogenschijnlijk een rij getallen
zonder veel logica. Maar, als we
telkens verschillen van naburige
getallen bepalen, ontstaat de rij
1.9.17,25.33 . . . Zi& je 4l iets bij-
zonders? Ga maar weer aftrekken,
dan verschijnt: 8,8,8,8 ... een rij
van steeds dezelfde getallen.
Zouden we het nog een keer doen,
dan komen er alleen nullen.

Deze merkwaardigheid geldt voor
alle kwadratische functies. Probeer
er zelf maar een paar.

Terug naar de schijf
Derij 1,2,4,7,11 ... geeft na af-

Figuur 1. Schijf verdelen
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trekking de rij 1,2,3.4, en na op-
nieuw aftrekken 1,1,1, en daarmee
weten we dan met een functie van
de tweede graad te doen te hebben.
Het zou er dus uit kunnen zien als:
f(n) = an? + bn + c.

Omdat f(0) = 1 moet ¢ = 1 zijn.
Verder kun jeaen b berekenen
metf(1)=2en f(2) =

Dat lev]ert a=5en b =5, zodat
fin)= 5 n2 by Li

Lineaire functie

We proberen de voorgestelde tech-
niek ook eens bij een lineaire func-
tie. Neem maar:

f(n)=}Tn+7.
Vul weer in:
n=irl 23 .
dan f(n) = 771 71 i

11
De aftrekkmgsrlj wor?it D

Weinig opzienbarend zul je
zeggen.

Maar het resultaat is soortgelijk als
bij de kwadratische functie, alleen
verschijnt de rij nullen een regel
eerder.

.m-—-

In het algemeen

We zouden nu eens een derde-
graadsfunctie kunnen testen. De rij
nullen komt nu een regel later dan

I e skl B B (| R |

1 1 1
Figuur 2. De rij n* —2n3 + 7n - 5.

bij de kwadratische. Ga maar eens
aan de slag met
f(n)=2n3-3n+n2-1.

Misschien begint het al bij je te
dagen: bij een n-de graadsfunctie
komt de rij constante getallen na
de n-de aftrekkingsronde. In figuur
2 vind je ons resultaat bij de
vierdegraadsfunctie

f(n)=n4-2n3 + 7n - 5.

Oppassen

Als we weinig gegevens hebben
wordt het toch een riskante bezig-
heid. Neem de reeks 0,1,2,3, ieder
is geneigd te vervolgen met 4,5,6,
maar het moet dit keer 5,10,21
zijn! De relatie is namelijk vierde
graads en we% 1 3

f(n) = —4 n4 - n3 + 5,n2 50,
Kijk maar of het klopt. Je kunt het
ook schrljven als:

f(n)=n+ n(n 1)(n=2) (n-23)
Je ziet nu éll‘eCt dat voorn = 1,2,3,
f(n) gelijk aan n wordt.

Elektronenbanen

Een fysisch voorbeeld is het schil-
lenmodel van het atoom. In de
eerst schil zitten 2 elektronen, in
de tweede 8 . . De rij ziet er als
volgt uit: 0,2,8,18,32,50.

=5 1 9 43 151 405 901 1759
6 8 34 108 254 496 858
2 26 74 146 242 362
24 48 72 96 120
24 24 24 24

Figuur 3. Vierdegraads.
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Figuur 4. Elektronenbanen.

Onderzoek nu zelf maar een van
welke macht de relatie 1s en ont-
werp de formule.

Valbeweging

In een Amerikaans natuurkunde-
boek, waar nog met voet als
lengtemaat gewerkt wordt, staat

opgegeven hoeveel afstand een
vallend voorwerp na t seconde
heeft afgelegd.

De uitkomsten zijn:

0, 16, 64, 144,256 . ..

Bepaal weer de graad van de func-
tie en de formule.

Terug naar de schijf

We begonnen in de inleiding met
n = 0 en vinden dan één deel (de
volle schijf). Eén lijn erbij trekken
(n = 1), betekent twee delen. Eén
lijn erbij die de beide andere snijdt
(dus twee delen erbij), geeft vier
delen.

Weer een erbij (n = 3), die de
andere rwee snijdt, geeft drie delen
erbij dus totaal zeven.

Weer een lijn (n = 4) die de andere
drie snijdt, dan vier delen erbij.

Zo krijgen we de verschilrij 1, 2, 3,
4.... 2]

Oplossing verdeelpuzzel

Naast de drie halve cirkels moet nu
nog een derde komen met dezelfde
straal als de kleinste. =




Oplossing van ‘De twee wiskundigen’

OO Als het produkt van de drie leeftijden 36 is, zijn er bij nader inzien
voor drie getallen negen mogelijkheden. We schijven ze hier op met

telkens ook hun som.

getallen som
1- 1- 36 38
1- 2- 18 21
1- 3- 12 16
1- 4- 9 14
1- 6- 6 13
2-2- 9 13
2- 3- 6 11
3- 3- 4 10

Het nummer van het huis aan de
overkant moet dus 10, 11, 13. 14,
16, 21 of 38 geweest zijn. De

03
?

=
\

ander zou dus bij het zien van dat
huisnummer hebben kunnen be-
slissen. Maar het bleek dat hij er
niet uit was. Kennelijk was dat
huisnummer 13. In dat geval waren
er namelijk nog twee mogelijk-
heden over. Maar, toen de eerste
ten slotte zei: mijn oudste zoon
speelt piano, was de zaak beslist.
Immers, in het geval van de ge-
tallen 1, 6, 6, zou er geen oudste
geweest zijn. Kennelijk was de
oplossing: 2, 2, 9. =

10| |16

1] 124
3| [38]
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Oplossing griffeldoosje

OO Het eenvoudige antwoord in zes woorden luidt:
hoek SPQ moet minstens recht zijn!

Als we die hoek stomp nemen, kan

het doosje zeker open. In de figuur

staat weer het doosje dat niet open

kan, maar waarom niet? m
Wel, als we de punt van een passer
bij S inprikken en een boog zetten pre—m Ty
met een straal PS, dan zien we dat
deze boog boven PQ uit gaat
komen en daarom kan het deksel
niet open gedraaid worden. In
figuur 2 echter komt deze boog er
onder en nu kan de zaak wel open.
In het geval dat hoek SPQ = 90° S
gaat die boog PQ raken en dat is
dan tevens het uiterste geval
waarbij het doosje nog open kan. l

kan niet open
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