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De bol van Montreal, een fascinerend 
bouwwerk 
OO We stonden in Montreal aan de St. Lawrence rivier en keken in 
stomme verbazing omhoog naar een 61 m hoog bouwwerk (fig. 1), daar 
door de Amerikanen weggezet in 1967, ter gelegenheid van de wereld-
tentoonstelling. Er binnen groeit een 50 m hoge eik en de langste roltrap 
ter wereld voert bezoekers naar boven. Deze wolkenkrabberkoepel heeft 
een diameter van 77 m, de 'evenaar' ligt 15,5 m boven de begane grond. 
De oppervlakte is 13000 m .̂ Het is een meer dan halve bol, helemaal 
opgebouwd uit driehoeken. Elk driehoekig vakwerk van staven is 
afgedicht door een plastic kap. Motoren reageren automatisch op het 
zonlicht en bedienen een zonweringssysteem; tevens regelen ze de 
ventilatie. 

De bouwmeester van dit meester-
werk is de befaamde Amerikaanse 
architect Buckminster Fuller. 
Hoe zit dit futuristische vak-
werksysteem in elkaar? Zijn alle 
staven even lang? Zijn er wetten 
waaraan zo'n merkwaardig veel-

vlak moet voldoen? 

20-vlak 
Het grondmodel van een dergelijk 
bouwwerk is een regelmatig 
20-vlak (fig. 2). Dat heeft 20 
zijvlakken, 12 hoekpunten en 30 
ribben. Een regelmatig veelvlak 
heeft alle ribben even lang, alle 

Figuur 2. 
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Figuur 3. 
zijvlakken gelijk en alle hoek-
punten liggen op een bol. Een 
veelvlak van deze soort met meer 
dan 20 gelijkbenige driehoeken 
bestaat niet. Dat betekent dat bij de 
bol van Montreal alle stangen 
onmogelijk even lang kunnen zijn. 
In figuur 3 staat de eerste variatie 
van het regelmatig 20-vlak. We 
hebben de middens van alle zijden 
verbonden en zo ontstaat een 
halfregelmatig lichaam, 
opgebouwd uit 12 vijfhoeken en 
20 driehoeken. Alle ribben zijn 
nog wel even lang en door alle 
hoekpunten van dit 32-vlak gaat 
een bol. 
Uit dit veelvlak maken we een 
nieuwe variatie en wel een, weer 
louter bestaande uit driehoeken, 80 
stuks! Richt daartoe telkens in het 
centrum van een vijfhoek een 
loodlijn op en wel zo hoog tot de 
omschreven bol gesneden wordt 
(fig.4). Dit punt wordt dan weer 
verbonden met de vijf hoekpunten 
van de betreffende vijfhoek. Het 

Figuur 4. 

aantal driehoeken wordt dan 
20 -I- (12 X 5) ofwel 80 stuks. Het 
veelvlak heeft nu wel twee 
verschillende staaflengten. Zo zijn 
we verder op weg geraakt naar de 
constructie van de mysterieuze bol 
van Montreal. 

Het klimrek van Miami 
Terwijl we door de Verenigde 
Staten trokken en nog zwaar onder 
de indruk waren van de bol van 
Montreal, kwamen we in Miami, 
Florida. We logeerden in het 
Ford Knockx-hotel en toen we 
's morgens naar buiten stapten, 
zagen we in een speeltuin het 
klimrek staan van figuur 4. Direct 
herkenden we het zojuist 
verzonnen 80-vlak en wel de 
bovenhelft ervan. We telden de 
driehoeken. Het waren inderdaad 
40 stuks. Tel zelf maar na. 
Het aantal staven is 60. In het hotel 
zochten we een meetlat. De enige 
beschikbare was in inch geijkt. Er 
bleken maar twee venschillende 
lengten van stangen in het klimrek 
te zitten. Een van 30 inch en een 
van 27 inch. Hoewel alle 
driehoeken gelijkzijdig leken, 
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waren sommige dat niet. Die 
vergissing is begrijpelijk bij 
lengteverhouding 10:9. 
Van alle driehoeken zijn er 
slechts 20 gelijkzijdig, de overige 
60 zijn gelijkbenig. 
Als we nader speuren, zien we hoe 
het klimrek is opgebouwd uit 5-
zijdige en 6-zijdige piramiden, die 
elkaar steeds overlappen. 
Fascinerend is het hoe zo'n 'halve 
bol' met slechts twee typen staven 
is te realiseren. Alle vijfhoeken 
zijn regelmatig; alle ribben 
daarvan zijn even lang en zijn 
tevens de lange stangen van het 
rek. Een fraai stukje architectuur 
en duidelijk een stap op weg naar 
de bol aan de St. Lawrence rivier. 

De stelling van Euler 
Er is een beroemde stelling die 
geldig is voor alle veelvlakken, dus 
ook voor de bol van Montreal. Die 
stelling zegt: van elk veelvlak is de 
som van het aantal zijvlakken (z) 
vermeerderd met het aantal 
hoekpunten (h) twee meer dan het 
aantal ribben (r). In formule: 
z -I- h = r + 2. 

Bij het twintigvlak wordt dat; 
20 H- 12 = 30-1-2; klopt! 
Bij de eerste variatie van figuur 3 
waarbij we de middens van de 
ribben met elkaar twee aan twee 
verbonden, zodat er vijfhoeken en 
driehoeken ontstonden; 32 -i- 30 = 
60 -(- 2 en dat klopt weer! 
En voor het geval dat we op elke 
vijfhoek weer een regelmatige 5-
zijdige piramide gingen zetten, 

waardoor het lichaam verscheen 
waarvan het klimrek van Miami de 
helft is: 80 + 32 = 110 -t- 2 en dat 
klopt ook weer! 
We moeten nu wel aannemen dat 
de stelling ook geldt voor de bol 
van Montreal. Op het eerste 
gezicht lijken de driehoeken 
telkens in groepen van zes bij 
elkaar te komen of anders gezegd; 
komen er in elk punt steeds zes 
staven bijeen? Maar we kunnen 
met de stelling van Euler bewijzen 
dat dit onmogelijk kan! 

Geen bol van louter zeshoeken 
Stel eens dat de bol n hoekpunten 
heeft en dat in elk punt zes ribben 
bijeen zouden komen. Dan zouden 
er dus 6n : 2 of 3n ribben zijn. Elke 
driehoek wordt daarbij begrensd 
door telkens drie ribben en elke 
ribbe is steeds grenslijn van twee 
zijvlakken. Er moeten dan dus 
(3n ; 3) X 2 of 2n zijvlakken zijn. 
De stelling; z + h = T + 2, gaat dan 
over in: 2n -i- n = 3n -i- 2. Maar dat 
is ten ene male onmogelijk! 

Steeds twaalf vijfhoeken! 
Misschien heeft de bol een aantal 
hoekpunten waar slechts vijf rib-
ben in één punt bij elkaar komen. 
Laten we dat eens nader 
onderzoeken. We gaan uit van n 
hoekpunten waar zes ribben bij 
elkaar komen en k hoekpunten 
waar telkens vijf ribben bijeen 
komen. 



Figuur 5. 

Dan geldt: h = n + k; verder 
r =^(6n -I- 5k) en tenslotte: 
z=2(3n-H2|k) = 2 n + | k. 
De stelling z -i- h = r -i- 2 
wordt dan hier: 2n-(-'^k + n-i-k = 
3n-i-| k-1-2 ofwel 
16k= 15k-i- 12 ofwel k= 12. 
Het aantal hoekpunten waarin vijf 
ribben samenkomen, is dus altijd 
12. Een verrassende uitkomst. 
Tegelijk een belangrijke vinger-
wijzing naar het geheim van de bol 
van Montreal. 

Op zoek naar de vijfhoeken 
Ons eerste werk lijkt nu op de bol 
naar de vijfhoeken te zoeken. Om 
het de lezers wat te vergemakke-
lijken, hebben we in fig. 5 een deel 
van de bol overgetekend. 
Na ijverig speuren zijn er twee 
plaatsen te vinden, waar in een 
punt vijf staven bij elkaar komen 
en wel in de punten F en G. Kijk 
maar goed. Dit zijn juist de punten 
waar knikken voorkomen in de 
overigens vloeiende lijnenbundels. 

Figuur 6. 

Maar er zouden in totaal twaalf 
van zulke punten moeten zijn! 
Waar zijn de andere tien? 
De uit F en G wegvloeiende 
lijnbundels wijzen ons de weg. 
Vooreerst het punt in de top van de 
bol; dan diametraal aan de 
onderkant en dus hier niet aan-
wezig. 
Verder nog drie punten, op gelijke 
hoogte gelegen als F en G, aan de 
achterkant en dus voor de lezer, 
onzichtbaar. Wij, die het genoegen 
hadden om de bol heen te kunnen 
lopen, hebben ze gezien. Tenslotte 
nog vijf van zulke punten op de 
grondcirkel. Punt B is er één van. 

Driekwart bol met elf navels 
Omdat de vijfhoeken de regelmaat 
in het lijnenpatroon verstoren, is de 
bol juist ter hoogte van B afgekapt. 
Het stuk van de bol dat weggelaten 
is, komt dus overeen met het 
gedeelte boven de boog FG. 
Punten zoals F, G en B zijn 
hoekpunten van het oor-
spronkelijke 20-vlak, waaruit de 
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De driehoek van Pascal 

O O De grote denker, wis- en natuurkunde Pascal 
publiceerde in een van zijn werken zijn beroemde 
getallendriehoek. 
Waar gaat het om? 
Wel, iedereen kent de bekende formule; 
(a + b)2 = a2 -H 2ab -i- b^ 
Vaak wordt daarbij het dubbelproduct vergeten. Men beweert dan: 
(a + b)2 = efi + b2. Maar dat is niet juist. We kunnen toch niet stellen: 
(7 + 3)2 = 72 -H 32? 
Als we schrijven: 
(7-^3)2 = 72-1-2.7.3.-1-32 
is alles oké. We hebben geprobeerd in figuur 1 deze formule met een 
figuur te bewijzen. 
(a + b)2 stelt dan de oppervlakte van een vierkant voor, met zijden 
(a + b). We kunnen de figuur dan opsplitsen in twee vierkanten 
a2 en b2, en twee rechthoeken, ieder groot ab. 
Zo kunnen we ook (a + b)' heel simpel op een rechte lijn verbeelden 
(fig. 2). 

De ruimte in 
Wat zou de uitkomst voor 
(a + b)-̂  zijn? Wel, dat moet te 
verbeelden zijn door het volume 
van een kubus met ribben (a + b). 
Als we die kubus gaan uitpakken, 
blijken er acht blokken in te zitten 
(fig. 3). Twee kubussen a-"* en b-̂ , 
drie blokken van het type a2b en 

^ a' 9b 

h s6 /,' 

a _ 6 _ 

Figuur 1. (a+bp = a^+lah+h^. Figuur 2. (a+h)' = a+h. 

6 



éh a' at' 

Figuur 3. 
(a+h)^ = a^+3a^b+3ah^+h3. 
nog drie van het type ab2. 
De formule gaat dan worden: 
(a + b)3 = a3 + 3a2b -i- 3ab2 + b^ 
Vul voor a en b maar twee wille-
keurige getallen in, dan zal blijken 
dat alles klopt. 

Naar de vierde dimensie 
Als we zouden willen weten wat er 
uit (a -I- b)"* komt, dan zouden we 
een vier dimensionale uitbeelding 
moeten maken en die weer 
uitpakken. 
Omdat de schrijver van dit artikel 
ook maar uit driedimensionale 
ouders geboren is, heeft hij van die 
poging afgezien. 
Toch heeft (a -i- b)^ wél een uit-
komst; (a -I- b)4 = 
a4 + 4a-^b + 6a2b2 + 4ab3 -i- b^ 
Volgens deze formule zou mijn 
vierdimensionale oom bij het 
uitpakken ... 16 brokstukken 
vinden! 
Als we voor a en b willekeurige 
getallen invullen, blijkt de formule 

in ieder geval te kloppen. 

Compositie van de formule 
We zien hoe de exponent van a 
steeds één zakt en die van b steeds 
één stijgt. Zo zal (a + b)5 er onge-
veer uit gaan zien als: 
(a + b)^ = a.^ + ? a4b + ? a-̂ b2 + 
? a2b3 -I- ?ab4 + b5 
De serie machten is wel duidelijk, 
maar hoe zit het met de getallen er 
vóór? 
Pascal heeft een getallenfiguur 
ontworpen waarmee we deze 
getallen gemakkelijk kunnen 
bepalen en aflezen. Voor (a -i- b) ' 
zijn de bedoelde getallen 1 en 1, 
voor (a -I- b)2 zijn dat 1-2-1, voor (a 
b)-̂  krijgen we 1-3-3-1, enz. 
Het blijkt dat, als we een dergelijke 
serie getallen onder de voorgaande 
schrijven, de volgende steeds ge-
vonden worden telkens als de som 
van twee bovenstaande (fig. 4). 
Zo verschijnt een onbeperkt 
doorlopende driehoek. 
Voor de aardigheid hebben we nog 
maar een 1 als piek op deze fraaie 
kerstboom gezet. Dat zou dan 
kunnen slaan op (a + b)0 en dat is 
toch 1, nietwaar? 
Zo kunnen we met de driehoek van 
Pascal gemakkelijk aflezen: 
(a + b)6 = a^ -I- 6a5b + 15a4b2 + 
20a3b^-H 15a2b4-i-6ab-'*-i-b5 

/i.il' I 5 (o (O 5 ( 
%.ir I 7 21 35 35 2( 7 1 
CM)' ( 8 28 56 70 56 28 a < 

Figuur 4. Driehoek van Pascal. 
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Figuur 5. Foutendriehoek. 

Als we één fout in deze kerstboom 
maken, krijgen we een hele 
driehoek van fouten in de figuur 
(fig. 5). 
Zo werkt nu een eenmaal gemaak-
te fout door in alles wat we daarna 
ondernemen! 

Het bord van Galton 
In de moderne waarschijnlijk-
heidsberekening komen we de 
driehoek van Pascal nog eens 
tegen. 
In figuur 6 staat een verticaal bord 
in de vorm van een driehoek, bezet 
met spijkertjes, op regelmatige 
afstanden. 
De bovenste rij heeft één spijker-
tje, de volgende twee, dan drie enz. 
Door een gleuf erboven valt een 
knikkertje of fietskogeltje. Dat be-
landt tenslotte na botsen op de 
bovenste pin en vervolgens op nog 
zeven willekeurige andere in een 
bakje onderaan. Wat ons interes-
seert is de vraag: hoeveel kogeltjes 
zullen er in elk bakje terecht-
komen? 
De waarschijnlijkste verdeling is 
die volgens de driehoek van 
Pascal. Bij twee bakjes krijgen we 
de verhouding 1:1 (fig. 7), bij drie 

f « ko^eirjês 

/ 8 7S 56 7n t;f, '7» a J 

Figuur 6. Bord met trechter, 
spijkertjes en potjes 
volgens Galton 

a -i t - d J a..i -LL a 

Figuur 7. Verdeling hij 2,3 en 4 
eindpunten. 

bakjes wordt dat 1:2:1, bij vier 
1:3:3:1 enz. 
Probeer zelf maar eens zo'n bord 
te fabriceren en experimenteer daar 
maar mee. 
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De band van Möbius 
O O De wis- en sterrenkundige August Möbius was directeur van de 
sterrenwacht in Leipzig en professor in de astronomic. Möbius is beroemd 
geworden door een ontdekking die hij in 1858 deed. Het lijkt iets 
ongelooflijk simpels; in werkelijkheid is dit het begin van een heel nieuw 
stuk wiskunde. 

Zijn ontdekking staat bekend als 
'de band van Möbius'. Neem een 
strook papier en plak die dicht tot 
een cilinder (fig. 1). Zo'n band 
heeft twee kanten, één binnen- en 
een buitenzijde en verder twee 
randen , boven en onder, die niet 
met elkaar in verbinding staan. Je 
kunt alleen van de ene kant op de 
andere komen door over één van 
beide randen te kruipen. 
Men zou zich platte wezens kun-
nen voorstellen die in twee groe-
pen aan beide zijden wonen, 

Figuur 1. Cilindrische band met 
twee kanten en twee randen. 

zonder elkaar ooit te ontmoeten. 
Door een heel eenvoudige hande-
ling kunnen we hen uit hun 
isolement verlossen. 
Knip de strook open en plak de 
einden nu averechts aan elkaar 
(fig. 2). Zoiets heet 'de band van 
Möbius'. 
De rand op de band is de monorail 
in Möbiusland, die ieder heel 
comfortabel (geen geklauter over 
randen) brengt van binnenband 
naar buitenband. Eigenlijk is er 
geen 'binnen' of 'buiten' meer. 

Figuur 2. Band van Möbius met 
één kant en één rand. 
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De ring van Möbius is een 'een-
zijdige oppervlak'. De zaak wordt 
nog gekker als we naar de randen 
kijken ... er is maar één rand. Ga 
dat zelf maar na. 

Figuur 3. Vitrine Science-museum 
in Londen gewijd aan het werk van 
Möbius. 
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J c 

Figuur 4. Dubbele tweetand. 

J c 
J c 

Figuur 5. Dubbele drietand. 

Variaties 
In het Science-museum in Londen 
is op de wiskundige afdeling een 
vitrine aan het aan het werk van 
Möbius gewijd (fig. 3). Door wat 
knippen en plakken zijn een paar 
van de daar aangegeven variaties 
na te maken. Door dat zelf te doen 
is het mogelijk de merkwaardige 
eigenschap van dergelijke 
structuren te ervaren. 
We letten daarbij op twee zaken: 
1. we hoeven niet over de rand om 
overal te kunnen komen; 
2. er is maar één rand. 

In figuur 4 staat de uitslag van de 
dubbele tweetand. Plak de boven-
ste stroken gekruisd aan elkaar, 
zodat A op A en B op B komen. 
Doe beneden hetzelfde. Hoe is het 
met de beide eigenschappen 
gesteld? Ga dat eens na. 
In figuur 5 is dit patroon uitgebreid 
tot een drietand. Weer gelden 
beide eigenschappen. 
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Figuur 6. Viertand. 

Figuur 7. Driehoeksband. 

Figuur 8. Ronde band met middel-
lijn. 
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Toren recht, toren krom 
O O Bij een zwerftocht in het niemandsland tussen Israël en Egypte, 
troffen we aan de rand van de Sinaïwoestijn merkwaardige uitkijktorens 
aan (fig. 1). 
Zo zagen we er een opdoemen in de nevel van de morgen. Ze zijn 
opgebouwd uit allemaal even lange buizen, ofwel een stapeling van 
gelijkzijdige driehoeken. 

Het merkwaardige schuilt vooral 
hierin, dat men de toren vanuit een 
bepaald punt 'gegolfd' ziet (fig. 2) 
en vanuit een ander punt 'recht' 
(fig. 3). Probeer je de toren eens 
voor te stellen en onderzoek eens 
hoe deze toren is opgebouwd. De 

Figuur 1. Uitkijktoren 

18 

beide aanzichten van figuur 2 en 3 
zijn precies op schaal getekend. 
Hoeveel graden moetje om de 
toren heenlopen om de toren van 
de golftoestand in de rechte stand 
te zien te krijgen? Of anders 
gezegd: hoe vaak zie je de toren 
gegolfd, als je er één keer omheen 
loopt? 
Nog één tip: de ware lengte van de 

Figuur 2. Figuur 3. 
Gegolfd Recht 
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Exponentiële groei 
o Exponentiële groei - je kent die term zeker al als een stukje wiskunde 
dat de dagbladen heeft veroverd. Waar doet hij je aan denken? Ik wed, 
aan bevolkingsaanwas en voedselproblemen, aan lucht- en 
waterverontreiniging. 
Wat houdt dat eigenlijk in? 

Bacteriën 
Een bacterie op een voedingsbo-
dem - 'Pertrischaal' genaamd door 
hen die bacteriën kweken - deelt 
zich, laten we zeggen, één keer per 
uur door celdeling in tweeën. Nu 
zijn er twee bacteriën die zich op 
dezelfde wijze en in hetzelfde tem-
po voortplanten. En zo gaat het door. 
Er zijn op uur 
O; 1 bacterie 
1 : 2 bacteriën 
2 : 2 x 2 = 4 bacteriën 
3 : 2 x 2 x 2 = 8 bacteriën 
4 : 2 x 2 x 2 x 2 = 1 6 bacteriën 
Je begrijpt direct het nut van 
machten en exponenten; er zijn op 
uur n: 2 X 2 X ... x 2 (n factoren) = 
2" bacteriën. 
Hoeveel is dit bijvoorbeeld voor 
n = 80? Als je maar een rond 
antwoord wilt hebben, dus niet 
nauwkeurig, op één bacterie af, 
kun je het best als volgt redeneren: 
25 = 32 
210 = 25 X 25 = 1024 ~ 1000 = 10^, 
220 = 2 1 0 x 2 1 0 - 1 0 ^ x 1 0 ^ =106, 
240 = 2020 X 220 ~ 106 X 106 = 1012, 
280 = 2040 X 2040 „ 1012 X 1012 = 1024, 
en dat is een één met 24 nullen. 
Stel zo'n bacterie heeft een middel-

lijn van een honderdste millimeter: 
100 X 100= 10 000= 104 
overdekken samen dan een vier-
kante millimeter, 106 X 104= 1010 
een vierkante meter, 10^ x IQlO = 
10'^ een vierkante kilometer; voor 
't geheel dat na 80 uren door 
celdeling is ontstaan, heb je dus 
10^ vierkante kilometer nodig, een 
terrein van 10 000 km lang en 
10 000 km breed, dus een flink 
stuk van de aardbol. 
Natuurlijk is het al eerder spaak 
gelopen; toen de rand van de 
Petrischaal werd bereikt, na 24 
uur, of door allerlei omstandig-
heden veel eerder. 
Maar in 't begin, met genoeg 
ruimte en voedsel voor allen, was 
er wel degelijk ongeremde 'expo-
nentiële groei'. 
Waarom exponentieel? Kijk eens 
terug naar de formule met de n: op 
uur n zijn er 2̂ ^ bacteriën. 
Het aantal bacteriën in de groei-
ende bevolking hangt af van n en 
die staat in de exponent. 

Er bestaan natuurlijk andere 
groeiwetten. 
In het natuuriijke groeiverloop van 
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mensen en dieren bestaan er hele 
stukken van lineaire groei, d.w.z. 
waar de aanwas evenredig met de 
tijd is; na n dagen (of jaren) is de 
lengte of het gewicht a + bn. 

In figuur I kun je na de aanloop 
een periode aan lineaire groei 
onderkennen, gekenmerkt door het 
verloop van de grafiek. Je ziet daar 
duidelijk het toenemen van lengte 
met eenzelfde stuk in dezelfde tijd, 
terwijl na deze periode van lineaire 
groei de groei snel minder wordt 
en tenslotte tot stilstand komt. 

Samengestelde interest 
De tegenstelling van lineaire en 
exponentiële groei is vanouds 
bekend. Als je een kapitaal van 
f 100,- hebt belegd tegen 5% jaar-
lijkse rente, maar de rente niet 
opnieuw belegt dan is het na 
0 jaar: f 100,-
1 jaar: f105,-
2 jaar: f 110,-

n jaar: f 100,- -i- 5n. 
Het kapitaal groeit in lineaire 
afhankelijkheid van de tijd n. 
Wie handig is, belegt echter zijn 
rente opnieuw (tenzij hij genood-
zaakt is van die rente te leven). De 
f 105,- na 1 jaar verloop dragen 
opnieuw 5% rente, die dus niet 
alleen door de 100 oorspronkelijke 
guldens, maar ook door de 5 
nieuwe wordt gekweekt. Het lijkt 
een onbeduidend verschil, maar 
het telt aan. 

Figuur 1. 

Hoe bereken je zoiets het handig-
ste? 
Uitf 100,-zijn na 1 jaar f105,-
geworden, of - eenvoudiger -
iedere gulden is met 1,05 verme-
nigvuldigd in een jaar tijd. 
En dit blijft zo; in een jaar tijd 
vermenigvuldigt een gulden 
zichzelf met 1,05. Het doet ons 
denken aan de groeiende bacte-
riebevolking. Die deed het met een 
factor 2 in een uur. Het geld doet 
het langzamer, met een factor 1,05 
in een jaar. Maar in principe is het 
hetzelfde. Na 
0 jaanf 1,-
1 jaar: f 1,05 
2 jaanf 1,05 X 1,05= 1,052 

n jaar; (1,05)". 
Groei volgens samengestelde 
interest is dus ook exponentieel. 
We krijgen een beter overzicht als 
we ons afvragen in welk tijdvak 
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het oorspronkelijke kapitaal is 
verdubbeld. Dus, voor welke n is 
(1,05)" = 2? 
Zo iets rekent men met logaritmen 
uit. Ik heb de uitkomsten hier 
neergezet voor verschillende 
rentepercentages. 
rente verdubbeling na ongeveer 

jaar 
1% 70 
2% 35 
3% 24 
4% 18 
5% 14 
10% 7 
Ruw gezegd; als je bij gewoon 
interest verdubbeling van het 
kapitaal in cf jaren zou verwachten, 
is het bij samengestelde interest 
0,7 c/jaren. 
Het een keer verdubbelen gaat met 
een factor 0,7 vlugger. (Maar Iet 
wel, dit klopt alleen voor 'kleine' 
waarden van interest, zoals in de 
tabel boven bijeengebracht.) 

Tegen 5% is het kapitaal na 
jaar 14 met 2 vermenigvuldigd 
jaar 28 met 4 vermenigvuldigd 
jaar 42 met 8 vermenigvuldigd. 
Een gulden, in de tijd van Claudius 
Civilis tegen 5% samengestelde 
interest belegd, zou thans 
uitgegroeid zijn tot een bedrag 
groter dan de jaarlijkse Neder-
landse rijksbegroting. Natuurlijk 
zijn er ook voor de exponentiële 
financiële groei grenzen afgepaald. 

Afremming van de groei 
Onbelemmerde groei is exponen-

tieel. Dit was met de groei van de 
menselijke bevolking zo in 't 
verleden en het is nu nog zo. 
Alleen was vroeger het groei per-
centage, voornamelijk tengevolge 
van ziekten, veel kleiner dan nu. 
Van 1600 tot 1800 had de mens-
heid 200 jaar voor een verdubbe-
ling nodig. In Zuid-Amerika is de 
groei thans per jaar 3%, en dit 
betekent verdubbeling in een 
kwarteeuw; in de rijke landen gaat 
het met 0,8% per jaar, hetgeen 
verdubbeling in 90 jaren betekent. 
Het wereld-energieverbruik groeit^ 
met 4% per jaar - verdubbeling na 
18 jaren. Maar alles kent een 
grens. Bij het exponentieel 
groeiende energieverbruik ligt die 
bij het opraken van de voorraad. 
Zolang voorraden onbeperkt zijn, 
gaat het exponentieel. 
Maar met het plafond in zicht 
heerst een andere wet. 
De exponentiële wet zegt dat de 
groei evenredig is met wat er al is. 
Maar volgens een verfijnd model 
komt er een groeiremming bij, 
omgekeerd evenredig met wat er 
nog te verteren valt. Het gevolg is 
een kromme, ook welbekend uit 
toepassingen van de wiskunde 
(fig. 2). 
Natuurlijk zou de kromme, als er 
catastrofen komen, ook eens naar 
beneden kunnen gaan. 

Exponentieel verval 
Naast de exponentiële groei is er 
als tegenhanger, het exponentieel 
verval. 
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nmakeen 
O O O Met behulp van de werktekening van figuur 1 en de daarbij 
behorende beschrijving is het mogelijk een 'lussograaf' te maken, een 
machine die de meest wonderlijke lusvormige figuren kan tekenen. Met 
wat eenvoudig gereedschap en een beetje handigheid krijg je dat zeker 
klaar. In hoofdzaak bestaat het toestel uit een schrijftafel, die met behulp 
van twee slingers in trilling wordt gebracht. Als de bijbehorende massa's 
worden verplaatst, veranderen de slingertijden. Als ook nog amplitudo en 
fase worden veranderd, kunnen talloze varianten geschreven worden, 
waarvan er enkele in figuur 2 te bewonderen zijn. 

De constructie 
1. de slingers 
De hoofdslinger bestaat uit een 
lange stok met een cardanische 
ophanging. In de tekening is dit 
detail nog eens vergroot afgebeeld. 
Een goede ophanging is voor het 
succes van groot belang. Anders 
zal de slinger sterke demping 
vertonen en worden er niet veel 
lussen geschreven, die dan 
bovendien ver uit elkaar komen. 
Als je het erg mooi wilt doen, kun 
je de constructie van figuur 3 
proberen. Je moet in ieder geval 
een ring van multiplex maken, die 
om een middellijn kan kantelen 
met behulp van een mesoplegging 



of eenvoudiger met twee 
aangepunte boutjes. Op de ring 
kantelt dan weer het eindblok van 
de slingerbalk om een middellijn 
van de ring die loodrecht op de 
eerste staat. Zorg dat de punten 
van de vier boutjes in één vlak 
komen. Laat de boutpunten in 
kommetjes draaien, anders vreet 
het materiaal bij de zware 
belasting kapot. Je zou daar ook 
boutjes met platte kop voor kunnen 
gebruiken, die je bij de kop wat 
inboort. Deze ophanging monteer 
je op een plank die je stevig vast 
moet zetten, aan het dak van de 
garage of een balk op zolder 
bijvoorbeeld. 
De hoofdslinger maak je van een 
balk (4x4 cm), ongeveer 1 m 
lang. Onderaan komt dan het 
framewerk van de schrijftafel te 
hangen, bovenaan het dwarsbalkje 
voor de ophanging. Hoe je het 
frame moet maken, is gemakkelijk 
in de tekening af te lezen. De 
hoeken van het vierkante raam 
kunnen half ingezaagd worden en 
met triplex driehoekjes versterkt. 
Zet alles goed in de lijm en sla er 
nog wat spijkertjes bij. 
Maak het schrijftafeltje van een 
stuk triplex (20 x 20 cm). Zorg dat 
de zaak stevig in elkaar zit. 
Boor om de 2 cm gaatjes in het 
onderste deel van de slingerbalk. 
Als je een grote spijker in zo'n gat 
steekt, kan het hoofdgewicht op 
verschillende plaatsen worden 
vastgezet. Op die manier is de 
slingerlengte te veranderen en 
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tevens de slingertijd. 
Het hoofdgewicht kan bestaan uit 
een paar stenen die je in een 
houten bakje op de balk kunt 
bevestigen. Zorg voor een massa 
van ongeveer 8 kg. 
Onder het frame van de schrijftafel 
draai je een schroefoog in, waaraan 
de tweede slinger bevestigd wordt. 
Neem hier als massa een blik 
gevuld met zand of kiezelstenen. 
Zorg voor een massa van 1 of 2 kg. 

2. de schrijfarm 
De schrijfarm heeft de vorm van 
een kruis, met een lange as van 
60 cm. Aan het ene eind komt 
daarin een gat, waarin een viltstift 
klemmend past. Aan de andere 
kant monteer je een contra-
gewicht, zo groot dat de arm 
vrijwel in balans is. De arm kan 
draaien om de punten van twee 
schroefjes aan de einden van het 
dwarslatje. De punten rusten op 
een tafelblad dat even hoog moet 
komen als de schrijftafel. 
Het contra-gewicht moet ervoor 
zorgen dat de stift niet te hard op 
het schrijftafeltje drukt, anders is 
er te veel wrijving en komen de 
lussen te ver uit elkaar. 

En nu tekenen 
Als het timmerwerk klaar is, gaan 
we aan het tekenen beginnen. 
Bevestig een vierkant stuk glad 
papier met punaises of plakband 
op het tafeltje. Oefen wat om met 
je tekenmachine vertrouwd te 
raken. 

Figuur 3. 

Door de slingerlengten te veran-
deren ontstaan verschillende 
figuren. Begin bijvoorbeeld met 
het grote gewicht op het onderste 
gaatje. Geef dan het grote gewicht 
een zetje in de richting van de 
wijzer van de klok en het kleine 
gewicht juist in de andere richting. 
Even later plaats je de schrijfstift 
voorzichtig op het papier. De 
machine doet nu de rest. 
Als de lussen te ver uit elkaar 
komen of de figuur bevalt je niet, 
zetje het hoofdgewicht een beetje 
hoger en je probeert opnieuw. 
Kleine verplaatsingen bij het 
onderste gewicht geven gladde 
figuren, zonder scherpe punten. 
Het onderste gewicht moet je zeker 
niet meer dan een hoek van 15° 
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laten uitzwaaien ten opzichte van 
de hoofdas. Laat ook beide slingers 
eens in dezelfde richting zwaaien. 
Welk verschil geeft dat? 
Bij het stoppen van het slinger-
effect moet je telkens eerst de 
schrijfstift weghalen en dan met 

Bijvoorbeeld: het volume van elke 
kegel is l/37i:r2h of elk getal is 
deelbaar door drie als de som der 
cijfers door drie deelbaar is. 
In de natuurwetenschappen gaat 
dat heel anders. Als we stellen: bij 
een veer is de uitrekking evenredig 
met de uitrekkende kracht, dan 
bedoelen we: bij de tot dusver 
onderzochte veren geldt deze 
uitkomst... bij benadering. 
De natuurwetenschappen worden 
dan ook ten onrechte exacte 
wetenschappen genoemd. Alleen 
de wiskunde is dat. In alle andere 
vakken blijft het bij aanrommelen. 
Voor een wiskundige is er nog 
niets bewezen, ook al komt een 
bepaalde bewering in 1000 
gevallen uit. 

één hand het grote gewicht af-
remmen en met de andere het 
kleine. Je zult neiging hebben de 
hele zaak bij de balk te stoppen 
maar op die manier kun je de 
gevoelige ophanging gemakkelijk 
beschadigen. 

Een voorbeeld 
Neem een tweeterm 991 n2 -i- 1. 
Vul daar achtereenvolgens 
n = 1, 2 ,3 ... in. Doe het maar. De 
vraag is: zou de uitkomst ooit wel 
eens een kwadraat kunnen zijn?? 
Als je zo een halfuurtje bezig 
geweest bent, zegje vast: nee ... 
nooit! 
Ik kan het je nog sterker vertellen: 
als je 100 jaar door zou gaan met 
invullen en testen op een kwadraat, 
zou je nog geen gevonden hebben. 
Toch is er voor een wiskundige 
nog niets bewezen, en terecht, 
want... kortgeleden gelukte het 
een snelle computer het kleinste 
gehele getal te vinden waarbij 
999n2 -I- 1 wel een kwadraat 
oplevert. 
Schrik niet, dat getal is: 
n = 12 055 735 790 331 359 447 538 767.B 

Verschil wiskunde en natuurwetenschappen 
O O Zowel in de wiskunde als in de natuurwetenschappen zoeken we 
naar bewijzen, alleen de werkwijze is nogal verschillend. 
In de wiskunde wordt naar exacte bewijzen gezocht. Dat betekent: voor 
eens en altijd, voor alle gevallen, die we kennen of in de toekomst nog 
zullen ontmoeten, geldt dat resultaat. 
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Van cirkel naar rechte lijn 
O O In nummer 4 van deze jaargang stelt Paul van Veen in zijn bijdrage 
'druppelkrommen', dat het niet zo eenvoudig is om een 
stangenconstructie te bedenken, waarbij een cirkelvormige beweging 
wordt omgezet in een rechtlijnige. 
Dr. P. Lemmens uit Utrecht reageerde hierop en beschrijft een mogelijke 
werkwijze. Tevens vermeldt hij hoe James Watt al in 1874 een poging 
deed om, ten behoeve van zijn stoommachine, de beweging van een heen 
en weer draaiend punt om te zetten in nagenoeg rechtlijnige verplaatsing 
van een zuigerstang. 

Een exacte methode 
In 1864 lukte het de Fransman 
Peaucellier om een precieze rechte 
baan te krijgen uit een 
ronddraaiende. 
Zijn apparaat (fig. 1) bestaat uit 
een stelsel van zeven stangen, 
waarvan twee even lange om een 

vast punt M draaien. De beide 
andere einden zijn door middel van 
vier, eveneens onderling even 
lange stangen, vrij draaibaar 
verbonden met de punten X en Y. 
Ten slotte verbindt een zevende 
stang het punt X met een vast 
draaipunt N. De lengte van deze 

Figuur 1. Als X langs een cirkeldeel beweegt van Xg naar Xj gaat Y 
langs een rechte van y„ naar Yj. 
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Figuur 2. M,X en Y liggen steeds 
op een rechte. 

stang is de straal van de cirkel. We 
kunnen nu aantonen dat, als punt X 
om N draait, het punt Y zich over 
een rechte verplaatst. 

Op één lijn 
We laten nu eerst even de zevende 
stang (NX) weg en gaan bewijzen 
dat Y altijd op het verlengde ligt 
van de verbinding (fig. 2). 

Omdat MPYQ een vlieger is, staat 
MY loodrecht op PQ en halveert 
deze. Maar, omdat XPYQ een ruit 
is, gaat XY ook door het midden 
van PQ en staat daar loodrecht op. 
Daarom valt de lijn MX samen met 
de lijn MY en daarom ligt Y altijd 
op het verlengde van MX. 

Eigenschap 
Vervolgens tonen we aan dat het 
produkt van de afstanden MX en 

MY bij beweging constant is. 
Stel de lengte van de stangen 
MP=MQ=a en de lengten 
PX=PY=QX=QY=b. De hoek 
tussen MP en MQ stellen we 2a en 
S het snijpunt van MY en PQ. 
In figuur 2 kun je dan aflezen: 
PS = a sin a en MS = a cos a. 
XS2 = b2-PS2 = b2-a2sin2a 
dus MX.MY=(MX-XS)(MS-HYS)= 
MS2-XS2 = a2cos2 a - (b2-a2sin2a) 
dus MX.MY = a2 - b2. 
En dit is onafhankelijk van de 
grootte van a en dus bij elke hoek 
a even groot. 

Van rond naar recht 
Bij de volgende stap leggen we het 
apparaat in de centrale positie (nog 
steeds zonder de zevende stang), 
waarbij X,, en Y„ op de lijn MN 
liggen. 
Hierbij geldt natuurlijk ook: 
MX^.MYQ = a2 - b2. We denken 
ons nu Y verplaatst over een lijn 
door Yg loodrecht op MY^. Bij die 
beweging gaat X ook mee. 
Teken nu de cirkel met MX^ als 
middellijn en N als middelpunt. 
Stel T het snijpunt van deze cirkel 
met MY. 
Als we de lijn TX^ trekken, ont-
staat bij T een rechte hoek. De 
driehoeken MX^T en MYY^ zijn 
nu gelijkvormig, zodat geldt: 
MX(,: MY = MT ; MY ,̂ of 
MY.MT = MX„.MYo = 
a2_b2 = MX.MY. 
Hieruit volgt: MT=MX zodat we 
ontdekken dat T samenvalt met de 
positie van X. 
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Figuur I. Verlopende stam. 
Of hoeveel fout krijgen we op die 
manier in de meting? 

Functie van r/R 
De afwijking is een functie van r/R 
(fig.1). In het geval van een 
zuivere cilinder geldt: r/R = 1. 
Dan is de fout nul. 
In het theoretische geval dat de 
stam een zuivere kegel is, geldt: 
r/R = O omdat r = 0. Dan is de 
exacte uitkomst; 

V = 37tR2h 

en gaan we uit van de straal 
halverwege, dan geeft dat als 
uitkomst: 
1 /4 7iR2h. We moeten deze 
benadering dus met de factor 

I (of 1,33) 
vermenigvuldigen om het werke-
lijke volume te vinden. 
In tabel 2 staat een overzicht hoe, 
afhankelijk van p = r/R, de 
correctie-factor c eruit komt te 
zien. De uiterste waarden van c 
hebben we inmiddels al gevonden. 
Hoe vinden we in het algemeen de 
waarde van c als functie van p? 

p —~—— 
c 

0 , 0 1,33 
0 , 1 1,22 
0 , 2 1,15 
0 , 3 1,10 
0 , 4 1,06 
0 , 5 1,04 
0 , 6 1,02 
0 , 7 1,01 
0 , 8 1,00 
0 , 9 1,00 
1 ,0 1,00 

Figuur 2. Relatie p en c. 

Afgeknotte kegel 

In figuur 1 is af te lezen; 
X x-i-h ^ „ , 

= n of xR = xr -I- hr r R 

of X = 
Jir 
R-r 

De afgeknotte kegel heeft een 
volume: 
^7r{R2(x-i-h)-r2x) 

Vullen we de gevonden waarde 
van X in, dan krijgen we na enig 
rekenwerk; 

V = 3 n h ^ 

of V = ^ 7th(R2 -I- Rr H- r2). 

Dat is dan de uitkomst voor het 
volume. 
Gaan we nu uit van een straal 
halverwege ter grootte (R-i-r) dan 
hoort daarbij een doorsnede 
n ( ^ ) ^ of 1/4 7r(R-Hr)2-

31 



De uitkomst met de cilinderfor-
mule wordt dan; 
V = ^ 7rh(R2 -I- 2Rr + r). 
De verhouding van beide 
uitkomsten; 

echt ^ 4R2-HRr H-r2 _ ^ 
benaderd 3 R2 + 2Rr -H r2 
Stellen we de verhouding van de 
eindstralen r/R = p waarbij 
O < p < 1, dan vinden we voor de 
verhouding: 
(, - 4 1-1- p -I- p2 

3 1 H- 2p -I- p2 
Als we dan p op laten lopen van 
O tot 1, zien we in de tabel van 
figuur 2 de c-waarden dalen van 
1,33 tot 1,00. 

Praktisch 
Het komt dus hierop neer datje het 
best de benaderingsformule kunt 
gebruiken, mits je deze uitkomst 
met een juiste factor vermenig-
vuldigt. 
Als bijvoorbeeld r/R = 2/5 of 
p = 0,4 dan moeten we de eenvou-
dige uitkomst met 6% verhogen 
om het werkelijke volume te vinden. 

Voorbeeld 
In figuur 3 hebben we een beu-
kestam met omtrekken aan beide 

o m t r e k 1 5 0 c 90 cm 

Figuur 3. Volume en massa. 

einden ter grootte 150 en 90 cm. 
De stam is 6 m lang. Bereken het 
volume. 
W e l , p = 150/90 = 0,6. 
Cortectiefactor 2%. 
Omtrek halverwege 
1/2(150-1-90)= 120 cm. 
Diameter halverwege 
120/7t = 38cm. 
Doorsnede halverwege l/4Tcd2 = 
I l46cm2 = 0,115m2. 
Benaderde volume 
6 X 0,115= 0,69 m3. 
Bij een dichtheid 0,5 (beukehout) 
g/cm3 of 500 kg/m3 volgt een 
massa 0,69 x 500 = 345 kg. 
De exacte massa ligt echter 2% 
hoger dus op: 352 kg. Als de 
stamdikte weinig verandert heeft 
het corrigeren, mede gezien de 
grilligheid van de vorm, weinig 
zin. I 

Verantwoording illustraties; Foto's: Henk Mulder. Tekeningen: Henk Mulder, Illustraties: Ad Karreiiians 
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