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De eindeloze r i j van Fibonacci 
Figuur 1 is als volgt opgebouwd: 
eerst zijn de vierkanten A en B 
getekend. Links ertegenaan ver-
volgens een groter vierkant C, 
etc. De figuur kan eindeloos 
verder getekend worden. Het 
doet denken aan een schilderij 
van Mondriaan als de vierkanten 
ingekleurd zouden worden met 
geel, rood en blauw. 

Als de opeenvolgende lengten 
van de zijden van de vierkanten 
genoteerd worden, vormt zich de 
volgende reeks: 

1 12 3 5 8?? 

Hoe de vraagtekens ingevuld 
moeten worden laat zich raden 
als de reeds aanwezige getallen 
van de reeks met elkaar 
vergeleken worden. Ook in de 
opbouw van de lengte van de 
zijden in figuur 1 is een vergelijk-
baar patroon te herkennen. Elke 
volgende eenheid is het resultaat 
van de som van de twee voor-
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Figuur 1 

gaande eenheden. De zo ont-
stane reeks is genoemd naar 
Leonardo Fibonacci, die ruim 
800 jaar geleden geboren werd 
in Pisa, Hij publiceerde in 1202 
een algebra-boek, waarin hij de 
grote voordelen aantoonde van 
het gebruik van de Arabische 
schrijfwijze van getallen (zoals 
wi j die kennen) boven de Ro-
meinse. In dat boek komt de 
volgende opgave voor: 

Hoeveel paar konijnen krijgen 
we in één jaar, als er begonnen 
wordt met één paar en als elk 
paar iedere maand een nieuw 
paar voortbrengt, dat telkens 
vanaf de tweede maand vrucht-
baar wordt. 



Bij de oplossing van dit vraagstuk 
is de eerder genoteerde getallen-
reeks weer te herkennen, kater is 
deze rij naar Fibonacci genoemd. 

Rijen 
Bij de bestudering van getal-
lenrijcn wordt soms de volgende 
truc gebruikt: bepaal telkens het 
verschil van twee opeenvolgende 
getallen en schrijf dat eronder, 
Het resultaat is een nieuwe reeks 
waarmee hetzel fde gedaan 
wordt. Bij een rekenkundige rij is 
dat erg simpel, b i jvoorbeeld: 

10 14 18 22 
4 4 4 

0 O 

Bij de rij van kwadraten van 
opeenvolgende getallen: 

1 4 9 16 25 36 49 
3 5 7 9 11 13 

2 2 2 2 2 
0 0 0 0 

De Fibonacci-rij: 

1 1 2 3 5 8 13 21 34 
O 1 1 2 3 5 8 22 

Bij de Fibonacci-rij valt op dal de 
verschillen weer precies een-
zelfde rij opleveren, zodat het 
geen zin heeft om met hetzelfde 
procédé verder te gaan. Dit lijkt 
een aardige eigenschap, die 
echter heel voor de hand liggend 
is. 

Formule 
Bij rijen wordt altijd gezocht naar 
mogelijkheden om een bepaalde 
term van een reeks te berekenen, 
zonder alle voorgaande termen 
bepaald te hebben. Er bestaat 
zo'n formule voor de termen van 
de Fibonacci-rij. Maar die is niet 
zo eenvoudig ai te leiden. De 
formule werd pas na 1800 door 
Binet gevonden: 

de n-de term van de Fibonacci-
reeks is: 

1 / l + /̂sV' 1_ / - V5 \" 
VsV 2 / V5V 2 7 

waarbij n achtereenvolgens is: O, 
1,2,3,4, ...enz. 
Ook zonder gebruik van een 
rekenmachine z i jn de eerste 
termen van de reeks snel te 
berekenen en is ook goed te 
volgen hoe V5 uit de uitkomst 
verdwijnt. 
Bij het berekenen van meer 
geta l len uit de reeks b l i j k t 
duidelijk dat de tweede term van 
de formule van Binet snel heel 
klein wordt. Zo komt er bij het 
vijfde Eibonacci-getal al: 
5,0403-0,0403. 

Bij het berekenen van grotere 
Fibonacci-getallen kan zonder 
bezwaardaarom alleen het eerste 
deel van de formule gebruikt 
worden: 

J_ / l_+^5\ " 
V5V 2 ) 



Vervolgens kan de uitkomst af-
gerond worden naar het dichtst-
bi jz i jnde hele getal. 

Gulden snede verhouding 
Gebleken is dat, wanneer de op-
eenvolgende Fibonacci-getallen 
van elkaar worden afgetrokken, 
exact dezelfde reeks verschijnt. 
Nog merkwaardiger (en niet zo 
voorspelbaar) is wat er gebeurt, 
wanneer telkens twee 
opeenvolgende getallen op el-
kaar gedeeld w o r d e n . Het 
resultaat is te zien in de volgende 
tabel: 

nummer F-getal quoti ent 
1 1 

2 1 

3 2 
,5 

4 3 
,66 

5 5 
,6 

6 8 

29 514229 
,6180339 

30 832040 
,6180339 

31 1346269 
etc. 

Bij de bestudering van de tabel 
val len dr ie dingen op . De 
quotiënten schommelen rond een 
bepaald getal, dat steeds dichter 
benaderd wordt. Al heel snel zijn 
de eerste 7 decimalen van het 
quot iënt onverander l i j k , en 

daaruit volgt dat de reeks al heel 
snel gaat l i j ken op een 
meetkundige rij, want elk volgend 
getal wordt uit het voorafgaande 
gevormd door hel te 
vermen igvu ld igen met 
1,6180339 (waarbij dan weer 
afgerond moet worden naar het 
dichtstbijzijnde hele getal). Het 
gevonden getal is in de wiskunde 
een goede bekende. Het is de 
zogenaamde gulden snede 
verhouding. 

Figuur 1. als quasi-spiraal 
Als uitgangspunt is weer gekozen 
voor de twee v ie rkan ten , 
vervolgens worden de grotere 
vierkanten er spiraalgewijs om-
heen gebouwd: eerst rechts een 
vierkant, dan van onderen, dan 
weer l inks, etc. Wanneer er 
steeds een passcrpunt in een 
hoekpunt van de vierkanten ge-
zet wordt en van hieruit een 
kwart cirkel getekend wordt, 
ontstaat er een quasi-spiraal, die 
opgebouwd is uit kwart cirkel-
bogen (fig, 2). 

Figuur 2 
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Over Fibonacci-getallen is nog 
veel meer te vertellen, zoveel, dat 
er zelfs een soort Fibonacci 
fanclub bestaat, die vanaf 1963 
vier maal per jaar een tijdschrift 
u i tbrengt : The Fibonacci 
Quarterly. 

ciuteur: I i.ins r/e Rijk 

Grootste priemgetal 

Huug Schenk uit Bennekom 
stuurde Pythagoras een rede-
nering waaruit volgt dat er altijd 
nog een groter priemgetal is dan 
het op dit moment grootst be-
kende. Zijn redenering is als volgt. 

Een priemgetal is een getal dat 
uitsluitend deelbaar door 1 en 
door zichzelf is (dus twee delers 
heeft). Zo zijn 2, 3, 7, 11, 17, 19, 
23, 29, 3 1 , ... priemgetallen. 

19 het grootste priemgetal? 
Stel nu eens dat het grootste 
priemgetal, dat de mens op een 
zeker moment heeft gevonden 19 
is, en dat op dat moment iemand 
beweert dat een groter priemgetal 
niet bestaat. Huug Schenk weer-
legt dat dan door het produkt van 
alle tot nu toe bekende priem-
getallen te nemen en daar 1 bij op 
t e t e l l e n : 2 * 3 * 5 * 7 * 1 1 * 1 3 * 1 9 
= 9.699,690 + 1 = 9.699.691, 
Wanneer hij dit getal door één van 
de tol dan bekende priemgetallen 

^ l 
\i 

A9 

m 3 
deelt, kr i jgt hij al t i jd rest 1. 
Dus door geen van die getallen is 
9.699,691 deelbaar. Evenmin 
door bijvoorbeeld 6 of 1 5 want 
die zijn immers uit de bekende 
pr iemdelers opgebouwd . 
Misschien is 9.699.691 nog wel 
deelbaar door een onbekend 
priemgetal tussen 19 en 
9.699.691, maar dan is 19 niet het 
hoogste priemgetal. Er ligt nog 
een priemgetal tussen 19 en 
9.699,691, of het eerstvolgende 
priemgetal na 19 is 9.699,691 
zelf. Hiermee is aangetoond dat 
er na het bij ons hoogst bekende 
priemgetal altijd wel weer een 
hoger priemgetal bestaat. Een 
methode om het eerstvolgende 
priemgetal te berekenen kennen 
we niet. Maar de ri j van 
priemgetallen is in ieder geval 
oneindig groot. 

iiuteur: Huu^ Schenk 



Cirkels in spitsbogen 

Eén van de opvallendste ele-
menten van de gotische 
bouwstijl is de spitsboog. Deze 
ontstaat door twee cirkelbogen 
tegen elkaar aan te laten lopen. 
Dikwijls is het vlak binnen de 
spitsboog rijk versierd met een 
maaswerk, dat eveneens uit 
cirkels en cirkelbogen is 
opgebouwd. De eindeloze 
variaties die de middeleeuwse 
steenhouwers hierbij bedachten 
zijn verrassend. 

Het is bekend, dat bouwteke-
ningen voor m idde leeuwse 
kathedralen veelal werden in-
gekrast in gipsplaten: men kon 
dan naar believen veranderingen 
aanbrengen door reeds bestaan-
de lijnen weg te schrapen. Ook 
de tekeningen voor de maas-
werken werden op deze wijze in 
gips gekrast en het is aan het 
resultaat duidelijk te zien, dat 
men daarbij 'zeer meetkundig' te 
werk ging. Bij alle fantasie die 
men gebruikte voor het vinden 



Figuur 5 

van nieuwe vormen zorgde een 
strak meetkundig rooster voor 
eenheid en gebondenhe id , 
terwijl ook de beperking tot het 
gebruik van cirkels een te grote 
willekeur uitsloot. 

Cirkelmotieven 
De simpelste samenstellingen die 
reeds in het begin van de gotiek te 
zien zijn, zijn de driepas en de 
v ierpas. Dit z i jn c i rke ls , 
waarbinnen drie, vier of meer 
cirkels elkaar en de buitencirkel 
raken (fig. 1 en 2), Ook het 
visblaasmotief is vrij elementair 
en heeft dezelfde grondvorm; 
alleen zi jn de cirkels op een 
andere w i j z e met elkaar 
verbonden. De eenvoudigste 
gaat uit van twee cirkels, die 
elkaar raken. Er ontstaat dan een 
vorm die gelijk is aan het Chinese 
yin-yang-symbool. Bij het ge-
bruik van meer cirkels wordt de 
indruk van een wentelend rad 
gewekt (fig. 3 en 4). Later worden 
deze vormen nog verrijkt door de 
toevoeging van kleinere cirkels in 
het ronde deel van de blaasvorm 
(fig. 5). 

Aan de hand van een voorbeeld 
kan zo'n maaswerk geanalyseerd 
worden. Wanneer er beschikt 
kan worden over een exacte 
maattekening is zo'n analyse 
niet moeilijk. De middelpunten 
en stralen van de cirkels zijn dan 
gemakkelijk terug te vinden en 
dat leidt dan rechtstreeks tot een 
schema. Maar meestal bemoei-
lijkt de breedte van de stenen 
l i js ten het bepalen van de 
kleinere details. Intuïtie en fanta-
sie bepalen dan de reconstructie 
van oen sluitend meetkundig 
netwerk. 

Maaswerk van de Dom 
De lüto op de volgende pagina 
toont een spi tsboog in de 
kloostergang bij de Utrechtse 
Dom. Hoewel het een recon-
struct ie is van de archi tect 
P. Cuypers (uit ca. 1890), komt 
het maaswerk dicht bij het laat-
gotische origineel. 

De kolommen geven een verti-
cale driedeling aan, terwijl het 
maaswerk ook snijpunten heeft 
die daar precies tussen vallen. Er 
wordt daarom begonnen met het 
tekenen van de evenwi jd ige 
verticale lijnen 1 t/m 7. 

Vervolgens worden de grootste 
cirkels opgezocht. In de top 
bevindt zich er één. Deze raakt 
aan twee even grote cirkels er-
onder en deze weer aan drie 
cirkels daaronder. Van deze 
laatste cirkels is maar de helft 
voor het maaswerk gebruikt, 



De middelpunten van al deze 
cirkels liggen op drie li jnen: a, b 
en c. Bij nadere beschouwing 
blijken er delen van meer cirkels 
van dezel fde grootte b i j de 
constructie gebruikt te zi jn: twee 
cirkels rechts en links op de 
middelste rij en ook twee cirkels 
rechts en links van de cirkel inde 
top. 

Er kan nu ook gezocht worden 
naar de best passende 
cirkelbogen die de spitsboog 
vormen. Van de punten die reeds 
door de voorgaande contructies 
zijn vastgelegd voldoen A (on B 
rechts) het beste als 
m idde lpun ten voor beide 
cirkelbogen. Deze laatsten raken 

nu aan de topcirkel en aan de 
basisc i rkels. Nu komen de 
kleinere cirkels aan de beurt. 

Op de lijn b bevinden zich vier 
kleine cirkels die elkaar raken en 
waarvan do stralen gelijk zijn aan 
de helft van de stralen van de 
grote cirkels. Links en rechts van 
deze rij kan nog zo'n cirkel 
getekend wo rden , waarvan 
alleen een klein boogje in het 
maaswerk word t gebru ik t . 
De plaats van de twee kleine 
cirkeltjes, bovenin de twee grote 
cirkels in het midden, is nu ook 
vastgelegd: ze moeten aan de 
kleine cirkels en de grote raken, 
De rest is eenvoudig, In de on-
derste rij cirkels komen vier el-

1 Z 5 4 
kloostergang Dom, Utrecht 
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Cirkels in Gotische ramen Dom, Utrecht 

kaar rakende cirkels, zodat vier-
passen ontstaan, waarvan maar 
de helft voor het maaswerk wordt 
gebru ik t . En in de topc i rke l 
komen rakende cirkeltjes van 
dezelfde grootte. 
Tenslotte bli jven er nog twee 
kleine cirkels over, die (onder lijn 
c) raken aan de buitenbogen en 
de middencirkels. 

maken. Delen \/an cirkels kunnen 
weggelaten worden en rakende 
cirkeldelen kunnen vloeiend in 
elkaar overlopen. 
Rechts van deze spitsboog is bij 
de Dom nog een variant te zien. 
Misschien aardig om daar zelf 
eens het bouwschema van te 
bedenken en uit te tekenen. 

Variant 
Met het bovenstaande schema 
kan nog iedere kant opgegaan 
worden om een maaswerk te cniteur: Bninu Lrnst 



Het r ingvormige assenstelsel 
Jeroen Trum uit 6-VWO werd bij 
een schoo londerzoek fout 
gerekend dat hij bij het domein 
van de functie y = 1/x niet het 
punt X = O had uitgezonderd. 
Jeroen vond dat vrij onnatuurlijk 
en onderbouwde deze bewering 

y-as 

ix-as 

Figuur 1 

met de vo lgende tekst en 
illustraties. De inhoud van de 
perfect op floppy aangeleverde 
tekst (en illustraties) spreekt zijn 
docent en de redact ie van 
Pythagoras zeer aan. 

'Als je de functie y = 1/x wilt 
tekenen, dan doet z ich het 
probleem voor dat de functie 
voor x = O niet bepaald is. In de 
buurt van dat punt gaat y twee 
kanten op, zowel naar +=0. als 
naar - ° ° . Geen van de beide 
waarden van y kun je tekenen, 

De vraag is of de functie echt niet 
getekend kan worden, of dat dat 
alleen maar komt door de manier 

waarop we gewend z i jn het 
assenstelsel af te bee lden, 
Hieronder wordt geprobeerd het 
probleem op te lossen door een 
heel andere tokenwijze van het 
assenstelsel toe te passen. 

Dit is een grafiek van de functie 
y = l/x(f ig. 1). 
Aan de l inkerkant van de 
oorsprong gaat de functie naar 
-°o. Aan de rechterkant gaat hij 
naar +<x. Nu is de vraag wat y dan 
is, als x precies O is. De functie 
bestaat niet als X = O, 
Stel nu, dat er maar één punt is 
dat in het oneindige ligt. Dan 
geldt -00 = +00 = 00. Dan bestaat 
de functie wel als x = O -> y = «>. 
We kunnen dit bereiken door het 
bovenu i te inde van de y-as 
(y = +°o) te verbinden met het 
onderuiteinde (y = -°°) zodat 
er een c i r ke l on ts taa t , de 

y=00-

y=+ 

y=-

- y=0 

Figuur 2 



zogenaamde y-cirkel (fig. 2). De 
functie y = 1/x ziet er dan uit zoals 
in figuur 3. Hetzelfde kan na-
tuurl i jk ook met do x-as. We 
verbinden de uiteinden zodat Fig. 
4 ontstaat. De functie y = 1/x be-
staat dan uit één geheel! (fig. 5) 

Figuur 4 

Figuur 5 

Voordelen 
Het stelsel heeft een ringvorm 
gekregen. De b innenc i r ke l 
verbindt de punten waarvoor 
geldt: y = t», de buitencirkel 
verbindt de punten met y = 0. Het 
voordeel van het ringvormige 

Figuur 3 

stelsel is dat punten die normaal 
gesproken buiten het domein 
vallen, doordat zij naar -i-ooof-oo 
gaan (zoals y= 1/0), nu wel bij het 
domein horen, waardoor de 
functie in een natuurlijker beeld 
kan worden getekend. Het 
voordeel van het rechthoekige 
assenstelsel is dat het een kleine, 
meer gedetailleerde weergave 
van de functie kan geven. Bo-
vendien is er een lineaire schaal-
verdeling mogelijk. 

Dimensies 
Eigenlijk is het rechthoekige as-
senstelsel een klein deel van het 
ringvormige assenstelsel. Omdat 
het zo'n klein deel is, lijkt het 
rechthoek ig (net als een 
stadsplattegrond op een globe). 
Een nadeel van het ringvormige 
assenstelsel is, dat voor het 
tekenen van één d imensie 
(bijvoorbeeld de x-cirkel) een 2-
dimensionale figuur nodig is. 
Voor het tekenen van 2 dimensies 
(X- en y-c i rke l ) is een 3-
dimensionale figuur nodig. Voor 
het tekenen van 3 dimensies (x-, 
y- en z-as) zouden vier dimensies 
nod ig z i j n . z = -oo is dan 
verbonden met z = 4-0°, 
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Het is onmogelijk om 4 dimen-
sies grafisch weer te geven. Het is 
wel moge l i j k om in het 
ringvormige x- on y- stelsel een z-
'as' aan te geven. Hiervan sluiten 
de uiteinden echter niet op elkaar 
aan. Het punt z = -o<= ligt dan in 
het middelpunt van de y-cirkel. 
De schaalverdeling is niet lineair 
(fig. 6). 

(aoa.o) 

Figuur 6 

Bij een positieve z-waarde hebben 
we te doen met een ringvorm die 
hetzelfde is als bij z = O, alleen is 
dezegroter. Deringz = <=" zit in het 
middelpunt van de ring. Deze ring 
hoeft een binnenstraal die O is 
(buitenstraal = ~) zodat alle x-
coördinaten samenvallen. Bij een 
negatieve z-waarde is de ring 

kleiner dan de z = O-ring (hij zit als 
het ware in de z = O-ring). De ring 
waarvoor geldt z = -== heeft in de 
3D-weergave grafisch geen 
betekenis. 
Poolcoördinaten 
Het verbinden van de uiteinden 

Figuur 7 

van assen kan ook in het stelsel 
van poo lcoö rd ina ten . We 
verbinden dan het punt r = oo met 
het punt r =-co, (ofwel r = °o, 1 = 0° 
met r = t», T = 180°) zodat de 
r - r ing ontstaat ( f ig. 7). Het 
coördinatenstelsel kan dan op 
een bol worden getekend (fig. 8). 

9Cfi 

'i<\ 
1B0° \ 

/ ^ f 1B0° \ 

W f 
Figuur 8 

Ook hier zijn 3 dimensies nodig 
om er 2 te kunnen weergeven en 4 
om er 3 te kunnen weergeven. 
Een voorbeeld van het verwerken 
van een z-'as' is door binnen on 



bui ten de bol k le inere (z is 
negatief) en grotere (z is positief) 
bollen te maken (fig. 9). 

auteur: Jeroen Trum 

Figuur 9 

Magische honingraat 

In de hierboven afgedrukte teke-
ning zijn de getallen van 1 tot en 
met 19 zo over de diverse raten 
verdeeld dat de som in elk van de 
15 r icht ingen telkens 38 is, 
onafhankelijk of het een som van 
3, 4 of 5 getallen betreft. 

Een beetje rekenen leert dat je 19 
getal len over 19 raten kunt 
verdelen op 19! of: 
101.370.917.007.736.000 
manieren. Het vraagt dus wel 
enig speurwerk om deze magi-
sche honingraat te bedenken. 
auteur: hlenk Mulder 

Bol en kubus 

Waarschijnlijk weet je dat een bol 
een lichaam is dat bij de kleinste 
oppervlakte het grootste volume 
omspant. Of beter gezegd, do 
verhouding volume : oppervlakte is 
bij een bol maximaal. 
Maar... Pythagoras zet een rede-
nering op die zou aantonen dat 
die verhouding bij een bol en een 
kubus gelijk is. Aan jou uit te 
zoeken waar de fout in do 
redenering zit. 
Een bol met een straal r heeft een 
volume '^ 7tr' en bij diameter 
d = 2r, een volume van 1 KÓK 
De oppervlakte ervan is 4 nr 
of 7cd". 

Voor de verhouding volume : 
oppervlakte vinden we dan l d . 
Bij een kubus met overeen-
komstige ribbed is het volume d ' 
en de oppervlakte 6 d ' . 
De ve rhoud ing vo lume 
oppervlakte = 1 d en dus even-
veel. 

auteur: Henk Mulder 



Groeisnelheid van een file 

Op een snelweg rijden autos op 
een zekere afstand achter elkaar 
met een bepaalde snelheid. Om 
allerlei redenen kan er een file 
ontstaan. Het kan zijn dat de 
snelweg overgaat In een gewone 
weg; dat er een verkeerslicht 
opdoemt; een ongeluk; invoegen 
bij een wegversmalling; verkeers-
controle... 

Als je nog ver van zo'n punt afzit, 
merk je weinig van het ongemak. 
De file groeit echter aan en op 
een zeker moment bereikt de 
staart ook jou. , , je staat st i l . 
We kunnen spreken over een 
groeisnelheid van een file. Ergens 
achterin is oen laatste auto 
tol stilstand gekomen en t 
seconde later sta jij ook 
stil op een afstand s meter 
achter degene die net de 
laatste was. De 
groeisnelheid van een file 
is dan: v = s/t. 

Opdracht 
Moestal stellen we in ons 
t i jdschri f t al ler lei pro-
blemen die we vervol-
gens proberen op te 
lossen. Dit keer een klus 
voor jou. 
Probeer een relatie te leg-
gen tussen deze v en een 

aantal var iabe len zoals 
wagenlengte, onder l i nge 
afstanden, remver t rag ing ... 
Stuur je oplossing naar onze re-
dactiesecretaris: Henk Mulder, 
Goersbroekseweg 27, 4851 RD 
Ulvenhoul. 

juiste oplossing beloond 
MEMO, de nieuwe uitgever van 
Pythagoras, verloot onder de 
goede inzend ingen twee 
boekenbonnen. In een volgend 
nummer worden de ju iste 
oplossing en de prijswinnaars 
bekend gemaakt. 

auteur: Henk Mulder 
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dici>stplichtkeuring 
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dat f'(x) = O voor x = |i en wie dat 
w i l kan nu ook , door een 
tekenverloop van f' te maken, 
aantonen dat de functie bij x = |i 
een maximum en geen minimum 
aanneemt. 

Buigpunten 
Als laatste moet aangetoond 
worden dat de buigpunten zich 
inderdaad bevinden bij x = |x ± o. 
H iertoe moet bewezen worden dat 
de vergel i jk ing f " ( x ) = O als 

oplossingx=n-i-cenx=)a-o heeft. 
Verderdifferentiërenvanf'(x)geeft: 

f"(x) 
(X - |i)- -G' 

cS'(2ïï) 

(x-n)-

2 a 

Ie kunt zelf nagaan dal oplossen 
van f " (x ) = O inderdaad de 
gewenste waarden oplevert . 

auteur: Hans Oomis 

Wiskunde op z 'n do>| 

|e komt in de wereld van getallen 
en cijfers de vreemdsoortigste 
verschijnselen tegen. Wiskunde 
op z'n kop. 

Frank Roos uil Tolbert heeft ons 
er weer enkele gestuurd. 
4! is een facu l te i lsgeta l en 
uitgewerkt staat er 1 * 2 * 3 * 4 of 
24. 
Hier enkele opvallende: 

10! = 6 ! * 7! 
U5 = ^\ + 4\ + 5\ 
40.585 = 4! -r O! -̂  5! -̂  8! -F 5! 
waarbij O! = 1 

En deze: 

153 = 1'-!-5'-F 3* 

1 7 5 = 1 ' + 7 - - H 5 ' 

auteur: Frank Roos 

Altijd 6 als uitkomst 

Kies een w i l l e k e u r i g geta l ; 
Ve rmen igvu ld ig dat met 9; 
Trek er 3 van af; 
Tel de cijfers op; 
Komt er meer dan 9 uit, lel dan 
weer op; 
De som is altijd 6. 

Voorbeeld: 
Kies 2.365; 
Vermenigvuldigd met 9 
21.285; 
Minus 3 geeft 21.282; 
Opgeteld is 2-1-1-1-2-1-8-1-2 
1-1-5 = 6. 

auteur: Frank Roos 

geeft 

' 15; 
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Pythagoras in de ru imte 
We gaan de volgende stelling 
van Pythagoras in drie dimensies 
bewijzen, een verband tussen de 
oppervlakte ABC, GAB, OBC en 
OCA van de vier zijvlakken van 
een 'rechthoekige' piramide 
OABC: 

ABC' = G A B ' -Î  OBC' + GCA' 

In de vierzijdige piramide O.ABC 
is O de tophoek en liggen de 
punten A, B en C op de drie 
onderling loodrechte assen van 
het coördinatenstelsel OXYZ (fig. 
1). Zo'n piramide zullen we 
rechthoekig noemen. Vanuit O 
laten we de loodlijn neer op het 
v lak ABC, voetpunt T. We 
verbinden A met T; het verlengde 
snijdt BC in V. We verbinden V 
met O. Bekijk nu driehoek AOV. 
Deze driehoek is rechthoekig, 
want AO staat loodrecht op vlak 
OYZ en dus op OV in dat vlak. 
Bovendien geldt dat OT 
loodrecht staal op AV. Immers, 
OTisde loodlijn op het vlak ABC, 
waain AV ligt. Er geldt nu (fig. 2) 
dat driehoek AOV gelijkvormig is 
met driehoek OTV. 

Uit de evenredigheid OV : AV = 
TV : OV volgt nu dat OV middel-
evenredig is tussen TV en AV: 

OV- = TV * AV 

Vervolgens kijken we naar de 
drie driehoeken OBC, TBC en 

ABC. Nu is OV hooglelijn van 
driehoek OBC om de volgende 
redenen. OA staat loodrecht op 
BC (vanwege de rechthoekigheid 
van OXYZ) en OT staat loodrecht 
op BC (OT is immers loodlijn op 
het grondvlak). BC slaat dus 
loodrecht op vlak OAT en dus op 
elke l i jn in dat vlak, in het 
bijzonder OV. 

Eveneens volgt dat BC loodrecht 
staat op TV en AV. TV is dus 
hoogtelijn van driehoek TBC en 
AV is hoogtelijn van driehoek 
ABC. De drie hoogtelijnen staan 
alledrie op dezelfde basis BC. Als 
we nu de bovenstaande 
middelevenredigheid links en 
rechts vermenigvuldigen met 
I B C - , dan geldt de 
niiddelevenredigheid voor de op-
pervlakte van de drie driehoeken; 

OBC '= TBC* ABC 

Op dezel fde w i j z e kunnen 
natuurlijk ook de volgende twee 
geli jkheden worden afgeleid: 

OAB- = TAB * CAB 
OCA' = TCA * BCA 

Optel len van de laatste dr ie 
vergelijkingen geeft: 

OAB- + OBC' + OCA- = 
(TAB + TBC + TCA) * ABC 



De drie d r i ehoeken lussen 
haakjes tesamen zijn gelijk aan 
ABC. Dus staat er in de stelling 
van Pythagoras in drie dimensies: 

ABC' = OAB- + OBC- + OCA' 

In deze stolling komen dus de 
kwadraten van de oppervlakten 
voor en geen derde machten. De 
'twee' in de exponenten van de 
stellingvan Pythagoras houdt dus 
stand, ook bi j drie dimensies. 

Figuur 2 

auteur:lan Guichelaar 
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Grafen en ministers 
Minister Ritzen en zijn vrouw 
geven op een avond een etentje. 
Hiervoor hebben zij drie mede-
werkers en hun echtgenoten 
uitgenodigd. Sommige gasten 
begroeten elkaar en het 
echtpaar Ritzen door elkaar een 
hand te geven. Anderen volstaan 
met een vriendelijk knikje of een 
schouderklopje. 
Vast staat, dat niemand zichzelf 
of zijn echtgenoot een hand 
geeft en dat niemand dezelfde 
persoon meer dan één keer de 
hand schudt. 

Aan hel eind van de avond vraagt 
minister Ritzen aan ieder van zijn 
gasten en ook aan zijn vrouw, 
hoeveel handen zij geschud heb-
ben. Tol zijn grote verrassing zijn 
alle antwoorden verschil lend. 

De vraag is nu; aan hoeveel gas-
ten heeft mevrouw Ritzen een 
hand gegeven? 
Op het eerste gezicht lijkt het een 
onbegonnen zaak om de 
oplossing te vinden: er zijn im-
mers weinig gegevens bekend! 
Toch kan de vraag zonder al te 
veel problemen beantwoord 
worden. De eerste aanzet tot de 
oplossing van dit raadsel is te 
vinden in hel feit dat minister 
Ritzen allemaal verschillende 
antwoorden kreeg van de zeven 
mensen (zijn eigen vrouw en de 
drie uitgenodigde echtparen) aan 
wie hij zijn vraag stelde. Omdat 
geen van de acht aanwezigen 
zichzelf of zijn echtgenote een 
hand gaf, heeft ieder hoogstens 
zes handen kunnen schudden. 
De zeven an twoorden die 

Dr. Ir. J.M.M. Ritzen, Minister van Onderwijs en Wetenschappen 
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minister Ritzen kreeg moeten dus 
O, 1, 2, 3, 4, 5 en 6 geweest zijn. 

Schema 
De situatie is schematisch weer te 
geven. Er worden acht punten in 
een c i rkel gezet. Deze acht 
punten stellen de acht mensen 
voor die op het etentje aanwezig 
w a r e n . Bij zeven van deze 
punten worden de getallen O, 1, 
2, 3, 4, 5 en 6 geplaatst. Het getal 
bij een punt stelt zodoende het 
aantal keren voor dat de 
bijbehorende persoon een hand 
gegeven heeft. Hel achtste punt 
stelt minister Ritzen voor. Bij 
deze punt kan nog geen getal 
neergezet worden, omdat niet 
bekend is hoeveel handen 
minister Ritzen heeft geschud. 
Daarom wordt de letter R ge-
plaatst (fig. 1). 

Lijnen 
In het schema kunnen nu lijnen 
getrokken worden lussen de 
personen die elkaar een hand 
hebben gegeven. Er wordt begon-
nen vanuit de persoon die zes 
handen geschud heeft. Er mag 
geen lijn worden getrokken naar 
punt O (want die persoon heeft 
niemand een hand gegeven). De 
zes te tekenen lijnen moeten dus 
vanuit punt 6 gaan naar de punt-
en 1, 2, 3, 4, 5 en de R (de enige 
zes punten dieoverblijven) (fig.2). 

Merk op dal punt 6 handen 
schudt met iedereen behalve met 
punt 0. Dit betekent dus dat punt 
6 en punt O met elkaar getrouwd 
zijn. 

ô o° , 

O o 

Figuren I t/m 5 



Vervolgens wordt een lijn ge-
lrokken vanuit punt 5. Er mag 
na tuur l i j k weer geen l i jn 
getrokken worden naar punt 0. Er 
mag nu ec:hter ook geen lijn meer 
getrokken worden naar punt 1 
(die heeft namelijk maar één keer 
een hand gegeven, en wel aan 
puni 6, zoals we in fig. 2 kunnen 
z ien) . Verder is oen l i jn al 
getekend, on wel tussen punt 5 en 
punt 6. De vier overige lijnen die 
nu nog getekend moeten worden, 
moeten dus wel vanuil punt 5 
naar de punten 2, 3, 4 en R gaan 
(fig. 3). 

Echtparen 
Merk o\) dat punt 5 geen hand 
geeft aan de punten O en 1. Dat 
betekent dal punt 5 en punt 1 met 
elkaar getrouwd zijn (immers: 
punt O is met punt 6 getrouwd). 
Nu moeten nog lijnen getrokken 
worden vanui t punt 4 . Op 
dezelfde manier als hierboven 
kan beredeneerd worden dat er 
geen l i jnen meer gel rokken 
mogen worden naar de punten O, 
1 en 2. Verder lopen er al lijnen 
van punt 4 naarde punten 5 en 6. 
De twee lijnen die nog getekend 
moeten worden lopen dus vanuit 
punt 4 naar de punten 3 en R 
(tig. 4), 

punl 3 getrouwd is met punt R (de 
drie andere echtparen zijn na-
melijk al gevonden). 
Alle echtparen zijn bekend: 6 met 
O, 5 met 1, 4 met 2, R met 3 (fig. 
5). Punt 3 is dus de vrouw van 
minister Ritzen, en zij heeft dus 
drie gasten een hand gegeven, 
evenals de ministor zelf! 
Grafen 
Het redeneren aan de hand van 
schematische voorstellingen die 
bestaan uit punten en l i jnen 
tussen die pun ten , zoals 
hierboven is gedaan, wordt in de 
praktijk zo vaak toegepast dat er 
een speciale tak van de wiskunde 
aan gewijd is; de grafontheorie. 
Zo 'n schema met punten en 
lijnen heet dan ook een graaf. 
Wie meer over grafen wil weten 
moet zich verdiepen in wiskunde 
A. Dit vak gaat uitgebreid in op 
grafen, en de vakgebieden 
waarbinnen grafen in do praktijk 
worden .gebruikt. 

auteur: Hans Oomis 

Hot vall op dal punt 4 en punt 2 
met elkaar getrouwd zijn (want 
punt 4 geeft geen hand aan de 
punten O, 1 en 2). Verder valt op 
dat de lijnen vanuit punt 3 al 
allemaal gelrokken zijn (namelijk 
naar de punten 4, 5 en 6), en dat 
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Piramide van tennisballen 
Een grote fabrikant van sport-
artikelen wil bij de ingang van 
zijn stand op de internationale 
sporttentoonstelling een pira-
mide van tennisballen plaatsen. 
Er wordt gedacht aan een pira-
mide met als basis een vierkant 
van 100 bij 100 ballen, terwijl de 
toplaag door de aard van de zaak 
uit slechts 1 bal bestaat. 
Hoeveel ballen zijn hiervoor in 
totaal nodig? 

Eén van de technici heeft be-
dacht, dat met zo'n groot aantal 
ballen een nog hogere piramide 
gebouwd kan worden, als een 
gelijkzijdige driehoek als grond-
vlak wordt genomen. 
Als er niet meer ballen toevoegd 
worden aan het aantal dat voor 
de eerste piramide gebruikt werd, 
hoeveel lagen telt deze nieuwe 
piramide dan maximaal en hoe-
veel ballen blijven er eventueel 
over? 
Zou ook berekend kunnen 
worden hoe groot het aantal 
ballen in do grondlaag is? 

Oplossing 
Op een laag van 9 ballon kunnen 
4 ballen geplaatst worden en op 
deze 4 ballen past weer 1 bal. Het 
aantal ballen in een laag is gelijk 
aan het kwadraat van het 
laagnummer. De 50-ste laag telt 
dus 50 maal 50 ballen en de 100-
ste laag, in ons geval de basis, tolt 
100 maal 100 is 10.000 ballen. 
De som van alle tennisballen 
samen is dus: 

Op 10 oktober '92 gaat de ver-
nieuwde Egypte-afdeling van hetAllard 
Pierson Museum (Oude Turfmarkt 127, 
tot2 CC Amsterdam) open, waarop 
deze maquette te zien zal zijn. 

+ 2- + y + 4^+ .+ 100-

Nu is dit op de computer snel te 
berekenen, maar er kan ook een 
formule gebruikt worden: 

S= ln(n-i-1)(2n+1) (> 
Als nu n = 100 ingevuld wordt, is 
de uitkomst 338.350 bal len. 

Piramide 
Bij een piramide met een gelijk-
zijdige driehoek als basis is te 
zien dat 1 bal past op 3 ballen, 3 
ballen op 6 ballen, 6 ballen op 10 
ballen, 10 ballen op 15 ballen, 
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enz. Het vershil tussen de lagen 
wordt steeds 1 groter. 
Hiervoor bestaai de volgende 
formule: S = Jn (n-Fl) (n-i-2) 
Nu kan s impe lweg gesteld 
w o r d e n , dat n(n-i-1 )(n-i-2) is 
ongeveer 6 * 338.350 = 
2.030.100. 

Nu zijn n, n-i-1 en n-i-2 drie op-
eenvolgende hele getallen en is 
de snelste oplosmethode de 
derdemachtswor te l van 
2,030,100, wat ongeveer 126 is. 
Het blijkt dat 125 * 126 * 127 

laag aantal totaal aantal/ 
nummer n laag-

nummer 

1 1 1 1 
2 3 4 1.5 
3 6 10 2 
4 10 20 2.5 
5 15 35 3 
6 21 56 3.5 

enz. 

kleiner is dan 2.030.100, n is dan 
ook 1 25. Er zijn dus 125 lagen en 
er bl i jven 4.975 ballen over. 

Schema 
Hoe groot is het aantal ballen van 
de grondlaag? 
Nu blijkt dat 1/2n(n-i-1) het aantal 
weergeeft dat zich in laag n 
bev ind t , In de 1 00-ste laag 
bevinden zich dus 5.050 ballen 
en in de 125-ste laag, de 
grondlaag, 7,875 ballen. 

Berekening met de computer 
Tennisba l len stapelen met 
vierkant als basis. 

1 00 REM het stapelen van ballen 
lol een piramide met een vierkant 
als basis. 
1 10 REM elke laag telt een aantal 
ballen dat het kwadraat is van hel 
laagnummer. 

1 20 LET K=1 
130FORN = 1 TO 100 
140LETK=NI2 
150LETS=S-hK 
160 PRINT N;K;S 
170 NEXT N 
180 END 

RUN 
33835Ü 

Tennisballen stapelen met een 
gelijkzijdige driehoek als basis. 
De limiet is 338.350 bal len. 
100 REM het stapelen van ballen 
to l een p i r am ide met een 
gelijkzijdige driehoek als basis. 
1 U) REM het verschil lussen de 
lagen wordt steeds 1 groter. 

120LETK=0 
130FORN=1 TO 150 
140LETK=K-rN 
1 5 0 L E T S = S - F K 
160 PRINT N;K;S 
170 IF S <= 338350 THEN 180 
ELSE 190 
180 NEXTN 
190 END 

auteur: Bob de jongste 
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Werken met verhoudingen 
In een gelijkzijdige driehoek 
worden de zijden in de 
verhouding 1 : 2 verdeeld. 
Bijvoorbeeld: AE : EC = 1 : 2. 
Vervolgens worden lijnen van de 
hoekpunten naar de 
verdeelpunten getrokken, zodat 
tussen die lijnen een nieuwe ge-
lijkzijdige driehoek verschijnt. 
De opgave is: bepaal de 
verhouding van de oppervlakten 
van die twee driehoeken. 

De enige stelling waar gebruik 
van gemaakt wordt, luidt: twee 
driehoeken die gelijke hoogte 
hebben, verhouden zich in op-
pervlakte als hun bases (fig. 1), 
Zo volgt uit: AF : FB = 1 : 2 dan 
ookAFC:FBC=1 :2 . 

Oplossing 
Trek als hulplijn AQ. Dan geldt: 
AQE : CQE = 1 : 2 . Die 
verhoudingsgetallen zijn in de 
driehoeken gezet. Nu worden 
nog tweede onbekende 
verhoud ingsgeta l len x en y 
berekend (fig. 2). 
Uit AFC : BFC= 1 : 2 volgt dan ; 
2(y-(-4) = x-i-2y-i-5 ofwel x = 3. 
Vervolgens; AFQ : BFQ = 1 : 2 . 
Daaruit volgt; 2(y-i-1) = x-i-y-i-2 of 
2y-F2 =y-l-5 of y = 3. 
Verder: PQR = x = 3 en 
ABC = 3x-Fy-i-9 = 2 1 , zodal 
PQR : ABC =1 : 7. 
De kleine driehoek is dus 7 keer 
kleiner dan de grote. 

Probeer nu uit te rekenen wal de 

A O) r 

Figuur I 
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uitkomst zou worden als de zij-
den in de verhouding 1 : 3 
waren verdeeld. 

De oplossing is 4 :1 3. 

Algemene oplossing 
Probeer nu oen algemene 
formule te ontwerpen, waarbij 
uitgegaan wordt van de ver-
houding 1 : n. 
Daarvoor is wel wal cijferwerk 
nodig, maar de werkwi jze is 
precies dezelfde. 

Testen 
De algemene formule voor de 
verhouding luidt: PQR : ABC = 
(n'-2n4-1) : {n' -1- n -t- 1) 
Ga na of dit klopt met de beide 
bovenverme lde resul taten. 
Stel dat we l i jnen vanuit de 

hoekpunten naar de middens van 
de overstaande zijden trekken. 
Dan gaal het om de verhouding 
1 : 1 , maar dat betekent wel dat de 
kleine driehoek een oppervlakte 
nul krijgt! Klopt dat nog met de 
algemene formule? En wat als er 
gekozen word t voor n = O? 

Verhouding van de zijden 
Stel dal we in het eerste geval als 
opgave gesteld was; bepaal de 
verhouding van de zijden van de 
grote en kleine driehoek. Dat lijkt 
niet mee te vallen. 
Maar als eerst de verhouding van 
de oppervlakten bepaald wordt, 
is er wel uil Ie komen. In het 
eerste geval bijvoorbeeld, wordt 
dati :V7. 

auteur: Bob de jongste 
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De ellips en de sinusoïde 
Neem een kaars en wikkel daar 
een strook papier omheen 
(fig. 1). Snij nu met een mes de 
kaars door, zodat het snijvlak 
niet loodrecht op de kaars staat. 
De doorsnede is een ellips en als 
het papier van de kaars 
afgewikkeld wordt is een 
sinusoïde te zien (fig. 2). 

De schuine doorsnede van een 
cilinder met een plat vlak is een 
ellips. De Belgische ingenieur 
Dandel in gaf hiervoor hel volgen-
de fraaie bewijs (tig. 3). 
In de cilinder worden twee bollen 
aangebracht die de ei lindermantol 
raken volgens cirkels en het snij-
vlak raken in de punten F̂  en F2. 
Nu wordt een willekeurig punt P 
op de omtrek van het snijvlak 
g e n o m e n . Dit pun t P l igt 
natuurlijk op de cilindermantel. 
Door P wordt op de cilinder-
mantel een lijn getrokken die 
evenwijdig is aan de as van de 
cilinder en die de beide raakcir-
kels snijdt in A en B. Vanuit P 
worden ook lijnen naar de raak-
punten F, en F2 getrokken. Nu is 

Figuur 1 -h 2 

Figuur 3 

R X p' 

Figuur 4a en 4b 
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PF) = PB ( het zijn raaklijnen 
vanuit P aan de onderste bol) en 
om dezelfde reden is PF > = PA . 
En PF, + PF2 = PB -r PA = AB. 
AB is de afstand van beide raak-
cirkels, en die is overal even 
groot. Dus is ook PF 1 -1- PET = con-
stant. Daaruit volgt dat de door-
snede perdofinitieeen ellips is,De 
uitslag van de schuine doorsnede 
van de c i l indermantel wordt 
begrensd door een sinusoïde, In 
figuur 4a zijn twee doorsneden 
van de cilinder getekend: een 
doorsnede loodrecht op de as, 
deze is een cirkel met als middel-
punt M en een doorsnede die oon 
hoek van 45° met dit vlak maakt 
en ook door M gaat. Deze door-
snede is de ellipse. 

De beperking: een snijvlak onder 
een hoek van 45° is niet nood-
zakelijk, zoals verderop is te zien, 
maar ze vereenvoudigt het bewijs. 
Laat vanuit P do loodlijn PP' neer 
en vanuit P' de loodlijn P'Q. Stel-
len we de straal MP' = 1 en do 
boog P'R = X dan is hoek P'MQ = 
X rad. 
Omdat het snijvlak een hoek van 
45° maakt met de horizontale 
doorsnede is PP'Q gelijkbenig, 
dus PP'= P'Q. 
P'Q = sin X, bijgevolg is PP' = 
sin X (zie ook de uitslag in tig. 4b). 
P is dus een punt van oen sinus-
oïde. 
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Waar of niet waar? 
In de driehoeken ABC en ABP 
geldt: AP = ' A C en BP = ^ BC. 
Dus -AP - dp = i ( -AC - BC); 

of -AP - BP : -AC - BC = -' 
of -AP - BP : -AC - BC = AP : AC 

en omdat AP < AC geldt ook: 

- A P - B P < - A C - B C o f 
AP-hBP>AC-HBC? 

auteur: Henk Mulder 
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