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PYTHAGORAS DUBBELDIK 

Een vertrouwde uitgave onder een nieuwe vlag. Zoals u wellicht hebt 
vernomen, is over onze vorige uitgever, MEMO Media marketing organisatie , 
het faillissement uitgesproken. Even dreigde het voortbestaan van Pythagoras 
in gevaar te komen. 

Gelukkig is NIAM Projectontwikkeling bereid gevonden de uitgave voort 
te zetten. Het tijdschrift is daarmee in vertrouwde handen gekomen. NIAM 
Projectontwikkeling ontwikkelt en verspreidt veel additioneel lesmateriaal. 
Pythagoras is een goede aanvulling op het reeds bestaande pakket van NIAM. 

Daar veel abonnees hun abonnementsgeld reeds aan MEMO hebben 
voldaan, vormt de uitgave van de resterende nummers van deze jaargang een 
behoorlijke kostenpost. Er wordt momenteel onderzocht of het mogelijk is deze 
abonneegelden van de curator van MEMO terug te vorderen. 

In dit nummer vindt u daarom een verzoek ons te machtigen om dat 
namens de abonnees te doen. Daarnaast vragen we de abonnees die nog 
niet betaald hebben, hun abonneegeld over te maken op giro 33.84.52, 
het gironummer van NIAM Projectontwikkeling. 

Dit nummer is groter van omvang dan u gewend bent en staat weer 
boordevol interessante artikelen en vraagstukken. Er is gekozen voor een 
gecombineerd nummer 3/4, enerzijds om de kosten , gezien de faillissements-
perikelen enigszins te drukken, anderzijds om weer in de goede planning te 
komen. Pythagoras nummer vijf kunt u dan ook binnenkort verwachten, 
waarmee de uitgave weer volgens plan gaat verlopen. 

Pythagoras is van oudsher het wiskunde-tijdschrift voor jongeren en zal 
dat ook in de toekomst blijven. 

Ton Fokker 
Manager NIAM Projectontwikkeling b.v. 
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PYTHAC 

E S V O E R 

Een aan te bevelen 
boek is "Geschiedenis van 
de wiskunde" door de bijna 
honderdjarige prof. D.j. Struik. 
Het is een Spectrum uitgave 
in de serie Aula. Een afgerond 
VWO-niveau is gewenst. 
Op de kaft vind je, bijna 
vanzelfsprekend 

In Pythagoras nummer 6 van juli 1993 stond een 
artikel van Sander van Rijnswou over zogenaamde 
Pythagoras-boompjes. 

36 48 2 7 36 36 48 48 6,4 

\/ \ / V \ / 60 45 60 80 21 28 72 96 
\ / 
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Sander van Rijnwou uit Delft zocht telkens drie gehele getal-
len die de Pythagoras-relatie hebben. 
Zoiets als 3-4-5 of 5-12-13. 

Hij kwam zo tot verrassende boompjes, waarbij hij het snuffelwerk aan 
zijn computer overliet. Voor het getal 125 wist hij zo drie van zulke 
boompjes opte sporen. Voor wie het nog wat raadselachtig vindt: 
je kunt bijvoorbeeld aflezen dat 

2 2 2 
11 7 = 45 -t-108'^. 

Wie kan een nog weelderig kruin leveren voor een ander basis-getal? 

Hij heeft, uitgaande van 
het getal 125 een split-
sing gemaakt in 3-4-5 
(de linker iioom), 
7-24-25 (de middelste) en 
44-117-125 (de rechter 
boom). Door deze drie 
bomen in één figuur te 
verwerken krijg je direct 
een veel ingewikkelder 
boom. 

Frank Roos 

Bij de takken van de linker-
boom had hij een 'weelde-
riger' kruin kunnen krijgen 
door bij de getallen 75 en 
100 ook nog vertakkingen 
te laten volgen die geba-
seerd waren op 7-24-25. 
Dit artikel heeft enorm veel 
correspondentie opgele-
verd. Het waren veel 
uiteenlopende reacties die 
soms naar eenzelfde doel 
toewerkten. Het aantal was 
meer dan genoeg om een 
nummer van Pythagoras 
te vullen. 
We doen slechts een greep. 
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ORAS BOOM 
B. ROOVERS 
uit Nuenen wist het wel 
zeer kort en bondig te 
vertellen, een wiskundige 
waardig. Hij kiest als voor-
beeld het basisgetal 
13 • 17 «25 = 3325. 
De factoren kunnen zijden 
zijn van een primitieve 
Pythagoras-driehoek. 
"Daarmee is het zoeken 
naar een boom met weel-
deriger kruinen een triviale 
bezigheid geworden'. 
Martijn Leisink uit 
Nijmegen komt twee para-
grafen verder overigens tot 
dezelfde conclusie. 
De boom die bij het 
gegeven voorbeeld hoort 
ziet er zo uit: (fig 1) 

3 4 

13 1 84 

L a s I 
I 3613 

3612 

6 526 885 

enzovoort 

figuur 3 

6 526 884 

Om typografische redenen 
is de boom gesnoeid. 
De afgevallen takken zijn 
nogal vergroeid: (fig 2) 

BRUNO CAUWENBERC 
uit België vond de volgen 
de, oneindig lange boom, 
waarvan lang niet alle tak-
ken getekend zijn. (fig 3) 
We zien hierin de volgende 
structuur terug: 

k+(^ -1 )2 = ( k+ 1 \2 

2880 1536 1200 640 2160 1152 

L 3264 -1 L 1360 J L 2448 J 

3536 2652 

900 480 864 1620 675 360 

L 1020 J L 1836 J L 765 

— I I— 1989 1 

4420 
figuur 1 

3315 

5525 

Hierin stelt k een oneven 
kwadraat voor. 

MARTUN LEISINK 
betoogde dat het maken 
van de grootste boom er 
in feite op neer kwam een 
zo groot mogelijke macht 
van 5 te berekenen. 

Bij een Pythagoras-drietal, 
bijvoorbeeld 3-4-5 mogen 
we alle drie de getallen 
vermenigvuldigen met een 
factor k. We krijgen dan 
een nieuw Pythagoras-
drietal, want 
(3k)2 + (4kf = 9k^ + l 6/(2 = 
25k^ =(5ky. (1) 

figuur 2 
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— 1200 — 
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We nemen als basisgetal 
het getal o • 5", waarbij n 
een positief natuurlijk getal 
is (in elk geval groter dan 
nul) en a een constante. 
Dit getal is te splitsen in de 
getallen 
3o«5" - i en 4a»5"-\ 
Nu hebben we de getallen 
3 o » 5 " - \ 4 o « 5 " - i en 
5 o « 5 " - i ofwel 0 *5 " . 

Als we nu nemen 
/c= o» 5 " " \ is met behulp 
van relatie (1) gemakkelijk 
in te zien dat dit een 
Pythagoras-drietal is. 
Maar twee nieuwe 
gecreëerde drietallen zijn 
weer van de vorm 
k= a * S", waarbij de con-
stante o anders is en n 
één kleiner, maar als die n 
maar groter dan nul is, 
kunnen we de twee nieuw 
gevormde getallen weer 
volgens bovenstaand prin-
cipe uitsplitsen. 
Als we als basigetal nu 
maar een grote macht van 
5 nemen, bijvoorbeeld 
5^°°, dan is deze ook hon-
derd keer uit te splitsen. 
Het is nu ook niet zo ver-
wonderlijk dat Sander zo'n 
sukses had met zijn basis-
getal 125, want 125 is 
namelijk 5^. 

Voor een echte wedstrijd 
zou dus geëist moeten wor-
den, dat elk Pythagoras-
drietal maar één keer mag 
worden gebruikt. Drietallen 
die je krijgt door een 
bestaand drietal met een 
constante te vermenigvul-
digen worden als dezelfde 
beschouwd, bijvoorbeeld 
3-4-5 en 6-8-10. 

In het stukje werd gevraagd 
om een weelderiger kruin 
voor een ander basisgetal. 
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796.265.113 
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Hiernaast staat de duizend-
ste macht van vijf, zodat je 
volgens bovenstaand prin-
cipe een Pythagoras-boom 
gemaakt kan worden van 
21000.1 vertakkingen. 

Het is overigens nog heel 
interessant, dat wanneer 
een Pythagoras-boompje is 
opgebouwd volgens dit 
principe en het basisgetal 
5" heeft, heel gemakkelijk 
is uit te rekenen, wat de 
som van de getallen op de 
;-de laag is (onderste laag is 
laag O, daarboven laag 1, 
enzovoort). 
Het is niet moeilijk aan te 
tonen dat de som voor de 
/-de laag gelijk is aan 
7' • 5" -'. 

Alvorens verder te gaan 
eerst een definitie. Een 
Pythagorasprimitieve is een 
Pythagorasdrietal waarvan 
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de drie getallen geen 
gemeenschappelijke deler 
hebben. Zo is 3-4-5 een 
Pythagorasprimitieve, maar 
6-8-10 niet. 
Omdat hij het snuffelwerk 
aan zijn computer overliet, 
wist Sander vermoedelijk 
niet, dat er een redelijk 
eenvoudig algoritme 
bestaat om Pythagoras-
primitleven te vinden. 

Dit werkt als volgt: 
Neem twee getallen o en 
b met als g.g.d. het getal 
1, die niet beide oneven 
zijn en waarvoor geldt 
a> b. Dan is 
(o^ - ti^), 2ab ,(a^ + b^) 
een Pythagorasprimitieve. 
Het aardige van dit algorit-
me is, dat je zo alle moge-
lijke Pythagorasdrietallen 
kunt vinden en dat er geen 
enkele dubbele voorkomt. 
Wanneer je twee willekeuri-

ge getallen o en fa neemt 
(wel o > b) krijg je altijd een 
Pythagoras-drietal, maar 
niet noodzakelijk een 
Pythagorasprimitieve. 
Is het al opgevallen, dat 
een Pythagoras-drietal 
nooit uit drie oneven getal-
len kan bestaan? 
Het is zelfs heel gemakkelijk 
aan te tonen dat een 
Pythagorasprimitieve altijd 
uit twee oneven en één 
even getal bestaat. Er moet 
namelijk minstens één even 
getal bij zitten (vanwege de 
term 2ab), maar ze mogen 
niet allemaal even zijn, 
want dan was er een 
gemeenschappelijke deler 
twee en was het geen 
Pythagorasprimitieve. 
Dus \sa^-b^ ofa^ + b^ 
oneven. Daarom moet o^ 
even zijn en b^ oneven of 
omgekeerd. 
Met als gevolg dat zowel 
o^ - b^ als a^ + t)^ oneven 
zijn. Dus twee oneven 
getallen en één even. 
Om nu een boom te maken 
moet je bij de 'takken' 
beginnen. 
Stel we zetten daar het 
getal 234. 
Dan is het alleen nog zaak 
te zoeken naar de twee 
getallen o en b, die met 

elkaar vermenigvuldigd en 
verdubbeld (dus 2ofa) 234 
opleveren. Hiervoor is niet 
zoveel speurwerk nodig. 
Bijvoorbeeld (fig 4) 
0=13 en b = 9. 

Nu krijg je de andere getal-
len kado. In de andere tak 
van de splitsing komt 
a^ - b^= 88 en een laag 
eronder staat 
d^ + b^= 250. 
Neem nu 250 = 2 • 25 • 5 , 
dus neem 
o = 25 en b = 5, dan krijg 
je het drietal 600-250-650. 

Het moeilijkste is nu om die 
600 weer naar boven uit te 
werken. Je moet dat twee 
kwadraten vinden die 
samen 600 zijn. 
Die bestaan niet. 
Ook bij de ontbinding 
250 = 2 • 125 • 1 was het 
fout gelopen. 

Van het drietal 
250-15624-15626 is 
15624 niet te schrijven als 
som van twee kwadraten. 
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ENKELE M O O I E W l 

D R I E 

N B E K E N D E N 

Gegeven de relatie: 
x^ (y + z^) = 40. 
Zoek alle mogelijke waarden 
voor X, yen z, die hieraan 
kunnen voldoen, mits alleen 
niet-negatieve getallen zijn 
toegestaan. 
Oplossing op pagina 42. 

Henk Mulder\„Plus" 

Na een groot aantal 
eeuwen waarin in Europa 
in wiskundig opzicht 
weinig gebeurde, kwam 
er in de Renaissance 
ineens een snelle ontwik-
keling op gang. 

a = 4 

Figuur 1. Lemniscaat van Bernouilli. 

* 

De uitvinding van de boek-
drukkunst maakte versprei-
ding van oude en nieuwe 
ideeën veel gemakkelijker. 
Maar ook begon men het 
belang in te zien van een 
wetenschap die niet alleen 
goed was voor rekenvaar-
digheid, maar ook hulp kon 
bieden bij het verbeteren 
van werktuigen en machines. 
Wiskundige problemen uit 
de oudheid werden voor-
zien van totaal nieuwe 
oplossingen en de wiskun-
digen gingen zich ook op 
andere terreinen oriënte-
ren. De differentiaal- en 
integraalrekening kwamen 
te voorschijn en ook de 
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K U N D I C E K R O M M E N 
kansrekening deed zijn 
intrede. 
Uit deze periode zijn een 
aantal wiskundige krom-
men overgebleven, die 
genoemd zijn naar dege-
ne, die er het eerst iets 
over publiceerde. 

1 LEMNISCAAT V A N 
BERNOUILLI 
vergelijking: 
(x^+ y^Y = c?-(x^- f) 
(figuur 1) 
Twee broers 
jakob (1654-1705) en 
Johann (1667-1748) 
Bernouilli werden beiden 
geboren in Bazel. 
jakob begon met een 
studie theologie, maar 
schakelde over naar een 
studie wiskunde bij 
Leibniz, johann stapte van 
medicijnen over naar wis-
kunde. jakob werd in 1687 
hoogleraar wiskunde in 
Bazel en bleef dat daar tot 
aan zijn dood. 
Johann werd in 1697 pro-
fessor in Groningen en 
nam na de dood van zijn 
broer diens leerstoel in 
Bazel over. 

Ze deden beiden, soms als René Descartes (1596-
grote rivalen, 
onderzoekingen over inte-
gralen en differentiaalver-
gelijkingen. Jakob was een 

a = 2 

1650) was een Fransman 
van lagere adel, geboren in 
de Touraine. 
Hij heeft een tijd lang in het 

Figuur 2. Folium van Descartes. 

van de eersten die pool-
coördinaten gebruikte. Van 
hem verscheen een studie 
over de kettinglijn, de 
lemniscaat (1694) en de 
logaritmische spiraal. 
Deze laatste vond hij zó 
fascinerend, dat hij die op 
zijn grafsteen liet graveren. 

2 FOLIUM V A N 
DESCARTES 

vergelijking: x^ + y^ = Zaxy 
(figuur 2) 

leger van Prins Maurits 
gediend. Hij publiceerde in 
Leiden: 
Discours de la l^éthode, een 
verhandeling over 
de methode van het juiste 
redeneren. 
Een aanvulling hierop: 
Geometrie bracht 
voor het eerst een samen-
gaan van de klassieke 
meetkunde en de algebra. 
Op beide gebieden kon 
men hier enorm van pro-
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Figuur 3. Limofon van Pascal. 

a = 5 
b = 3 

^ 

Albert Einstein was 
één der beroemdste fysici en 
één der meest briljante 
denkers van deze eeuw. 
Hij schijnt huwelijksproblemen 
te hebben gehad: zijn vrouw 
begreep hem niet I 

{10\ 

fiteren. Dit kwam de infeni-

tesimaalrekening zeer ten 

goede. 

i L I M A ^ O N V A N PASCAL 
vergelijking: 
(x2+ y^+ axf= b^ix^+y^) 
(figuur 3) 

Etiënne Pascal (1588-1651) 
was een Frans wiskundige 
van wie weinig specta-
culaire dingen bekend zijn. 
Hij correspondeerde met 
vele belangrijke wiskundi-
gen uit zijn t i jd. 

Zijn zoon Blaise Pascal 
(1623-1662) maakte onder 
zijn hoede grote vorderin-
gen en deed al op 16-jarige 
leeftijd zijn eerste publika-

P Y T H A ^ O R A S 

ties. Hij zou de grondlegger 
worden van de wiskunde 
die stoelt op definities, 
axioma's en stellingen en 
van de kansrekening. 
Hij stierf zeer jong. 

4 ROOS V A N C R A N D I 
vergelijking: 
(x^+ y2)3= 4a^xY 
(figuur 4) 

CuidoGrandi (1671-1742) 
was een Italiaanse geestelij-
ke die professor was in Pisa. 
Hij is bekend gebleven door 
zijn studie over rodoneeën 
(krommen die terug te voe-
ren zijn tot de vergelijking 
r = sin na) en andere krom-
men die op bloemen lijken. 
Om genoemde krommen 



Figuur 4. Roos van Qrandi. 

te kunnen tekenen, is het 
gemakkelijker van gewone 
coördinaten over te stap-
pen op poolcoördinaten. 
In plaats van x en / werk 
je dan met r en a, waarbij 
r de 'afstand' is tot de 
oorsprong en a de 
draaiïngshoek, gerekend 
van de positieve x-as. 
(figuur 5). 

Figuur S. 

Voor negatieve waarden van r werk je in de tegengestelde 
richting. Van een vergelijking in gewone coördinaten 
kun je overstappen op een vergelijking in poolcoördinaten 
doordat x = r c o s a en y = r s i n a . 

Bij de roos van Grandi gaat dit als volgt. 

(x^+ y2)3= 4 o 2 x V 
(r^cos^a + i^sm^a)^= 4a^r^cos^a r^sin^a 
[r^(cos^a + s\n^a)]^= a^r^(2 cosa sina)^ 
i^= a^r^s\r\^2a 
r^= a^s\r\^2a 

r = o sin 2a of r = - o sin 2 a 
O P D R A C H T 

Teken in één figuur de grafieken van 
1. (x2+ >^)3= 32x2y^ ofwel r = / 8 sin 2a 
2. r = /8 cos 2a 
3. x^-i- y^= 1 
4. y = - 1 0 

5. y = 2x met -5 < x < O 
6. 0,25(x -I-1 )^+ 4(y +6)^ = 1 
7. 4(x -I- 4)2-1- 0,25(y -i- 6)^ = 1 

De oplossing kun je vinden op bladzijde 4 1 . jan Mahieu 
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DE SCHEV 

E É N C I J F E R 
Tik 37037 In in je 

rekenmachine. 
Zet het in het geheugen. 
Vermenigvuldig het met een 
getal onder de tien, dat je 

zelf kiest. 
Vermenigvuldig met 3. 
je cijfer komt veelvuldig terug. 
Hoe komt dat? 
Zie voor de oplossing 

pagina 41. 

Frank Roos 

Karel tekent een recht-
hoek op roosterpapier, 
maar in een schuine 
stand. De hoekpunten 
zijn (3,4) (9,1) (11,5) en 
(5,8) 
Hij vraagt zich af, of dit 
een echte rechthoek is 
of een bijna rechthoek. 
Hij moet dus nagaan, of 
de hoeken recht zijn. 

Nu kent hij de volgende 
regel: "als het produkt van 
de richtingscoëfficinten van 
twee snijdende lijnen -1 is, 
dan staan die lijnen lood-
recht op elkaar." En dat 
geldt hier, want de zijden 
hebben richtingscoëfficiënt 
2 of - j . Dus er is echt 
sprake van een rechthoek. 

Hij kan ook een rechthoek 
om de gegeven rechthoek 
tekenen. De hoekpunten 
zijn (3,1) (11,1) (11,8) en 
(3,8). 

De lengte en de breedte 
van de kleine rechthoek zijn 
dan volgens Pythagoras 
/ 2 0 en / 4 5 . De diagonaal 
moet dan, ook vanwege 
Pythagoras, / 6 5 zijn. 

Karel verschuift de diago-
naal van de kleine recht-

P Y T H A<: i O R A S 



RECHTHOEK 
hoek naar een hoekpunt 
van de grote rechthoek. 

2 6 

6 2 

Dan kan hij die lengte ook 
anders met Pythagoras 
berekenen: 
(3-I-4)2 +(6-2)2 = r 2. 
Dat betekent, dat r inder-
daad /65. Hij heeft nu op 
een andere manier laten 
zien, dat de vermeende 
rechthoek een echte 
rechthoek is. 

VOORSPELBAAR 
Hoe kan Karel nu van 
tevoren weten, dat hij een 
rechthoek in scheve stand 
krijgt ? Bekijk de figuur in 
de volgende kolom. 

Noem de lengte van de 
stukje op de grote recht-
hoek eens o, b, c en d en de 
zijden van de kleine recht-

hoek p en q. Noem de 
diagonaal van de kleine 
rechthoek r. Dan geldt: 

p2 -I- q2 _ ^2 

of 
(b2 + c2) + (o2 + c/2) = (C - C02 + (o + b)2 

Na een beetje vereenvoudi-
gen vind je het volgende 
simpele resultaat: 

\7 b p \ V 

Karel krijgt een scheve 
rechthoek, als o-b = c- d I 
In het gegeven voorbeeld 
klopt het prachtig: 
3 x 4 = 6 x 2 
Maak jij nu een ander voor-
beeld ? 
Kun je zo ook een scheef 
vierkant in een vierkant 
krijgen ? 

Frank Roos 

V E R M E N I C V U L D I C E N 
(x-o)(x-b) = x^-ax-bx+ab. 
Dit gaan we weer vermenigvuldigen met (x-c). 
(x-o)(x-b)(x-c) = x^-x^(a+b+c)+x(ab+bc+ac)-abc. 
En zo waren we van plan door te gaan, het hele alfabet 
langs. 
Dus (x-o)(x-b)(x-c) (x-z). 
We vragen jou de uitkomst. Dat lijkt onbegonnen werk, 
maar wie even uit haar of zijn doppen kijkt komt er vlot 
uit. 
De oplossing staat op pagina 40. 

hienk Ivlulder 
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A F K N I P P E N 
Als je van een regelmatige 
n-hoek bij elk hoekpunt 
een bepaald stuk afknipt, 
kun je een regelmatige 
2n-hoek krijgen. 

Figuur 1 

K W A D R A T E N 1 

18 is het kleinste getal, 

dat je kunt schrijven als de 
som van twee, drie en vier 
kwadraten. 
Hoe zien die drie sommen er 
uit? 
Zie bladzijde 34. 

Frank Roos 
Figuur 2 

Zo zie je hoe in figuur 1 een 
gelijkzijdige driehoek over-
gaat in een regelmatige 
zeshoek. Dat gaat hier heel 
gemakkelijk. Je verdeelt de 
zijden van de driehoek in 
drie gelijke stukken. 
Bij een vierkant is het al wat 

ingewikkelder. In figuur 2 
zijn beide diagonalen 
getrokken en een viertal 
bogen. Ga maar na dat de 
achthoek nu regelmatig is. 
In figuur 3 is een vijfhoek 
verknipt tot een tienhoek. 
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V A N V E E L H O E K E N 
HOE VERDER? 
Hoe kom je hier aan de 

zijden van de tienhoek als 

Figuur 3 

je die van de vijfhoek kent? 
Is misschien in het 
algemeen aan te geven hoe 
je bij een gegeven n-hoek 
aan de zijden van de 2n-
hoek komt? 

Figuur 4 

Stel (fig.4) de zijden van de 
n-hoek de eenheid (1). 
Het afgesneden stuk to t het 
hoekpunt stellen we x. 
Dan stelt 1 -2x de zijde van 
de 2r)-hoek voor. 

Stel hoek AHI = a. Deze 
hoek is voor elke n-hoek 
gemakkelijk te bepalen; 

zo is bijvoorbeeld bij de 
vijfhoek a = 36°. 
Uit H/C = Hl volgt: 
1 -2x = 2xcosa 
of 
x = _ J  

2 + 2 cos a 

1 9 9 5 

De zijden van de n-hoek 
zijn dan 1 - 2x of 

cos a 
1 + cos a 

Zo vind je bij a = 36° (vijf-
hoek) voor de zijden van de 
tienhoek 0,44721 bij zijde 
van vijfhoek 1 . 

Henk Mulder\„Plus-Leicester" 

llll I I We hebben 
vorig jaar 
diverse 
malen 1993 
'wiskundig' 
bekeken. 
Hiernaast 
voor de 
laatste maal 
1993, maar 
nu in het 
tweetallig 
stelsel. 

lan Mahieu 
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C I T A A T 

. van O. Terquem. 

"Een strenge logica, het zoeken 
naar en de liefde tot de 
waarheid om haarzetve maken 
de morele waarden der 
wiskunde uit" 

RAMEN 
Vaak wordt in een dak 
een venster geplaatst om 
ruimte en verlichting te 
verbeteren. 

Dat kan met een dakraam 
of dakkapel. 
De grootte van zo'n dak-
raam wordt bepaald door 
de helling van het dak 
(fig.1). 
Als we onder- en boven-
hoogte als uitgangspunt 
nemen, zal bij een vlakker 
dak de schuine hoogte 
groter moeten zijn. 
Bij een hoogteverschil 
tussen onder- en boven-
rand van 75 cm, zal bij 
een dakhelling van 30°, 
de hoogte van het raam 
dubbel zo groot moeten 
zijn. Bij een dakkapel is de 
situatie anders. 

Figuur 1 

Ö6\ 
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N DAKEN 

lichtoptsrengst 

Als voordeel geldt dat de 
begaanbaarheid van de 
ruimte vergroot wordt 
(fig.2).Maar hoe zit het met 
de lichtopbrengst? 

lichtoobfengst 

Figuur 2 

een raam en een kapel met dakkapellen, zoals de firma 
gelijke glasoppervlakte. Ga 
na dat nu het raam gunsti-
ger is. 
In tabel 4 staat een over-

In figuur 3 vergelijken we zicht van de maten van 

BIK aflevert. 
Daar is nog even te oefe-
nen met de stelling van 
Pythagoras. 

Henk Mulder 

afmetingen 
in cm 

214.5 118.0 

Figuur 4 

224.0 
220.0 
216.0 
212.0 
208.0 
204.0 
200.0 
196.0 
192.0 
188.0 
184.0 
180.0 
176.0 
172.0 
168.0 
164.0 

198.5 
191.0 
182.5 
179.0 
173.0 
167.5 
163.5 
157.5 
151.5 
147.0 
142.5 
139.0 
134.5 
139.0 
126.0 
123.0 

198.0 f ' t 
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I Z O N DE l O - j A R I C E 
P R O M P T CONFERENTIE 

een zo genaamde 3-mijls 
zone bestond.1 Mijl is gelijk 
aan 1609 meter. De zee, 
voor zover men die vanaf 
het strand kon zien, 
behoorde tot de territoriale 
wateren. In het algemeen 
kun je stellen, dat de ruwe 
afstand in kilometers tot 
aan de kim gelijk is aan de 
vierkantswortel uit het pro-
dukt van 13 maal de hoog-
te b. 
Namelijk/13x1,8 is 4,8 km. 
Bereken nu zelf de afstand 
tot de kim als je op een 100 
meter hoge toren staat. 
Oplossing op pagina 40. 

PROMPT is een Neder-
landse gebruikersvereniging 
voor Hewlett-Packard 
draagbare rekenmachines/ 
computers, die in 1994 
10 jaar bestaat. 

Ter gelegenheid hiervan 
wordt er op 28 en 29 mei 
1994 een Engelstalige 
conferentie in Amsterdam 
gehouden. 
Eén van de hoofdthema's 
van de conferentie is: 

CEAVANCEERDE 
REKEN-MACHINES EN 
HOCER ONDERWIJS. 
Nadere informatie is te 
verkrijgen bij 
PROMPT, 
Postbus 1081, 
1500 AB Zaandam. 
Telefoon: 075-704205. 

Bob de langste 

B O U W E N M E T K U B U S S E N 
Hier staan vooraanzicht en 
zijaanzicht van een bouw-
werk, bestaande uit zes 
kubussen. 

Maak een ruimtelijke schets 
van het bedoelde gebouw. 

Eerst zelf proberen en dan 
pas kijken op pagina 40. 

Andreas College 

vooraanzicht zi jaanzicht 
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DE SYRAC 
De vorming van rijen was 
in de oudheid reeds een 
veelvuldig toegepaste 
rekenkunst, daar men 
steeds weer hoopte een 
magische vondst te doen, 
wat dat ook moge zijn. 

RECEPT 
Zo maak je een Syracuse-rij: 
Kies een natuurlijk startge-
tal. Elk volgende getal kies 
je als volgt: 
als het getal even is, dan 
halveer je het, anders 
vermenigvuldig je met drie 
en je telt er nog één bij op. 

Syracuse 

VOORBEELD 

Startgetal is 29 

29 is niet even, dus het volgende getal is 3 x 29 -i-1 =88. 

88 is even, dus het volgende getal is 44. 

44 is even, dus het volgende getal is 22. 

22 is even, dus het volgende getal is 11. 

11 is niet even, dus volgende getal is 3 x 11 -h 1= 34. 

Zo verder gaande vind je 
nog 1 7, 52, 26, 1 3, 40, 20, 
10, 5, 16, 8, 4, 2 en 1. 

MERKWAARDICE 
RECEL 

Met welk getal je ook 
begint, je zult de rij altijd 
besluiten met 8, 4, 2 en 1. 
Dat is in ieder geval getest 
tot één miljard, maar strikt 
mathematisch bewezen is 
er nog niets 1 
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U$E-RIJ 
A A N T A L STAPPEN te komen? Als je begint Merk op, dat 2|og 64 = = 6 
Hoeveel stappen zijn er bij 64 = = 2 ^ dan is het Neem je een willekeurig 
nodig om van een gekozen duidelijk, dat je in 6 stap- startgeta s, dan zi n er 
getal tot eindstation één pen bij één bent. minstens ^log s stappen 

57 
9 7 1 7 2 
• • 86 

54 73 43 
27 • • 1 3 0 
82 55 65 
4 1 166 78 87 1 96 

124 83 39 • • 98 
62 • • 66 118 49 
3 1 188 33 59 . - 1 An 
1 — - 94 100 17 8 - 1 , 4 8 

74 63 
190 

47 
1 4 2 

50 
25 

89 
• • 79 

37 
1 1 2 

95 7 1 67 • • 
• • 
1 

• • 
^ Q l 

• • 72 
36 
18 

99 

• • 60 
— - / t ) 1 

38 5 1 

72 
36 
18 • • 

56 — 6 1 30 19 9 
184 15 58 1 28 — 

92 1 29 14 90 
9 3 4 6 - 1 88 7 45 
• • 
1 

23 
70 
35 

106 
53 

69 
• • 

44 
22^ 
1 1 
34^ 
17 

J 1 3 6 
68 

96 106 
53 

C O 

48 
106 

53 26 
24 160 13 84 75 85 
12 80 42 • • • • 

6 40 2 1 
3 20 64 

32 1 1 rt 
64 
32 J-U 
64 
32 

5 
1 £ 

O 

4 
2 
n 
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nodig om bij een te komen. 
Dat is te berekenen als 
(log 5): (log 2), maar ook 
als (In s): (In 2). 
In de praktijk kan het aantal 
stappen behoorlijk groter 
zijn. Kijk maar eens in de 
tabel op pagina 21. 

PROGRAMMEREN 
IN BASIC 

Met het volgende compu-
terprogramma is elke 
Syracuse-rij te maken. Het 
programma heeft als 
nadeel, dat er geen eind 
aan zit, maar het is zo wel 
erg 'gebruikersvriendelijk'. 

10 defint z 
20 inpuf'Startgetal ";x:print:print x;:z=1 
30 if x/2>int(x/2) then x=x*3-(-1: print x;: z=z-i-1: goto 30 
40 x=x/2: print x;:z=z-t-1: if x>1 then 30 
50 print:print"De rij bevat";z;"termen." 
60 print: goto 20 

Sommige startgetallen 
geven verrassend lange 
rijen. Bekijk maar eens de 
startgetallen 54, 57, 78 en 
97 in het schema. 

KLEINE VERANDERING, 
CROOTCEVOLC 

Als je in het recept -i-1 ver-
andert in -1-2, dan krijg je 
rijen, die niet op 4, 2, en 1 
eindigen, maar rijen, wier 
termen snel erg groot wor-
den. De rijen lijken te 
'exploderen'. Als je dat met 
het computerprogramma 
wilt controleren, dan moet 
je in regel 30 x=x*3-i-1 ver-
vangen door x=x*3+2 

EEN SYRACUSE-
SCHEA\A 

Op de vorige pagina zie je 
het schema, getallen tot 
100 ondergebracht in het 
syracuse-schema. Puntjes 
betekenen, dat er meerdere 
getallen boven de 100 zijn 
weggelaten. 

ACHTERUIT 
Stel, je zit in het schema bij 
het getal n. Beschouw n als 
een beeld. Welke originelen 
heeft n? Zie bladzijde 42. 

Bob de longste\Frank Roos 
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K A N T E L E N D E V E E L H O E K E N 
Neem een gelijkzijdige drie-
hoek met de basis horizon-
taal (fig. 1). Merk het linker 
hoekpunt. Kantel de drie-
hoek tweemaal totdat het 
gemerkte punt weer 'gelijk-
vloers' is gekomen. Een 
tweetal cirkelbogen mar-
keert het doorlopen 
gebied. 
Doe hetzelfde met een vier-
kant (fig.2). Het doorlopen 
gebied wordt nu begrensd 
door drie bogen. 
Doe hetzelfde nu eens met 
een regelmatige zeshoek. 

Programma 
We vroegen hierbij een 
programma om de bedoel-
de randkromme te repro-
duceren, bij kantelen van 
een regelmatige N-hoek. 
De waarde van N moet je 
op regel 10 invullen. 

Henk Mulder\Plus-Leicester 

1 ^ 

\ 
s 

s \ \ \ 
i 

/ \ / \ 
/ \ 

5 MODE 4 

10 INPUTN 

20 D = 2*SIN(PI/N) 

30 FOR K = 1 TO N - 1 

40 FOR T = 0 T O 2 * P I / N STEP 0.01 

50 X = K*D-2*SIN(K*PI /N) *C0S(T+Pr(K-1) /N) 

60 Y = 2*SIN(K*PI/N)*SIN(T+PI*(K-1)/N) 

70 PLOT69, 200*X, 200*Y 

80 NEXTT 

90 NEXT K 

100 PRINT 4*PI/(N*TAN(0.5*PI/N) 
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REACTIES OP 
In Pythagoras De volgende oplossingen zijn bij de 
nummer 2 van redactie binnengekomen: 
dit jaar vroegen 
we de lezers om 4 = (1 -i-9-9)x4 WM 
de cijfers van 4 = 1 -9:9-^4 WM TV WKM 
1994 zo eenvou- 4 = (1-1-9:9)'̂ '' WM 
dig mogelijit 4 = 1 ' ' X 4 BA,HH 
wisitundig te 
combineren 4 = (19 - /9):4 MZ 

tot de getallen 4 = [1 -H9+(/9)!] :4 MZ 

4, 155, 157, 4 = 1 -1-9/9-41 WKM 
158, 159,166, 4 = . l9 + 9 . 4 TH 
191,193 en 194. 155 = 1 -1-99-1-14 TH 
Voor alle andere 155 = I(-1-i-9-h9)-i-/4 TV 
niet genoemde 
getallen < 191 157 = I(-1-H9-f-9)-i-4 TV 

zijn oplossingen 158 = (UI(9-h/9))x/4 TV 

bekend. 158 = (-1-i-(/9)!!:9)x/4 BA 

159 = 119-1-/9-/4 TH 

159 = -1 -1-(/9)!l:9x/4 BA WKM 

159=I(-U9+9)-K(I(/4)l)! TV 

166 = -UI(9-i-9)-4 TV 

166 = -1-9+I I ( ( /9 ) l ) - I I4 TH 

191 =£19-/9-1-4 TH WKM 

191 =1-^I(9-^/9!-^4) TV 

m K»IJ^ ' ^ d l H H 191 = -1 -i-[(/9)!]^9-4! HH WM MZ 
^ ^ Mpt Ingira kom je 193 = 1-i-[(/9)!fMl HH WM MZ 
van A naar B. 193 = 119-1-1/9-1/4 TH 
Met je verbeelding kom ^93 = l(.^+9+9)+l(/4y. W 
je overal. 

194 = £19 -I-I/9 -/4 TH 

Albert Einstein 194 = I(1-i-9-(-9)-i-4 TV 

A P Y T H A G O R A S 



1994 
WM = Heer Maertens uit 
Izegem (B). Goed, dat hij 
het getal 4 niet verklapte, 
want het bracht de lezers 
tot onwaarwaarschijnlijk 
veel oplossingen! Sterker 
nog: wie kan de meeste 
oplossingen voor "1994" = 
4 vinden? 

De voorlopige kampioen is 
WKM = Whee Ky Ma uit 
Groningen, die maar liefst 
12 verschillende goede 
oplossingen uit zijn hoge 
hoed toverde; hij had er, zo 
nodig, nog wel een stel! 

BA = Buissant des Amorie 
uit Amstelveen 
MZ = M. Zwiers uit Den 
Haag 
TH = Trude van de Heijden 
uit Heemstede, die "een 
leuke avond heeft gehad 
met fröbein". 
TV = Trees Vermeulen uit 
De Meern 
HH = Th V. Herwijnen uit 
's Hertogenbosch 

Redactie 

DE U I T G A N G O F 
DETrjGER 

De directeur van een 
dierentuin hield veel meer 
van wiskunde dan van 
bezoekers. 
Hij had de uitgang op 
een heel rare manier 
aangegeven. 
Er waren twee deuren. 
Op de ene deur stond een 
bordje met de tekst: 
'De andere deur is de deur 
van de Siberische tijgers'. 

Op de andere deur hing 
een bordje met: 
'Minstens één van deze 
deuren is de uitgang'. 
Tussen deze twee deuren 
hing een bordje met: 
'Slechts één van deze 
drie bordjes is waar. 
Welke deur is nu de 
uitgang? 
Antwoord op bladzijde 43. 

Paul van de Veen 
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M A A K JE EIGEN 
De twee tekeningen 
hieronder zijn gemaaltt 
met het GW-Basic pro-
gramma op pagina 29. 
Ze zijn gebaseerd op de 
stelling van Pythagoras. 

In de rechthoekige drie-
hoek ABC in figuur 1 
geldt c2= 0̂ -1-fa2. 

Nu zijn o, b en c op te 
vatten als zijden van vier-
kanten met oppervlakten 
o^, b^ en c .̂ 

P Y T H /k,C O R A S 



PYTHACORAS BOOM 

De twee bovenste vierkan-
ten zijn het begin van een 
nieuwe figuur. 
Dit kun je steeds herhalen. 
Bij de 'kale' boom zijn niet 
de vierkanten getekend, 
maar alleen lijnen die door 
de middens van de zijden 
van de driehoeken gaan. 

In het programma is de 
grootte van hoek A te 
kiezen. In regel 50 wordt 
een hoek gevraagd 
tussen 45° en 65°. 
Je kunt best een grotere 
hoek nemen, maar dan 
moet de schermgroote 

Deze aantallen kun je hoger 
maken (regels 140 en 230), 
maar boven de 11 moeten 
de getallen in regel 40 aan-
gepast worden, je herkent 
misschien 
4096 = 2^^ = 211+1. 
Succes met het intikken. 

aangepast worden. 
Dit kan in regel 30 door het 
punt (5,5;4) naar rechts en 
naar boven te verplaatsen. 

Bij een hoek kleiner dan 45° 
gaat de boom naar links 
overhellen. 
In de boom met stam zijn 8 
vertakkingen getekend, 
in de kale boom 10. 

10 'Pythasorasbooo 
20 SCREEN 2 : CLS : KEY OFF : PI=4*ATN(1) 
30 UINDOU (-2.8,-2)-(5.5,4) 
40 OIM X(409ó) : DIM Y(4096) 
50 INPUT "Kies een hoek van 45 tot 65 graden »;F 
60 F"PI*F/180 
70 C=COS(F) : S»SIN(F) 
80 Al—C*S : A2=C'2 : B1=A1+A2 : B2=-A1+A2 
90 C1=B2 : C2=1-B1 : D1=1-A1 : D2»1-A2 
100 X(2)=0 : Y(2)'=0 : X(3)«1 : Y(3)»0 
110 INPUT "Met sten (1) of alleen takken <2) ";k 
120 IF K:1 THEN 130 ELSE 220 
130 CLS : LINE (0,0)-(1,0) : LINE -(1,-1) : LINE -<0,-1) 
140 F0« M=1 TO 8 
150 FOR J»0 TO 2'(M-1)-1 
160 GOSUB 300 
170 LINE (XO,YO)-(XA,YA) : LINE -(XB,YB) 
180 LINE -(XI,YD : LINE -(XD.YD) 
190 LINE -(XC,YC) : LINE -(XO.YO) 
200 NEXT J : NEXT H 
210 GOTO 420 
220 CLS : LINE (.5,-1)-(.5,0) 
230 FOR 11=1 TO 10 
240 FOR J»0 TO 2"(N-1)-1 
250 GOSUB 300 
260 LINE ((X0+X1)/2,(Y0+Y1)/2)-((XA*XB)/2,(YA*YB)/2) 
270 LINE ((X0tX1)/2,(Y0+Y1)/2)-((XCtXD)/2,(YC+YD)/2) 
280 NEXT J : NEXT M 
290 GOTO 420 
300 X0"X(2"M+2*J) : Y0=Y(2'K+2*J) 
310 X1=X(2"»tt2*J+1) : Y1=Y(2-M*2*J+1) 
320 U=X1-X0 : V=Y1-Y0 
330 XA»X0*A1*U-A2^ : YA»Y0+A2*U+A1«V 
340 XB=X0+B1*U-B2*V : YB=Y0+B2*U+B1*V 
350 XC=X0*C1*U-C2*V : YC=Y0+CZ*m-C1*V 
360 XD=X0+D1*U-D2*V : 
370 X(2-(»H1)+4*J)>XA 
380 X(2'(H+1)+4*J+1)=XB 
390 X(2'(K»1)+4*J+2)=XC 

jan Mahieu 

LINE -(0,0) 

YD=Y0+D2*U<-01*V 
: Y(2'(m-1)*4*J)»YA 

Y(2*(I»+1)*4*J+1)»YB 
Y(2-(»+1)+4»J+2)«YC 

400 X(2-(N+1)+4*J+3)«XD : Y(2-(K*1)+4*J*3)-YD 
410 RETURN 
420 A$<tNPUT$(1) : END 

P Y T H A G O R A S 



D I M E N 5 I 

EEN VIERKANT 

Neem onder-
staande figuren over op 
stevig papier en knip ze uit. 
Met vier ervan kun je een 
vierkant leggen. 
Welk stuk doet niet mee? 

Henk Mulder 

In stripverhalen verdwij-
nen superhelden soms 
in andere dimensies en 
keren zij daaruit weer 
terug. 
Wat is dat eigenlijk een 
dimensie? 

RUIMTELIJKE 
DIMENSIES. 
Lengte, breedte hoogte, 
dikte, diepte en omtrek 
hebben elk de dimensie 
lengte. Oppervlakte en 
doorsnede hebben beide 
de dimensie lengte tot de 
tweede. Volume, ruimte en 
inhoud hebben alle drie de 
dimensie lengte tot de derde. 
In de pure wiskunde wordt 
met dimensie meestal een 
ruimtelijke dimensie, zoals 
lengte, oppervlakte en 
volume bedoeld. 
Soms definieert men 
hogere ruimtedimensies. 

VIER DIMENSIES 
Albert Einstein gebruikte 
in zijn zwaartekracht-
beschouwingen een 
vierdimensionale ruimte, 
waarin vierdimensionale 
vectoren gebruikt worden. 
Zulke vectoren hebben dan 
vier kentallen of vier 
coördinaten. Het vierde 
getal heeft dan met de tijd 
te maken. Hoewel je je 
niets bij vierdimensionale 
vectoren kunt voorstellen, 
gaat het rekenen met vier-

P Y T H/\C O R A S 



ES 
dimensionale vectoren op 
dezelfde manier als met 
twee- en driedimensionale 
vectoren. 
Er bestaan ook vierdimen-
sionale figuren. De bekend-
ste zijn de hyperkubus en 
de hyperbol. De eerste is al 
eens eerder in 'Pythagoras' 
behandeld. 

AFMETINCEN 
In enkele gevallen heeft de 
uitdrukking 'dimensie van 
een voorwerp' een andere 
betekenis: het gaat dan 
slechts om zijn afmetingen. 

FYSISCHE DIMENSIES 
De natuurkundigen hebben 
lengte, massa, tijd, tempe-
ratuur en stroomsterkte als 
basis-dimensies gekozen. 
Vooral voor de chemie is 
ook de dimensie hoeveel-
heid stof nog nodig, wat 
samenhangt met het aantal 
mol. 

DIMENSIELOZE 
CROOTHEDEN 

Sommige grootheden en 
eenheden zijn dimensie-
loos; dat wil zeggen, het 

zijn reële getallen. Voor-
beelden zijn de brekings-
index, de wrijvings-
coëfficiënt, een hoek in 
radialen, het nuttig effect, 
fase en relatieve vochtig-
heid. Het zou heel plausibel 
zijn om niet te spreken van 
dimensieloos, maar van 
"de dimensie reëel getal". 

AFCELEIDE DIMENSIES 
Afgeleide grootheden heb-
ben afgeleide dimensies: 
de dimensie van snelheid 
is lengte/tijd. 
Arbeid, warmte en energie 
behoren tot dezelfde afge-
leide dimensie. 

EEN TELEVISIE. 
Het beeld van een televisie-
toestel is tweedimensionaal. 
Bij een zwart-wit beeld 
vormen de verschillende 
grijstinten ('contrast') ook 
een dimensie. 
Bij een kleurenontvanger 
heb je kleuren als extra 
dimensie. Nog een extra 
dimensie is de tijd, want 
de beelden bewegen. 
Geluidsterkte en toonhoog-
te voegen nog eens twee 

dimensies aan het geheel 
toe. Een moderne televisie 
geeft het geluid bovendien 
stereofonisch weer: nog 
een dimensie. 
Alles bij elkaar is een televi-
sie zodoende een zeven-
dimensionaal verschijnsel! 
Stereoscopische beelden 
kunnen het aantal dimen-
sies nog verhogen, jammer, 
dat wij mensen blind zijn 
voor de polarisatie-toestand 
van het licht, anders had-
den we al negen mogelijke 
dimensies om waar te 
nemen! 

ANDERE DIMENSIES. 
Ook in de handel komen 
dimensies voor bijvoor-
beeld de dimensie 'prijs', 
'kwaliteit', 'vraag', 'aanbod' 
en ook 'de prijs per een-
heid' zoals een aantal 
gulden per kg. 

Frank Roos 

P Y T H A G O R A S 
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REACTIES OP DE 
PYTHACORAS 

Richard P. Feynman, 
één van de beroemdste 
natuurkundigen van na 
de tweede wereldoorlog, 
ontdekte, dat 1 : 243 een 
cijferreeks oplevert met een 
aardige regelmaat. 
Die regelmaat wordt even 
verstoord, maar komt dan 
temg. Het resultaat begint 
zo: 0,004115226337»"». 
Hij ontdekte dat bij toeval, 
spelenderwijs, in de jaren, 
dat computers nog mecha-
nisch waren, dus vol met 
tandwieltjes en palletjes. 

Frank Roos 

In het novembernum-
mer vroegen w e de 
lezers om een algemeen 
recept te zoeken voor 
het vinden van een 
pythagoras-balk. 

Hierin zijn o, b en c de 
ribben en d de lichaams-
diagonaal. 

Alle vier de variabelen 
moeten geheel zijn. 

REACTIE 1 
De heer Buissant des 
Amorie uit Amstelveen 
leidde de volgende 
oplossing af: 

a = 4mnst 
b = 2st(m'-n') 
c = (m'+n') (s'-tn 
d = (m'+n') (s' + t') 

waarbij natuurlijk alle letters 
gehele getallen voorstellen 
en 0<n<m en 0<t<s. 

EEN VOORBEEL D 

Als je m=2 kiest, n=1, s=3 
en t=1, dan zijn (3=24, 
b=^ 8, c=40 en d=50. 
Hoewel m, n, sen tonder-
ling ondeelbaar zijn, bevat-
ten a, b, een dwel een 

gemeenschappelijke factor. 

Zijn er nog voorwaarden te 
bedenken voor "primitieve" 

oplossingen? 
Denk eens aan "tegelijk 

even" of zoiets. 

Verder gaf hij als eerste 
terecht aan, dat deelver-
zameling 3 niet klopte; 
velen volgden hem. 
De bedoelde deelver-
zameling is helaas verloren 
gegaan. 

REACTIE 2 
Sander Zwegers uit Zeist 
heeft een totaal andere 
aanpak: kies o en b wille-
keurig en geheel, maar niet 
beide oneven. 

Bereken a^ + fp-. Kies de 
gehele getallen p en q zo, 
dat pq = a^+ t)^ en dat p 
en q beide even of beide 
oneven zijn en p > q. 

a, b, p-q _ p-i-q 
2 ' 2 

is dan een pythagoras-balk. 
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BALK 
VOORBEELD 1 

Als je 0=2 en b=3 kiest, dan 
is 0 -̂1-0^=13. Dan is alleen 
p=1 3 en q=1 mogelijk. 
We hebben dan de 
pythagoras-balk 2,3,6; 7. 

VOORBEELD 2 
0=4 en b=8 geeft 
a^+t^=80 = 2 X 40 = 
4 x 2 0 = 8x10 
Dat geeft 4,8,19;21 
4,8,8;12en4,8,1;9 

COMMENTAAR 
In het oorspronkelijke 
artikel traden drie onafhan-
kelijke variabelen op: 
m, n en p. 
In de opzet van de heer 
Buissant des Amorie komen 
er vier voor, terwijl Sander 
er maar twee heeft. 

Overigens heren: knap 
stukje werk! 

Redactie 

VIER M A A L 
G E L I J K Z I J D I G 
We plaatsen twee wille-
keurige gelijkzijdige 
driehoeken met zijden 
a en b tegen elkaar aan 
op de x-as. 
Aan de andere kant daar-
van zetten we tegen de 
beide vorige 
een derde driehoek met 
zijde a+ b. Zie f iguur. 

Bepaal de zwaartepunten 
van elke driehoek en ver-
bind deze punten. 
Er verschijnt nu een vierde 
gelijkzijdige driehoek. 
Waarom? 

BEWIJS: 
We kunnen het best een 
berekening opzetten voor 
de ligging van de verschil-
lende punten. Dan volgt 
het resultaat vanzelf. 
De coördinaten van de 
hoekpunten op de x-as zijn: 
0(0,0), A(a,0), e(o-i-b,0). 

Verder zijn 
C ( l o , l o / 3 ) , 
D(a + lb,\b/3), 
f ( l ( o + b ) , 
- l (o+ fa) /3 ) . 

P Y T H A c : O R A S 

In elke gelijkzijdige drie-
hoek vallen zwaartelijn, 
hoogtelijn en middellood-
lijn van een zijde samen. 
De zwaartelijnen verdelen 
elkaar in stukken die zich 
verhouden als 1:2 dus de 
zwaartepunten zijn 
Z i ( l a , l o / 3 ) , 
72(0-1-1^,1 fa/3) en 
Zsdia + b), 
- l (o+b) /3) . 

Voor de afstand tussen 
twee punten P(x,,y,)en 
Q(x2,y2) geldt de 
formule (Pythagoras!) 
d=/[(x,-X2)2+(Ki-y2)']-
Hieruit volgt dat 

^1^2 = ^2^3 = ^1^3 = 
^l(a^+ab+b^). 
Reken maar na! jan de Bie 
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W O R T E L S 

Hier volgt een aardig 
structuurtje voor bedingen 
uit de lagere klonen. 

/ 9 X /1 =3 
/ 9 9 x / 1 1 =33 

/999x /111 =333 
enzovoort 

/ 8 x / 2 =4 
/88 X /22 = 44 

/888 X/222 = 444 
enzovoort 

Kun je zelf uitleggen, hoe 
dat komt en waarom het 
met andere cijfers, die 
samen tien zijn niet lukt ? 

Waarschijnlijk stuit je ook 
op /5»»» X /5»»» = 5«»» 
maar dat is natuurlijk een 
beetje flauw. 

Frank Roos 

W I S K U N S T E N A A R P O P K E B A K K E R 
Driedimensionale abstract-
geometrische constructies. 
Galerie Het getal "O" 
Nieuwe Amstelstraat 111 
Amsterdam. 

Popke Bakker, Verspijckweg 7, 1865 Bj Bergen aan Zee. Tel.: 02208 - 18547 

Expositie van het werk van 
de wiskunstenaar Popke 
Bakker, oud-medewerker 
van Pythagoras. 

3 t / m 19 juni1994. 
De kunstenaar is vrijdag, 
zaterdag en zondag 
aanwezig. 

Ondergetekende: 

Naam:  

Adres: 

T E R U C V O R D E R I N C A B O N N E M E N T$ 6 E L D 
NIAM Projectontwikkeling meent recht te 
hebben op abonnementsgeld dat na de 
datum van het faillissement 
(12 januari j.l.) bij MEMO is binnen-
gekomen. Daarvoor is het noodzakelijk 
dat wij, namens u, gemachtigd worden 
het door u betaalde abonneegeld terug te 
vorderen en te gebruiken voor de uitgave 
van de nog resterende nummers van de 
lopende jaargang. 
Wilt u s.v.p. indien u na 1 januari j.l. aan 
MEMO betaald heeft dit ons zo spoedig 
mogelijk laten weten. 
Stuur een briefje met nevenstaande tekst 
in een open gefrankeerde 
enveloppe naar: 
NIAM Projectontwikkeling, 
Postbus 97734, 
2509 CC DEN HAAG. 

Postcode: 

Woonplaats:  

machtigt NIAM ProjectOn^iy<eliï^ het reeds door 
mij aan MEMO beta^fe abWnementsgeld voor het 
tijdschrift Pythj^as Krug te vorderen. 

4> op -(datum) 
FSfcbonnementsgeld aan MEMO betaald. 

Het overgemaakte bedrag is f  

Datum: 

Handtekening: 
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DE OMTREK 
KOCH-KR 

WAT IS EEN 
KOCH-KROMME? 
|e neemt een gelijk-
zijdige driehoek. 
Op elk van de drie 
zijden plaats je aan de 
buitenkant In het 
midden weer een gelijk-
zijdige driehoek, drie 
maal zo klein als de 
eerste. 
Zo krijg je de bekende 
Davidsster met twaalf 
zijden. 

V A N DE 
OMME 

Op elk van die twaalf zijden 
zet je weer zo'n driehoek, 
weer in verhouding 1:3. 
Dat wordt dus een her-
halingsproces. Als je zo nog 
een tijdje doorgaat, lijkt het 
resultaat wel wat op een 
sneeuwkristal. 
Heb je vijf keer dat gedaan 
dan heb je een figuur 
waarvan de omtrek bestaat 
uit 3x4̂ » of 768 korte lijn-
stukjes. 
We zijn benieuwd wat er 
op den duur met de 
omtrek van de figuur 
gebeurt. 
Het aantal stukjes neemt 
onbeperkt toe, maar ander-
zijds worden de lijnstukjes 
ook steeds korter. 
Als we de omtrek van de 
Davidsster nu eens op 
12o stellen, bepaal dan de 
omtrek van de volgende 
variatie. 

Kun je systeem in het 
proces ontdekken? 

Wat gebeurt er met de 
omtrek? 
Zie pagina 43. 

Cerrit Knol 

P Y T H A < ^ O R A S 



DE P R I E M C E T A L L E N - R A C E 

AFSPRAAK 
We splitsen de priemgetal-
len in twee verzamelingen. 
De ene groep begint met 3 
en de andere met 5. Elk 
volgend lid is het priemge-
tal, dat het kleinste vier-
voud verder ligt. 
De ene groep is dan 
3, 7, 11, 19,23, 31,43, 
De andere groep is 
5, 13, 17,29,37,41,53, 

DERACE 
Welke rij ligt voor met het 
aantal termen? Deze 'race' 

kan tot in het oneindige 
worden voortgezet. Voor 
de rekenkunstenaars was 
het de vraag, of de ene 
dan wel de ander rij zou 
winnen en men heeft dit 
uitgezocht tot 20 miljard. 

RESULTATEN 
Wij belanden bij 26 861 als 
de tweede rij 1 voor ligt op 
de eerste, maar daarboven 
wordt de tweede rij weer 
teruggedrongen. Maar de 
kansen keren en dicht bij 
18,7 miljard ligt de tweede 

rij met niet minder dan 
2719 termen voor. 
Tenslotte krijgt de eerste rij 
weer de leiding bij 19 033 
524 539. 

VAGE VERMOEDENS 
Men vermoedt, dat bij het 
nog groter worden van de 
getallen, de tweede rij uit-
eindelijk zal gaan leiden. 
Studies hierover zijn 
gemaakt in 1853, 1914 en 
1978. 

Bob de jongste 

S T E L L I N G V A N P Y T H A C O R A S 

Een nieuwe uitbeelding 
van de stelling van 
Pythagoras. 

Henk Mulder 

^kl ŷ  
P Y T H O R A S 



R A K E N D E C I R K E L S 

NM^ + MB^ = NB^ 
^4.x)2 + 4^ = (x + 4)2 
Dan is x= 1 cm. 

H O R I Z O N 
De afstand tot de kim als je 
op een 100 meter hoge 

toren staat is ongeveer 
36 km. 

B O U W E N M E T K U B U S S E 

< - Z I ) 

enkele 
kubus 

dubbele 
kubus 

voor 

V E R M E N I C V U L D I C E N 
Het is uiterst simpel. 
De uitkomst wordt nul. 
Want van de 26 factoren 
is er één (x-x). 
En ais één factor in een 

produkt nul is, wordt de 
uitkomst van de vermenig-
vuldiging ook nul. 

Zo simpel ligt dat! 

W I S K U N D I C E 
Het antwoord is ja. 
Commentaar: het 'gesprek' 
duurde minstens 

20 minuten. 
Het moet dus windstil 
geweest zijn. 

P Y T H A G O R A S 



E E N C I J F E R 

37037 X cijfer X 3 = 
37037 X 3 X cijfer = 
111111 X cijfer = 

cijfer/cijfer/cijfer/cijfer/ 
cijfer/cijfer. 

K W A D R A T E N 3 

Volgende kwadratensom 
26 = 12-1-52 = 12 + 32-1-42 
= 22 -h 22 -H 32 -̂  32 
Wat is het kleinste kwa-

draat, dat je kunt schrijven 
als de som van twee, 
drie en vier kwadraten ? 
Zie bladzijde 42. 

V I E R L I J N E N P U Z Z E L 

Dit is de oplossing van het 
negen punten probleem uit 
nummer 2. 
Hoe verbindt je negen 
punten met vier aaneen-
gesloten lijnstukken? 

We zeiden niet teveel met 
de kwalificatie: niet gemak-
kelijk. 
Merk op dat je steeds in 
een van de vier hoekpunten 
moet beginnen. 
Weet je waarom? 

W I S K U N D I C E K R O M M E N 
Op pagina 11 kreeg je de 
opdracht bij zeven 
vergelijkingen, één grafiek 
te tekenen. 
Bijgaande figuur is daar het 
resultaat van. 

P Y T H A 5̂  O R A S 
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H E T W I J N P R O B L E E M 
In de tabel stellen de getal-
len aantal liters voor. 
Uit de tabel zien we, dat de 
afwijking van de zuiverheid 
voor de wijnmengsels in 
beide kruiken gelijk wordt. 
Wat zou er gebeuren, als je 
eindeloos heen en weer 
blijft schenken ? Natuurlijk 
roer je steeds goed ! 

LINKS RECHTS 

1 r=9,0 w = 0,0 r=0,0 w=9,0 

2 r=8,0 w = 0,0 f =1,0 w=9,0 

3 r=8,1 w=0,9 r=0,9 w=8,1 

U I T C A N C T I J C E R 
We bekijken de drie bewe-
ringen: 
I De andere deur is de deur 
van de Siberische tijgers. 
II Slechts één van deze 
beweringen is waar. 
III Minstens één van deze 
deuren is de uitgang. 
Maak nu een schema met 
vooralle beweringen W 
(waar) of O (onwaar). 
Zie hieronder. 

I 

II 

III 

W 

W 

w 

w 

Stel de tweede uitspraak is 
waar. Dan is het ook de 
enige die waar is. Dus zijn 
de twee andere onwaar, 
maar dat voert tot een 
tegenspraak: als I onwaar 
is, is de rechterdeur de uit-
gang, maar dan is III waar. 
Dus uitspraak II is niet 
waar. 

W 

O 

w 
o 
w 

w 
o 
o 

o 
w 
w 

Er zijn dus twee of drie 
bordjes waar (geen enkele 
waar kan niet!). 
Dat betekent dat I en III 
beide waar zijn, dus de 
linkerdeur is de uitgang en 
de rechterdeur voert naar 
de tijgerkooi. 

O 

w 
o 

o 
o 
w 

o 
o 
o 

K O C H K R O M M E 
Steeds wordt een stukje 
vervangen door twee even 
lange stukjes. 

Elke zijde van drie stukjes 
wordt dan vier stukjes lang. 

De omtrek wordt dan bij 
elke stap 4/3 maal zo 
groot. 

P Y T H A G O R A S 



PE C E L I J K Z 
Een driehoek heeft de 
volgende hoekpunten: 
(0,0), (159,84) en 
(1S3,S>6). 
De lengtes van de drie 
zijden zijn elk vrijwel 
180, maar ze zijn niet 
gelijk. 
We hebben een bijna-
geiijkzijdige driehoek. 

Is het mogelijk om op rooster-
papier drie roosterpunten té 
kiezen, die de hoekpunten 
van een gelijkzijdige driehoek 
zijn? 
Eén van de punten is zeker 
vrij te kiezen. Het geeft 
immers niets waar je 
begint. Terwille van het 
gemak kiezen we (0,0). 
De andere punten noemen 
we (o,b) en (c,cO. Hierbij 
stellen deze vier letters 
gehele getallen voor. 

Ay-as 

P Y T H A G O R A S 



D I C E DRI EHOEK 
De drie zijden zijn even 
lang; hun kwadraten 
dus ook. 
Met de stelling van 
Pythagoras vinden we: 

o2 + b2 = c2 -I- d2 
en 

(o-c)2 -I- (b-d)^ = c2 + d2 

door de haakje weg te 
werken zien we, dat dit 
stelsel gelijkwaardig is met 

o2 -I- Ib2 = c2 -I- d2 (*) 

o2-(-b2 = 2oc-i-2bc/...($) 

Uit (*) volgt, dat 
d = / (02- l -b2. ( -2) 

Vullen we dat in in ($), dan: 
02-I-fa2 = 20C-l-2b/(02-h b2 . c2) 
o2-|-fa2.2oc = 2b/(o2-l-b2.c2) 

Kwadrateer nu 
links en rechts: 

O^ + 2o2fa2 . 4o3c + Ij4 . 4 o / ^ c + 402^2 ^ 4 ^ 2 ^ + 4^4 . 4 ^ ^ 2 

Beschouw dit als een 
kwadratische vergelijking, 
waaruit we c gaan 
oplossen: 

4a2c^ + 4b2c2 - 4o3c - 4ob2c =-a^+ 2a^b^ + 3b'' 
4(o2 + ti^)c^ - 40(o2 -H fa2) c = . (o2 . 3^)(o2 + ^2) 

Tot onze verrassing is alles 
deelbaar door a^ + tP-. 

Ac^ - 4oc = - (a^-3l)^) 
Ac^ - Aac +a^ = 3b^ 
(2c - 0)2 = 3b2 
2c - o = ±b/3 
c = l ( o + b / 3 ) . 

Welke gehele getallen we 
ook voor o en fa kiezen, 
c wordt ten gevolge van 
die /3 nooit geheel. 
De eindconclusie moet dan 
ook zijn: niemand kan drie 
roosterpunten kiezen, die 
de hoekpunten zijn van 
een gelijkzijdige driehoek. 
Wat is nu d? 

LE PENSEUR 

Kun jij, op een systema-
tische manier zoekend, 
een zo goed mogelijke 
bijna-gelijkzijdige driehoek 
vinden? 
Laten we daarbij afspreken, 
wat "zo goed mogelijk" 
betekent. 

P = 
langste zijde 

langste zijde - kortste zijde 

Hoe groter p, hoe beter de 
driehoek de gelijkzijdige 
driehoek benadert. 
Vind je dat overigens een 
zinnige afspraak? 
In mijn voorbeeld is deze 
waarde afgerond 226. 

In het volgende nummer 
van Pythagoras vermelden 
we de oplossing van deze 
"Gelijkzijdige driehoek". 

Frank Roos 

P Y T H A G O R A S 



DES LEZERS P E N N E V R U C H T 
L O C I S C H E R E A C T I E? 

Op het artikel 'Logica?' 
uit nummer 1 van 1993 
kwamen twee reacties 
binnen. 
De meest volledige 
reactie is afkomstig van 
Frank Roos uit Noorden. 
Ook Michael Zwiers 
schreef een verdien-
stelijke reactie. 

OMKEREN 
e E VAARLIJK 

Bewering 1 zegt: "bewe-
ring 2 is waar." Frank Roos 
merkt terecht op, dat daar-
uit niet noodzakelijkerwijs 
volgt: "als bewering 1 niet 
waar is, dan is bewering 2 
ook niet waar". 
Omdat in de gegeven 
redenering hier wel gebruik 
van gemaakt wordt, kon 
dit leiden tot een verkeerde 
conclusie. Met deze 
drogredenering kun je elke 
vorm van onzin op de 
plaats van bewering 3 zet-
ten en "bewijzen", dat die 
onzin waar is. In feite is 
hiermee de kous af. 
Als de cursieve tekst wel op 
de één of andere manier 
als onderdeel van bewering 
1 was genoemd, dan zou 
de gehele redenering cor-

rect geweest zijn, aldus 
Frank Roos. Dat is nog ver-
draaid lastig te formuleren. 

SAMENHANC 
Bij een goede redenering 
kom je altijd een zeker ver-
band tegen tussen de 
genoemde beweringen. 
Bewering 3 vertoont echter 
geen enkele relatie tussen 
de eerste twee. 

Redactie 

I N C E Z O N D E N 

Dhr. Rolfes uit Leidschen-
dam meldt ons dat 2222! 
niet uit 6640 cijfers bestaat, 
maar dat zijn exacte 
berekeningen per computer 
aangeven dat het om 6494 
cijfers gaat Redactie 

R E A C T I E O P P Y T H A C O R A S - C E B A K 

Whee Ky Ma uit 
Groningen-city gaf de 
beste oplossing. 

Waarbij zo goed als moge-
lijk links en rechts van de 
hoogtelijn evenveel gebak 
aanwezig was. Zijn Pytha-
goras-gebakje ziet er zo uit: 

en de hoogtelijn is 861. 
De andere maten kan de 
lezer zelf berekenen. 
De linker en rechter opper-
vlaktes verschillen slechts 

de straal van de taart is 1061 0,36%. 

P Y T H A G O R A S 



A F 6 E L O P E N J A R E N 
EEN N U M M E R 

6 E M I $ T ? 

DAN HEEFT U NU DE KANS 
UW COLLECTIE 

COMPLEET TE KRIJGEN. 

OUDE NUMMERS 
VAN AFGELOPEN 
JAARGANGEN 
ZIJN BIJONS 
VERKRIJGBAAR 

VOOR 

EXCLUSIEF VERZENDKOSTEN. 

WEES ER SNEL BU! 
DE OPLAGE IS BEPERKT. 

VOOR INFORMATIE EN BESTELLEN: 
BEL SONJA STEILBERC 070 - 31 43 511 
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