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VAN DE REDACTIE

Voor u ligt het tweede nummer van de 34¢ jaargang. Een grote
verscheidenheid aan onderwerpen komt aan bod.

Het doet de redactie genoegen dat mensen regelmatig reageren op
artikelen in Pythagoras. Onder de titel ‘Des lezers pennevrucht’ worden een
aantal reacties gepubliceerd.

Maar ook eigen artikelen zijn welkom!

~ ' B s ™ I NT LD /AN

Met behulp van parabolen kun je sterren maken en dat past wel bij
deze tijd van het jaar. Hoe je dan te werk moet gaan kun je lezen op pagina 22.

Snelheid speelt in ons leven een grote rol. Het is de kunst om zo snel
mogelijk van de ene naar de andere plaats te kunnen komen. De TGV moet
de reistijd tussen Amsterdam en Parijs flink bekorten. Of de investeringen die
daar voor nodig zijn en de belasting van het leefmilieu dat rechtvaardigen is
nog maar de vraag. Kun je niet net zo goed een ondergrondse tunnel
aanleggen? Op pagina 4 vind je er meer over.

Jeux-de-boules doet ons aan Frankrijk denken. In de vakantie, terwijl
de temperatuur een stuk hoger is dan nu, is het leuk om te spelen.
De winnaar bepalen kan op diverse manieren. Lees verder op pagina 16.

Op allerlei plaatsen kom je weer opdrachten tegen. Sommige zijn
vrij eenvoudig op te lossen; andere daarentegen vergen het nodige
denkwerk. De oplossingen van de diverse problemen tref je achter in het
nummer aan.

Namens de redactie wens ik alle abonnees een voorspoedig 1995
met veel lees- en puzzelgenot in Pythagoras.

Henk Huijsmans
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AMSTERD

De Franse, Belgische en
Nederlandse regeringen
hadden besloten een
nieuwe snelspoorlijn
aan te laten leggen, die
Parijs met Amsterdam
zou verbinden.

Deze spoorlijn mocht
geen bochten vertonen,
maar zou als een strak
lint over de aarde lopen.
Men had berekend,

dat deze lijn 430 km
lang zou zijn.

Eén van de ministers had
een reuze idee! Daar het
aardoppervlak bol is, zo
dacht hij, leggen wij in feite
een grotere afstand af dan
nodig is, want wij zouden
tussen Parijs en Amsterdam
een tunnel kunnen bouwen,
die de steden rechtlijnig
verbindt. Halverwege moest
er een luchtkoker komen,
die de tunnel van frisse lucht
voorziet. Deze tunnel zal
aanzienlijk korter zijn dan
een spoorlijn over het aard-
oppervlak en zal derhalve
op den duur veel geld
besparen (zie fig. 1)!
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AM-PARI)S

Trots ging de spreker zitten.
Ik zeg u niet welke nationa-
liteit de spreker had om een
internationale crisis te voor-
komen!

-
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Eén van de secretarissen,
die achter hem zaten, trok
een rekendoosje uit zijn tas,

AQ.;G-'&'
2

i)

¥4
e

tikte enkele getallen in en
fluisterde vervolgens de
minister iets in het oor,
waarop de minister blozend
zijn voorstel introk en zijn
gezicht achter een stripver-
haal verborg.

7
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¥4
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Laten we eens nagaan
wat de secretaris zo snel
berekend had.

De omtrek van de aarde
is circa 40 000 kilometer.
De afstand tussen Parijs
en Amsterdam bedraagt
1130 km, dit is dus het

33 ste deel van de omtrek

van de aarde.

De middelpuntshoek is dan

2 -t .
e 3,87°.

De boog AP is 430 km.
De straal van de aarde is
gemiddeld 6367 km.

PYTHAGORAS
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Figuur 1

Figuur 2

@ PYTHAGORAS
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De tunnelafstand is

246367+ (sin 35_87) —429,972km.

met andere woorden,

men bespaart bij de tunnel
slechts 28 meter op de
totale rijafstand.

De schachthoogte h is

6367 (1-cos 3:287) =3,63km.

Voor de ware liefhebbers nog
even de formules (zie fig. 2)!
h=r(1-cos ZM)

s=2rsin M
2

De boog is (™M
180
Opmerking:

met M wordt de middel-
puntshoek bij M bedoeld.

Bob de Jongste




PERFECTE GETALLEN

Geheel toevallig
hebben Martijn Leisink
uit Nijmegen en

prof. F. v.d. Blij uit
Bilthoven aan een
zelfde onderwerp een
artikel gewijd.

De redactie heeft

hun werk ‘in elkaar
geschoven’ en het
geheel wat bewerkt.

SOM VAN DELERS
De delers van 12 zijn 1, 2, 3,
4 en 6. De 12 zelf rekenen
we in dit artikel niet mee als
deler. De som van de delers
van 12 is 16.
Soms is de som van de
delers van een getal groter
dan dat getal, soms kleiner
en een enkele keer gelijk.
Dat laatste geval gaan we
bekijken.

PERFECTE GETALLEN
De delers van 6 zijin 1, 2 en
3. De som is 6.

Dus de som van de delers
van 6 is 6. Zo'n getal als 6
heet een perfect getal.

De som van de delers van
een perfect getal is gelijk
aan dat perfecte getal zelf.

Perfecte getallen zijn dun
gezaaid. De eerstvolgende
twee zijn
28=1+2+4+7+14 en
496=1+2+4+8+16+
31 +62 + 124 + 248

EEN FORMULE
Je kunt een perfect getal
vinden met 271+ (2"-1)
waarbij 2"-1 een priemgetal
moet zijn. Een priemgetal
van deze vorm is een
Mersenne-priemgetal. Zie
hiervoor de Pythagoras-afle-
vering van november 1992,
pagina 15.

HET BEWI)S

VAN DE FORMULE
We korten 2"-1 af tot
(priemgetal) p. Deze levert
alleen de delers 1 en p.
De factor 21 levert de
delers 1, 2,4, «++, 21,
Alle genoemde delers zijn
kleiner dan 271« (27-1).
De overige delers zijn dan p,
2p, 4p, * =+, 2™2pen 2™p.
De laatste mag niet, want
dat is het gegeven getal.
We beschouwen als bekend,
dat1 +2+4+eee +2M1 =
20-1 is.

PYTHAGORAS
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De som van de delers is nu
(14+2+4 4000 $20) 4

+(Pp+2p+4p+ oo+ +2M2p)=

2"-1)+ 2™ -1)ep=
(27-1) + (277 - 1) (2-1) =
2"-1)(1+2™-1)en

dit is juist het begingetal
(27-1)+ 21, Hiermee is
bewezen, dat 2™1.(2"-1)
een perfect getal is.

NOG ENIGE
BIJZONDERHEDEN

Nog niet is bewezen of elk
perfect getal te schrijven is
als 271+ (2n-1).

Er zijn heel grote Mersenne-
priemgetallen bekend van
wel tienduizend cijfers,
maar het is niet bekend of
er oneindig veel zijn.
Evenmin weten we, of er
oneven perfecte getallen
bestaan.

Interessant in dit verband

is het boek ‘Unsolved
problems in Numbertheory’
van R.K. Guy uit 1981.

Redactie

A




DE RI1)

1 Neem aan dat elk konij-
nenpaar gemiddeld na twee
maanden maandelijks een
nieuw paar voortbrengt.

Dit nieuwe paar zal gemid-
deld na twee maanden
maandelijks een nieuw paar

zogenaamde rij van
Fibonacci:
11,43.53813.31 34......cccn

Elke nieuwe term in deze rij
ontstaat door de optelling
van de twee eraan vooraf-

voortbrengen. gaande termen.
Enzovoort.........
In schema ziet dat er als Bijvoorbeeld: 13+ 8 =21
volgt uit: 21+13=34
A
na 1 maand

na 2 maanden

na 3 maanden

na 4 maanden

e b s

4 \ X K %
AT A13 A22  A31 A5
Figuur 1

Het totaal aantal paren in de
populatie bedraagt dan:

in het begin  : 1

na 1 maand 1

na 2 maanden : 2

na 3 maanden : 3

na 4 maanden : 5

na 5 maanden : 8

2 Als we deze getallenrij
voortzetten ontstaat een

3 Geven we de termen van
deze rij aan met t(n), dan

geldt:
(1) =1
t(2)=1
K3) =2
t4)=3
t5)=>5
K(6) = 8.

In het algemeen:
t(n) = t(n-1) + t(n-2).

PYTHAGORAS
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4 Door met andere termen
te beginnen ontstaan
andere Fibonacci-rijen.

Bijvoorbeeld:
56,1117 2B A5 i

5 We plaatsen de gege-
vens van de eerste rij in
een rooster (zie fig. 2).

6 We onderzoeken of er
sprake is van exponentiéle
groei. Dan moet gelden dat
het quotiént van elk tweetal
opeenvolgende termen
gelijk is. Met behulp van
het volgende programma
wordt de rij geproduceerd
en worden meteen de quo-
tiénten bepaald.

waarde

60 |-
50 |
40 |
30
20

10 B

Figuur2 1 2 3 4




FIBONACCI

7 8 9 rangnummers

PROGRAMMA : UITVOER
10 lprint”term”, term fibonacci quotiént
#fibonacci”, "quotiént” 3 2 2
20 let a=1 4 3 1,5
S (g 5 5 1,66667
40 for n=1 to 25 6 8 1,6
50 let f=a+t
7 13 1,625
60 let g=f/t
70 lprint (n+2),f,q
80 let a=t
90 Iot Tulf 25 75025 1,61803
100 BEEE B 26 121393 1,61803
110 end 27 196418 1,61803
De groeifactor is bij benade-  t(n-1) 8 Deze factor komt ook
ring 1,618. t(n-2) voor in de verdeling van
Hoe groter de termen, des en een oppervlak volgens de
te beter is de benadering. tin) zogenaamde gulden snede.
t(n-1)
7 Neem aan dat de groei- 8 aub
factor fis. Dan moet gelden: ~ Verder geldt: b[
t(n= t(n-1)+t(n-2). Figuur 3
Delen door t(n-1) levert: Deze verdeling voldoet aan
tn)  tn-1) N @ de regel: b:a=(a+b):b
tn-1)  tn-1)  tn-1) Daaruit volgt: b? = a(a+b)
. fo1al b2 =a%+ab
J P _d® ab
f2=f+1 e
De oplossingen van deze b b
’ laatste vergelijking zijn: (a)z=1 +a
. f=1+1V5enf=1.15(<0)
. waarvan de tweede niet Stel %voor door fen we
voldoet. Er blijkt dat f on- vinden dezelfde vergelijking
—_ geveer gelijk is aan 1,618. alsin7. Marcel Snel
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ONEVEN

KWADRAAT

Als je 52, 72 of 92
deelt door 8, dan is de rest 1.
Als je 232 deelt door 8, dan is
de rest ook 1.

Kun je laten zien, dat de rest
altijd 1 is, als je een oneven
kwadraat deelt door 8?

Zie bladzijde 30.

Uit ons zustertijdschrift PLUS

i)

EENENT

Bij toeval ontdekte ik,
dat de som van de
cijfers van 81 en V81
beide 9 zijn.

Ik vroeg me af, of er
meer getallen met deze
eigenschap zijn.

PYTHAGORAS

N

Elk getal kleiner dan hon-
derd kunnen we schrijven
alsn=10t+e

Hierin is t het aantal tien-
tallen en e het aantal een-
heden. t en e zijn dus cijfers.
Met een cijfer bedoel ik heel
nadrukkelijk de natuurlijke
getallen van 0 t/m 9.

Een voorbeeld:
Bij64ist=6ene=4

SOM DER CIJFERS
Terwille van het gemak
definiéren we hier s(n) als
de som van de cijfers van n.

Voorn=10t+eis s(n) =t + e.

S(N) =VN.
Voor welke waarden van n is
nu s(n) = Vn? Voor de hand
liggende oplossingen zijn
n=0 en n=1.
Ik vond al bij toeval n=81.
Zijn er nog meer oplos-
singen?

We gaan dat systematisch
uitzoeken.

s(n) =Vn

(s(m)?=n
(t+e)?2=10t+e
t2+2et+e2=10t+e

t2 + 2(e-5)t=e- e?




ACHTIG(81)

Door links en rechts (e-5)2 =
e2-10e+25 toe te voegen,
krijgen we links een kwad-
raat (kwadraat-afsplitsen):
{t+ (e-5)}2=25-9e

t + (e-5) = +V(25-9¢)

t = 5-e +V(25-9¢)

Als t=e=0is, dan is n=0.
e=1 geeft t=0 of t=8
Dat leidt tot n=1 en tot
n=81

e=2 geeft t=3+V7. Omdat
t een cijfer voorstelt, is deze
oplossing niet geschikt.

OPLOSSINGEN

e=0 geeft t=0 of t=10
Omdat t een cijfer (een
natuurlijk getal kleiner dan
10) is, voldoet t =10 niet.

e>2 geeft een wortel uit een
negatief getal en dat leidt
dus tot niets.

PYTHAGORAS
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We hebben dan voor n<100
geen nieuwe oplossingen
gevonden.

N > 999

V999 > 31 en 5(999) =

9 =27,

Vn groeit met n veel sneller
dan s(n). Het is daarom
duidelijk, dat s(n) = Vn voor
n>998 geen oplossingen
biedt.

99 <N < 999

Alleen voor de getallen
tussen 99 en 999 moeten
we nog nagaan, of

s(n) = Vn kan zijn.

Het is voor de hand
liggend om n te schrijven
als 100h+10t+e.
Gekwadrateerd geeft
s(n) =Vn dan:

(h+t+e)?2 = 100h+10t+e.

Stel h+t+e = x.
De vergelijking is dan te
herleiden tot:
x2-x-99h-9t=0
Omdat0<e<9,
0<t<9en
1 <£h <9 zijn,
B1sx<27

4




De discriminant BASIC-PROGRAMMA
D=1 +4(99h + 99), Met het volgende gwbasic-

e V{1 + 4(9%h + 9t)}  programma kun je alle
2 mogelijke oplossingen

waarbij de negatieve oplos-  vinden, behalve n=0. We gaan in dit artikeltje

sing is weggelaten. enige manieren bekij-

Omdat x geheel is, 10 ‘Som van de cijfers ken, waarop we een

moet D een oneven 20 ‘van een getal = ellips in een vergelijking

kwadraat zijn: 30 ‘wortel van dat getal kunnen weergeven.

D= (2p+1)? en 40 K=1 In “Pythagoras”

397 < D < 3889. 50 ¢ nummer 5 van juli 1994

Dit leidt samen tot 60 N=K*K staat een uitgebreide
21<2p+1<630f 10<p<31. 70 M=N beschrijving van de
D=1+4(99h+9t) =(2p+1)2 80 s=0 ellips.

90 L=1+INT(LOG(N)/LOG(10))
Dat is te herschrijven tot 100 P=INT(10A(L-1)+.5)
9(11h+t) = p(p+1) 110 Q=INT(M/P)

De enige 9-vouden van de 120 S=5+Q
vorm p(p+1) zijn 306, 342, 130 M=M-Q*P

702 en 756. 140 L=L-1

De mogelijkheid van 306 150 IF L>0 THEN 100

geeft 11h+t=34; h=3 en 160 IF K=S THEN PRINT

t=1 geeft x=18 en e=14 en “S(*;N;") = V7;N;"=";S

dat kan niet. De andere vier 170 K=K+1:IF K<32 THEN 60

getallen leiden ook geen 180 PRINT:”Boven N=961=

van alle tot een oplossing. 3lkwadraat zoeken is
zinloos.”

Bekijk nogmaals

9(11h+t) = p(p+1) Je zult ontdekken, dat er
p en p+1 hebben geen geen nieuwe oplossingen
- gemeenschappelijke zijn.
factoren, dus 81 is een uniek getal:
of p=9 of p+1=9. het is voor n>1 de enige
of 11h+t=10 of 11h+t=8 oplossing van s(n) = \n.
Dan kan h alleen 0 zijn, Vandaar de titel van dit
maar dat mag weer niet. artikel.
Dit leidt dus ook niet tot
een oplossing. Tjalie Wéry en Jan Mahieu

Q PYTHAGORAS
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VERGELIJKINGEN

IN EEN X-Y-ASSEN-
STELSEL.

De bekendste voorstelling
van een ellips is onge-
twijfeld:
2wl
a* b*

Het middelpunt is dan
0(0,0). De halve assen van
de ellips hebben de lengte
aen b. Als het middelpunt
van de ellips punt (p,q) is,
dan is de vergelijking:

- D)2 -2

( aZP) . (ybzq) 1

Met a = b krijg je natuurlijk
een cirkel met straal x.

Soms gebruikt men in een
x-y-assenstelsel ook wel
eens een hulpvariabele, een
parameter (met de klem-
toon op “ra”).

Een parametervoorstelling
van een ellips is:

x = a+sin(f) en y = b+ cos(t).
Als je hieruit t elimineert,
dan krijg je weer

x2 2

P
terug. Hoe doe je dat ?
Zie blz. 29 bij ‘elimineren’.

1

A y-as
x.y)
X-as
6 B
Figuur 1
POOLCOORDINATEN.

De poolcoordinaten worden

aangegeven met ren 6.
Trek een lijn van het vast te
leggen punt (x,y) tot de
oorsprong. De afstand van
het punt (x,y) tot @is coor-
dinaat r en de hoek tussen
de positieve x-as en die lijn
is de tweede coordinaat 6
(zie fig. 1).

ELLIPS MET EEN
BRANDPUNT IN O.
Als één van de twee brand-
punten Fvan de ellips

samenvalt met de oorsprong,
dan is de vergelijking van de
ellips in poolcordinaten:

r 1

I=1 + e«cos 6

Stel Q is een willekeurig
punt van de ellips.

Dan is FQ = de poolcoordi-
naat r en hoek QFP = pool-
coordinaat 6.

Hierin is | = a+ (1-€2), terwijl
ae = f = brandpuntsafstand
is (zie fig. 2). Deze schrijf-
wijze is vooral handig, als je
beweging van de planeten
om de zon gaat beschrijven.
De banen van planeten zijn
namelijk ellipsen en de zon
staat in één van de brand-
punten.

Dit staat in de natuur- en
sterrenkundeliteratuur
bekend als de eerste wet
van Keppler.

af
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OVER "B

SIN20+COSs2o=1
‘ Deze puzzel vereist

bovenstaande goniometrische
kennis.

Kun je zonder rekenmachine de

volgende som bepalen?

In Pythagoras nummer
5 van juli 1994 ver-
scheen de Puzzel
‘Bankkraak’ van

Joost van der Sande.
Joost gaf ook een
oplossing waarop

door twee lezers is
gereageerd.

sin21° + 5in22° 4. « « + sin288° + sin289°.

Hoe verandert het antwoord, als we
alle “sin” vervangen door “cos”?
Zie bladzijde 29.

Uit ons zustertijdschrift “PLUS”.

o
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BRAM KOLE
UITHOENSBROEK:

Gaf twee redeneringen
waaruit in ieder geval bleek
dat de bankkraker het best
kon blijven in het vertrek
waarin hij de eerste kluis
geopend had.

Hij maakte daarbij gebruik
van combinaties van kansen
om een bepaald vertrek te
betreden en kansen om een
bepaalde kluis te openen.

JAN SMIT UIT GROET:
Leverde niet allen commen-
taar op de gegeven oplos-
sing, maar vervolgde met
de uitbreiding van een aan-
tal situaties, zoals:

* Slechts twee van de zes
kluizen zijn beveiligd.

* De kamers bevatten ver-
schillende aantallen kluizen.

* Wat is van de bank uit
gezien de beste opstelling
van de beveiligde kluizen.

Bovendien gaf Jan aan dat
het gegeven probleem
terug te vinden is in de
volgende ‘klassieker’:




Drie kastjes hebben elk twee
laatjes.

In ieder laatje zit een munt:
een Zilveren of een gouden.

lemand kiest een kastje,
maakt een laatje open en ziet
een zilveren munt.

Hoe groot is de kans dat het

ANKKRAAK

andere laatje een gouden
munt bevat?

Bram en Jan, bedankt voor
jullie reactie!

DE OPLOSSING VAN
'‘BANKKRAAK'

Ga uit van het volgende
roosterdiagram:

Betekenis van de gebruikte

symbolen:

- LILII : de nummers van
de vertrekken

-B  :een beveiligde kluis
-N  :een niet-beveiligde
kluis

* Blijft de bankkraker na
het openen van kluis 4 in
vertrek Il, dan is er geen
gunstige voortzetting; wel
een ongunstige, namelijk
(4,3).

Blijft de bankkraker na het
openen van kluis 5 of 6 in
vertrek Ill, dan zijn er twee
gunstige voortzettingen
namelijk (5,6) en (6,5).
Twee van de drie voortzet-
tingen zijn dus gunstig.

* Gaat de bankkraker na
het openen van kluis 4 naar

e .
N5 /4

A
B3 O

|{B2
B 1

7

1 2
B B
(S

een ander vertrek, dan zijn
er twee gunstige voortzet-
tingen, namelijk (4,5) en
(4,6) en twee ongunstige,
namelijk (4,1) en (4,2).
Gaat de bankkraker na het
openen van kluis 5 naar
een ander vertrek, dan is er
een gunstige voortzetting,
namelijk (5,4) en drie

3 4 5 6
B N N N
]

ongunstige, namelijk (5,1),
(5,2) en (5,3).
De analyse voor kluis 5,
geldt ook voor kluis 6.
Vier van de twaalf voort-
zettingen zijn dus gunstig.
De bankkraker kan dus het
beste in hetzelfde vertrek
blijven.

Marcel Snel
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EEN

Tijdens mijn vakantie Tijdens dat spel kom je vaak
in Frankrijk heb ik het volgende probleem
een aantal keren tegen:

jeux-de-boules gespeeld.

De Fransen noemen dit O

spel petanque.

O

Welke van de twee grote
ballen ligt het dichtst bij
het kleine balletje?

De Fransen noemen het |
kleine balletje but.

Q PYTHAGORAS
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TPROBLEEM

Ik heb daarvoor een aantal
oplossingen bedacht:

1. Meten. (figuur 1)
2. Omcirkelen.  (figuur 2)
3. Loodlijn. (figuur 3)
4. Middelloodlijn. (figuur 4)
5. Hoeken. (figuur 5)

cO”

Figuur 2
A'C< BC
Dus: AC < BC.

Figuur 4

Figuur 1.

AC=2,5cm
BC=3,5cm

AC s dus kleiner dan BC.

v ! -

Figuur 3 L0 o
ac<pc CO
Dus: AC < BC.

C en A aan dezelfde kant van /.
Dus CA < CB.

_--" Figuur 5
ZA>ZB
BC> AC.

Zijn er nog meer mogelijkheden?

PYTHAGORAS
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Marcel Snel
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TWEE KW

Als de som van twee Met het volgende bekende
kwadraten weer een recept kan je met het
kwadraat is, dan heb- grootste gemak nieuwe
ben we in principe een voorbeelden vinden.
pythagorasdriehoek. Al de gebruikte letters in
Bijvoorbeeld: dit artikel stellen natuurlijke
82 +152=172, getallen groter dan nul voor.
2nm m? - n?

m? + n? |
a=2nm b=n?-m?
c=n%+m?
want (2nm)?2 + (n? - m?)? =
(n? + m?)?2

WEER TWEE
KWADRATEN.

Nu willen we, dat de som
van twee kwadraten gelijk

is aan de som van twee
andere kwadraten, dus
@+ b =c2+ .

Door te proberen, kunnen
we altijd wel een paar voor-

RECHTHOEKIGE DPRIEHOEK

Van een rechthoekige driehoek is gegeven: beelden vinden, zoals
de oppervlakte is 30; 72+12=524+52¢en
de omtrek is 30. 12+82=42+72,
Bereken de lengte van de hypotenusa. Is het ook mogelijk om een
De oplossing kun je vinden op pagina 29. recept op te schrijven, waar-
Marcel Snel mee je, zonder proberen,

Q PYTHAGORAS
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eindeloos veel moge-
lijkheden kan vinden ?

Het antwoord is ja.

We gaan het samen afleiden.

RECEPT
F+b2=c2+ P
a?-2=d?-bp?

(a+c)(a-c) = (d-b)(d+b)
Blijkbaar moeten we van
een getal uitgaan, dat je op
(minstens) twee manieren
kan ontbinden.

Stel, dat getal is peg-r.
Immers (pg)r = p(qr)

We stellen nu

A+C=pqg D+B=gr
A-C=r D-B=p

Dit zijn twee onafhankelijke
stelsels van twee vergelijkin-
gen met twee onbekenden.

Hieruit lossen we At/mD op:

Er geldt nu:

a? + b2 = 2 + d?, want:
(pg+n? + (gr-p)? =

(pg-r)* + (qr+p)*

Let op de wisseling van
plus- en mintekens.

Een voorbeeld:
kiesp=3,g=5enr=8,
dan 232 + 372 =72 + 432

EEN BASIC-COMPUTER-
PROGRAMMA

Met het volgende program-
ma vinden we net zo veel
voorbeelden als we maar
willen.

Verander eventueel in regel
20 de 4 in een getal van
jouw keus. Het programma
kan efficiénter geschreven
worden. Het is in deze vorm
goed leesbaar.

ATEN

110 IF C<D THEN SWAP C,D

120 IF A<1 OR B<1 OR C<1
OR D<1 OR A=<C
THEN 140

130 PRINT A;"kw +";B;"kw
=":C"kw +";D;"kw
=":A*A+B*B

140 NEXT R:NEXT Q:NEXT P

RUN
Een “run” van dit gwbasic-
programma levert:
7kw + Tkw = S5kw + S5kw = 50
9kw + 2kw = 7kw + 6kw = 85
8kw + Tkw = 7kw + 4kw = 65
Enz.

EENTOEPASSING
Een koordenvierhoek is een
vierhoek, waarvan de hoek-
punten op een cirkelomtrek

liggen.

A= (pq + ?
B 4
p=(ar+ p)? 10 DEFINT A-Z
) SN koordenvierhoek
g @r-p? 30 FOR P=1 TO N
4
C= (pq - n? 40 FORQ=1TON
-4 50 FORR=1TON
Stellen we a= 2VA, b=2Vg, 60A=P*Q+R
enz, dan vinden we dan het 7/0B=Q*R-P
gezochte recept: 80 IF A<B THEN
a=pq+r,b=qr-p h=a:a=b:b=h Die cirkel is dan de omge-
c=pq -r,d=qr+p 20C=P*Q-R schreven cirkel van die vier-
100D = Q*R + P Y

PYTHAGORAS
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Dat is iets bijzonders, want
veel vierhoeken hebben
geen omgeschreven cirkel.

Probeer eens zo’'n koorden-
vierhoek te tekenen met de
volgende eisen.

Twee punten liggen dia-

metraal tegenover elkaar.
De lengtes van alle zijden
verhouden zich als gehele
getallen. Zie bladzijde 30.

DE UITDAGING.
Kun je ook een recept vin-
den, als je wilt, dat c=d?
Met ander woorden: lukt
je zoiets in het algemeen:
72 + 12 = 52 4+ 52, In feite
is 5 het 'kwadraten-
gemiddelde’ van 1 en 7.
En lukt het je ook boven-

dien, dat ook de som van de

kwadraten een kwadraat is ?

&

Frank Roos

GROTE F

FACULTEITEN
4! = 4 faculteit =
1x2x3x4=24.
De algemene ﬁieﬁnitie voor
n faculteit is: IT k. Dit is dus
het produkt van de eerste n
getallen, te beginnen met 1.
Hierin is de hoofdletter pi
het symbool voor een
produkt, het resultaat van
een vermenigvuldiging dus.
De I doet dus heel sterk
denken aan het somteken >.

STERKE GROEI
Faculteiten, die als boven
gedefinieerd zijn voor
natuurlijke getallen, kun je
met je rekenmachine vrij
snel berekend krijgen.
Als je de rij n! opschrijft, dan
merk je, dat n! veel sneller
groeit dan n:

0! = 1 (definitie)
11 =1 (definitie)

=2

31=6

4! =24
51=120

6! =720

7! = 5040

8! =40320
9! = 362880

PYTHAGORAS

|

DE GROOTSTE MET DE
REKENMACHINE

De grootste faculteit, die ik
rechtstreeks uit mijn
rekenmachine kan krijgen,
is 69!. Dat is wel even een
getal van 99 cijfers!

De eerste acht cijfers zijn
171122452,

Om de leesbaarheid van
grote getallen te verhogen
worden scheidingspuntjes
gebruikt.

Vraag a: snap je, dat de
scheidingspuntjes bij dit
grote getal correct staan?
Om hoeveel scheidings-
puntjes gaat het in totaal?
Zie bladzijde 31.

DE GROOTSTE EXACTE
MET REKENMACHINE

Stel, je hebt een reken-
machine, die getallen kan
opgeven van acht cijfers
nauwkeurig.

Vraag b: hoe kun je dan een
zo groot mogelijke faculteit
exact, dus zonder afronding
berekenen? Zie bladzijde 31.

STIRLING
Als je statistische technieken
gaat toepassen op bewegin-




ACULTEITEN

gen van moleculen, dan Zijn formule is: VOORBEELD

krijg je met waanzinnig nl =\2nne (%)” Berekenen je met deze
grote getallen te maken, Het getal e kun je zo vinden: ~ formule 69!, dan vind je
ook met faculteiten ervan, zet je rekenmachine aan. 1,709+« « « x 10%8 en dat is
die helemaal monstrueus Toets 1 in. Toets vervolgens ~ 0,998793- « « maal de

zijn. e* in (waarschijnlijk met waarde, die 69! geeft, als
Stirling ontdekte de behulp van de inverse of je de faculteittoets gebruikt.
volgende benaderings- shift-toets en In-toets), dan De benadering geeft dus
formule, die bruikbaar is krijgjee=2,7182818¢««». een afwijking van slechts
voor de berekening van n!, Zet dat getal in het één promille.

mits n zeer groot is. geheugen. Frank Roos

CIRKEL
IN DRIEHOEK

In de rechthoekige driehoek - ©
ABC trekken we de midden- T
parallel PQ. Deze snijdt van o
de driehoek een rechthoekig
trapezium af.

0

Is het mogelijk daarin een o
ingeschreven cirkel te trek- L \ \
ken, die alle vier de zijden

raakt? A % B2 A °
Uit figuur 1 blijkt wel dat

dit meestal niet het geval is.  hoek moeten dan een heel Zie voor de oplossing

In figuur 2 is het wel gelukt.  bijzondere verhouding heb-  pagina 31.

De drie zijden van de drie ben. Probeer die te bepalen. Henk Mulder
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Hier zie je twee breuken:

_V35+V18
breuk 1 = 817
(V18 +V17
breuk2=17 (\18*‘ )
V35 -18

Als je deze breuken met een
rekenmachine benadert, dan
lijken ze gelijk.

Zijn ze nu wel of niet exact aan
elkaar gelijk?
Zie bladzijde 30.

Uit ons Britse zustertijdschrift “PLUS”

A

DE PARA

BRANDPUNT
Alle punten, die even
ver liggen van het punt
F(0,f) en de lijny = -f
Ilggezn op de parabool .
=3
Probeer dat zelf maar
eens aan te tonen.

PYTHAGORAS
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Het bewijs hiervan kan je
vinden op bladzijde 30.

De top van deze parabool
gaat door O = (0,0).

Het punt F heet het brand-
punt van de parabool, fde
brandpuntsafstand en de
lijn y = -f de richtlijn.
Schuiven we deze figuur op
over de afstand b langs de
positieve y-as, dan krijgen
we de parabool.

y =i—i+ b

N

SPIEGELEN
Deze parabool gaan we nu
spiegelen in de lijn y = x.
De vergelijking van het spie-
gelbeeld vinden we heel
eenvoudig: verwissel x en y.
Dan Iérijgen we:
X= % +b




BOOL-STER

\/
[

\

Eventuele snijpunten van de
de parabool en zijn spiegel-
beeld moeten natuurlijk op
de lijn y = x liggen.

Stel daarom de snijpunten
zijn (p,p)-

Dan éeldt:
fr=gp +
of

p? - 4fp + 4fb = 0.

Lossen we hieruit p op,
dan vinden we:

_ar+\16r2-16fb
2

=2f+2N f2-fb

Afhankelijk van b zijn er 0,

1 of 2 gemeenschappelijke
punten van de twee para-
bolen.

Als b = f, dan is er een raak-
punt; dan is p = 2fen het
raakpunt is (2f,2f)

SAMENVATTING: Twee buur-parabolen raken
De parabool y =f—{% +f elkaar steeds. Samen sluiten
en zijn spiegelbeeld ze een parabool-ster in.

X =4Lf2 + fraken elkaar in
(2£.26). OPPERVLAK

Het is niet moeilijk om in te
& zien, dat het oppervlak van
de ster moet inliggen tussen
(2?2 en (4)2.
Wie kan integreren, kan zelf
nagaan, dat de oppervlakte
van de ster 53« f2 is.

21
f A
DE PARABOOL-STER
Door nu beide parabolen te 2f
spiegelen in y = -x krijgen f B C
we nog twee parabolen. - :

Opmerkelijk is, dat de drie
oppervlakjes A, B en C elk
even groot zijn, namelijk
1172,

We hebben nu een para-
boolster bekeken.
Kun je nu op dezelfde

Kan je zelf verzinnen, wat manier een cirkelster onder-
de vergelijkingen zijn van zoeken? Zie bladzijde 31.
die derde en vierde para- Heb je nog andere ideeén ?

bool ? Zie bladzijde 31.
Frank Roos
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CDxED=E) x(+1)

Conclusie: -1 =+1.

Oplossing: op blz 30.

A

REGELMATIGE
ZESHOEKEN

Zet zes punten op
gelijke afstand van
elkaar op een cirkel-
omtrek.

\

VA
VAVAVA ﬁ‘ﬁ-ﬁ‘A@f%A
/ ,

Dat kun je vast wel
met alleen een passer.
Die vaste afstand is de
straal van de cirkel.
Met het middelpunt
meegerekend heb je
nu (1 + 6) punten.

E Een correct gegeven:

Gevraagd: waar zit de denkfout?

PYTHAGORAS

Qq

De regelmatige zeshoek
bestaat uit zes gelijkzijdige
driehoeken.

Het is dus handig om zo’n
driehoekje als de eenheid
van oppervlakte te kiezen.
De oppervlakte is dan
kortweg 6.

Nu gaan we een nieuwe,
grotere regelmatige zeshoek
maken door de gegeven
regelmatige zeshoek te
omringen met meer
eenheidsdriehoekjes

(zie nevenstaande figuur).
Dat herhalen we, zodat
we een hele verzameling
zeshoeken krijgen.

VRAGEN:

1 Hoe groot is de opper-
vlakte van elk van de
regelmatige zeshoeken?

2 Hoeveel hoekpunten van
de driehoekjes zijn hierbij
betrokken?

Let op, dat je de punten
niet dubbel of drievoudig
telt. Zie bladzijde 31.

Jan de Bie




BREUKEN
VEREENVOUDIGEN

Wie de breusz
756

vereenvoudigen, moet
zoeken naar de grootste

In deze gecompliceerde
staartdeling wordt als
laatste keer door 28
gedeeld en wordt de rest 0.
Die 28 is juist de grootste
gemeenschappelijke deler
van 224 en 756.

wil

gemeenschappelijke factor
van de teller en de noemer.
Als je de teller en de
noemer door die factor
deelt, dan heb je de
vereenvoudiging gemaakt.
De grootste gemeen-
schappelijke deler is 28

en dus is

224 8
756 27

GROOTSTE GEMEEN-
SCHAPPELIJKE DELER

Hoe vind je nu de grootste
gemeenschappelijke deler?
Hier volgt een mogelijke
werkwijze:

224 /67;26 \3 DE GEDACHTES
VAN EUCLIDES
84/224\2 756 =3 +224 + 84
168 224=2+ 84 +56
56/84\1 84=1. 56+ 28
28/56\2

56 Een deler van zowel 756
- als van 224 moet ook

0 een deler van 84 zijn.

PYTHAGORAS
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De gemeenschappelijke
delers van 224 en 84
moeten ook delers zijn van
56. Enzovoort.

Kun je voor deze algoritme
een basic-programma
schrijven?

Zie zo nodig bladzijde 31.

E.C. Buissant des Amorie

Bekijk de volgende voor-
beelden. Je ziet links en
rechts steeds dezelfde cijfers
in dezelfde volgorde staan.

14243 =1+2.3
(3+4)3 = 343
729 = (7+2)V9
V49 = 4449
V1024 = 10-2+4!
V361=3x6+1

Ga jij ook op zoek naar
zulke voorbeelden?

Redactie

&




DES LEZERS P

1. STELLING VAN
FERMAT

We dachten, dat het bewijs
van de laatste stelling van
Fermat (zie Pythagoras
1994 nummer 6) geleverd
was door de USA-wiskun-
dige Andrew Wiles in een
werk van circa 200 pagina’s.
Hij heeft onlangs echter
moeten toegeven, dat zijn
publikatie een essentieel
foutje bevatte.
Dat valt te lezen in “Mens
en Wetenschap”, 1994
nummer 3, bladzijde 192.

H.P Kwast uit Eindhoven.

2. SINTERKLAAS
BESTAAT

Reactie op ‘Kant en klare
filosofie’ van Frank Roos
in nummer 5 van 1994.

Kant is een ‘inductionist’.

Hij laat de menselijke kennis
berusten op waarnemingen,
ruimte en tijd. De vraag is,
hoe wij nu kennis kunnen
vergaren over iets, wat we
niet direct waarnemen.

Een oplossing is om kennis
als een verzameling veron-
derstellingen te zien.

A

Het bestaan van Nieuw
Zeeland, het voorbeeld uit
genoemd artikel, is een
veronderstelling, die ver-
worpen moet worden zodra
een overtuigend tegenvoor-
beeld ons bereikt.
Wat betreft dit land aan de
andere kant van de aardbol,
is zo’n tegenvoorbeeld
nogal onwaarschijnlijk, maar
in de belevingswereld van
een kind is het bestaan van
bijvoorbeeld Sinterklaas ook
heel reéel en tastbaar, tot
hem een tegenvoorbeeld
bereikt. In het vervolg kun-
nen we dus beter zeggen:
ik geloof, dat Nieuw
Zeeland, Sinterklaas,
God en moleculen bestaan.
Stefan Louw uit Groningen

3. NOG EEN POGING
TOT VERKLAREN
VAN "KANT".

Nieuw Zeeland

Anderen dan Frank Roos
hebben Nieuw Zeeland wel
waargenomen. Zij zijn op te
vatten als getuigen, hebben
kennis erover verzameld en
hebben er wellicht over
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geredeneerd. ledereen kan
en mag voortbouwen op
een redenering, die dan
wel zuiver kan zijn.

Moleculen

Met “Avogadro” ligt het
wat moeilijker. Hij leidde
het bestaan van moleculen
af uit eerder gedane, waar-
neembare en dus zuiver
beredeneerbare experimen-
ten. Daarop kun je verder
redeneren, totdat je een
verklaring, een theorie,
hebt gevonden. Dat wil
niet zeggen, dat die de enig
mogelijke is. Dus wat dat
betreft is het inderdaad
hypothetisch. Maar het is
toch al zo, dat theorieén
vaak later worden ver-
worpen, omdat zij bij-
voorbeeld in strijd bleken
te zijn met wat later werd
waargenomen.

Een theorie is dus in zoverre
fantasie, dat je vaak niet
weet, of je wel het juiste
concept gebruikt om mee
verder te redeneren.

Maar aan de andere kant
weer beredeneerbaar,
omdat zij is afgeleid uit




NNEVRUCHT

waarneembare feiten.
Samenvatting: moleculen
waren volgens mij
inderdaad niet zuiver be-
redeneerbaar.

Whee Ky Ma uit Groningen

4. OPLOSSING VAN
"EEN WISKUNDIG
MEUBEL".

Zie nummer 5 van 1994.

De achterkant is nu een
halve cirkel. Er gaat een
driehoek weg en er komt
een sector bij.

De totale bodem-opper-
vlakte wordt nu
A=2-Tar?+2+1r?sina
of

A=r(a+ sinc)

Differentiéren we A nu
naar o, dan
A'=r2(1 + cosa)

Dit wordt nul als & = &t rad.
A wordt dan nr2, de opper-
vlakte van een cirkel.
Er zijn dan geen rechte
zijkanten meer.

Whee Ky Ma uit Groningen

5. EEN LASTIGE BREUK
OPGELOST

De heren Buissant des
Amorie uit Amstelveen en
R.Kooistra uit Ede hebben
op vrijwel dezelfde manier
p berekend.
TX3X5X7Xeee
P= 2X4X6XBX oo

Ze volgen hierbij een
gangbare methode bij de
berekening van limieten.

€ is een positief getalletje,
dat je net zo klein mag
kiezen als je maar wilt.

p, is een breuk als boven,
maar met n factoren in de
teller en n factoren in de
noemer, waarbij n een
natuurlijk getal is.

Is er bij elke € een n te
vinden, zodat p, < €?

Zo ja, dan nadert p tot nul
als n nadert tot oneindig.
Je mag immers € net zo
dicht bij nul kiezen als je
maar wilt. En dan is p=0.
Bekijk de volgende
ongelijkheid: voor elke
n<m geldt:

n+1
m+1

n .
m

PYTHAGORAS

Die wordt gebruikt bij de
eerstvolgende verandering:

=1x3x5x7x~--x(2n—1)
" 2Xx4x6x8xeeex 2n

< 2X4X6Xeeex 2n
3x5x7 xeeex(2n+1)

2X4 X6 Xe2eX 2n 1

N

TX3 X 5 xeeox(2n-1) (2n+1)

1 1
Dus p, < P x(2n+1)
1
T —
"\ (@2n+1)

Kies n nu zo groot, dat
1 _<e
V(2n+1 )1
g2 -
Als n < (871)’ dan
is p, < €.
Dus JLrgo p,=p=0

Redactie

6. REACTIE OP
“EEN LASTIGE BREUK”
in aflevering 1994-6.

(T4x)"=1+nx+ «++ + x"
Als x > 0 dan is

(1+x)"=21 + nx

X vervangen we nu door —1n—

2




Dan(1+§})ﬂ21-+nx

1
of (1+--)722

Daaruit volgt

3

1
1+ﬁ-22

(1)

Evenzo geldt, dat

1 i
R (D)

b h

Dit gebruiken we
bij de berekening van

I X3X5X7 X0
P Xxax6x8x+--

We definiéren nu

5 1x3 x5x7xeeex(2n-1)
N~ 2x4X6 X8 XeseXx 2n

=dx3x2x 0. x201

2 4 6 8 2n

1 1 1 1
=(1-5)(1- (- 2)+++(1-5)

volgens (2)

el a1/, 9-1/6,,, ,2-1/2n
. St b dusd L

a,<2 EE RSty teetl)

- l l l LN ] l
a,<2 2(1+2+3+ +n)

Van de exponent is bekend,
dat hij (heel langzaam) naar
oneindig gaat, als n onbe-
grensd toeneemt.

Dan gaat a,, naar nul; dus
de gegeven breuk p gaat
naar nul.

In het oorspronkelijke

artikel zit een fout bij het
Wallis-produkt: bij de laatste
factor (2n+1) behoort geen
kwadraat!

Ook dan gaat de gegeven
breuk naar nul.
Dit is mijns inziens het
goede antwoord.

Jan Smit uit Groet

Professor F. van de Blij uit
Bilthoven, Hendrik-Jan van
Eijsden uit Rotterdam en

J.F. van Haastrecht uit Boxtel
hadden een gelijksoortige
opmerking over het
Wallis-produkt.

7. REACTIEOP

(N)ESKWA'S
(Zie sept.”94)
n en k zijn positieve, gehele
getallen.
Een getal n is dan en slechts
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dan een eskwa wanneer de
priemfactoren van n van de
vorm 4k+3 slechts met even
exponent voorkomen.

Daaruit volgt, dat alle ge-
tallen van het type 4k+3
neskwa zijn. Dat zijn dus
oneven getallen, die na
deling door 4 de rest 3
geven.

Je kunt hierover lezen in:
‘Introduction to the theory
of numbers’ door Hardy
Wright.

In dit boek doet de nul
wel mee in de theorie.

PESKWA'S EN VESKWA'S
325=10%2+152=25.(22 + 32).
Dit is een veskwa

325=62+172,
Dit is een peskwa.
Het is lastig, dat 325 tege-
lijk een peskwa en een
veskwa is.

Prof. F. v.d. Blij uit Bilthoven




Als a en b de lengtes van
de rechthoekszijden zijn
en cis de lengte van de
hypotenusa, dan moet
gelden:

ab=60

a+b+c=30

en a?+b?=c?

Uit de tweede regel volgt:

a=30-b-c.

Dat substitueren we in de
andere regels.

Zo ontstaat het volgende
stelsel:

(30-b-c)b=60 en
(30-b-0)%+b2=C2.

Uitschrijven levert:
30b-b?-bc=60

900+b2+2-60b-60c+2bc+b?=C2.

Dus:
b?+bc-30b+60=0
2b?+2bc-60b-60c+900=0
Of:
2b2+2bc-60b=-60+2
2b?+2bc-60b=60¢-900
Trek nu de regels van
elkaar af.
Uitkomst: 60c-900=-120.
En we vinden dan: ¢=13.
Kun je nu zelf de andere
twee zijden berekenen?

De eerste hint zit in de titel.

Verder heb je nodig, dat sin(90°-a) = cosa.
sinZ1° +s5in22° + « + « + sin?88° + sin289° =
sin21° + 5in22° + « o« + cOs%2° + cos?1° =
(sin?1° + cos21°) + (5in22° + cOs22°) + ««« +
+ (5in244° + cos?44°) + sin245° =

44 x1+(1N2)2 =441,

Als je in sin?1° + sinZ2° + ++ « + 5in?88" + sin289° elke sin
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vervangt door cos, dan krijg je op dezelfde manier het
zelfde antwoord 44 3 .

Het lukt door beide ver-
gelijkingen eerst te

y2 = b2« cos?(t).
() + (3) = sin() + cos(D)

kwadrateren: 2 p
of ((5) + () =1.

x2 = @%+sin%(t) en
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Elk oneven getal kun je
schrijven als 4n+k.

Hierin is n een natuurlijk getal
en kis 1 of 3.

Het kwadraat hiervan is

De afstand van P(x,y) tot F0,f)
is \V(x-0)2+ (y- )2

De afstand van P tot y = fis

y + f. Gelijkstelling van die

Als twee breuken gelijk zijn,
dan zijn hun “kruisproducten”
ook gelijk. Bijvoorbeeld:

3.2 Owel3xB=6x4.

6 8

Passen we dit op de gegeven
breuken toe, dan vragen we
ons nu af, of

We zijn al een heel eind verder,
als we inzien, dat de gevraagde
figuur bestaat uit twee recht-
hoekige driehoeken met de
schuine zijden tegen elkaar.

3 x 4 = 2 x 6. Daaruit volgt
ook niet, dat 3 =2en 4 = 6.
Uitleg twee:

CDx () =E) x(+1)

Links en rechts staat gewoon
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16m2+8nk+k2.
16n%+8nk+k%=8(2n2+nk)+(10f9).
Als je dit deelt door 8, dan gaat
dat (2n+nk) maal of

(2n%+nk+1) maal en de rest is 1.

twee afstanden leidt tot

x? = 4fy
_X
Y=

(V35 +V18) x (V35 -V18) =
17 (V18 +V17) x (V18 -N17).

In het linker lid staat
(V35)2-(N18)2=35-18=17
In het rechter lid
17+{(V18)2-(N17)3 = 17.

De breuken zijn dus exact
gelijk.

Het gebruik van

(pg+n)?* + (qr-p)* = (pg-r)°* +
(gr+p)?> maakt de opgave nu
wel zeer eenvoudig.

ondubbelzinnig +1.

Trek je links en rechts de
wortel, dan krijg je alleen maar
+1 en niet -1, want een wortel
is niet-negatief gedefinieerd.




BREUKEN VEREENVOUDIGEN

Een mogelijk basic-programma is:
10 cls: defint n-t

20 input”teller”;t1

30 input”noemer”;nl

40 t=t1:n=n1

50 r=t-n*int(t/n)

60 if r=0 then 80

70 t=n:n=r:goto 50

80 print “De ggd van”;t1;”
en”;n1;"is";n

90 print

22501020 o0 n
Probeer het eens zelf te
herschrijven met een WHILE-
WEND-lus.

ANDERE PARABOLEN/CIRKELSTER

De andere parabolen
De vier pazrabolen zijn
en iy:% +fen ix:% +f.

We hebben hier de stelling
nodig: als we vanuit een punt
buiten een cirkel twee raaklijnen
daaraan trekken, zijn die
raaklijnstukken even lang.

Zo is bijvoorbeeld HB=FB.

Stel die beide stukken x en de
straal van de cirkel r.

Dan kun je nu gemakkelijk
aflezen: AC=4r, AB=x+r en
BC=x+3r.

De cirkelster
Een basiscirkel kan zijn:
(x-rV22 + y2=r2,

Volgens de stelling van
Pythagoras:

(x+302%= (x+1)? + (402.
Oplossing geeft x=2r.

Dus AB: BC: CA = 3:5:4.

Het lukt dus alleen bij een
tophoek C waarbij tan C=0,75
of hoek C ongeveer 37°.

Dus alleen in de bekende
3-4-5-driehoek.

Henk Mulder

Eén raakpunt is (% r2, % r2).
De oppervlakte van de ster is
(4-m)er?

€

2r

A r H X B

1. oppervlakte per driehoek:
1X6 + 3X6 + 5X6 ++ » «+
(2n-1)x6 = 6n?

Anders: als de lengte van een
zijde p x zo groot wordt, dan
wordt de oppervlakte p? x zo
groot.

2. Aantal punten:
T+ 1X6 + 2X6 + 3X6 +2 2+ +
nx6 =3n(n+1) + 1

GROOTSTE EXACTE FACULTEIT

a) puntjes staan om de drie
cijfers en 99 = 3 x 33.

Er zijn 33 groepen van drie
cijfers en zijn dus 32 scheidings-
punten.

b) Bekijk eens 10!=3.628.800.
Je hebt nu al zeven cijfers
gebruikt. 11! lukt ook nog:
39.916.800. Deel nu door
honderd. Dan heb je een getal
van vijf cijfers maal honderd.
Door deze truc kun je verder
komen dan 11..

Zo wordt de grootste faculteit,
die je exact met je reken-
machine met een venster van
acht cijfers kunt berekenen

13! =6.227.020.800.

Hoe ver kun je komen met een
venstervan 9, 10, 11, e« »,

cijfers?
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