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W A T K U N JE V I N D E N 
I N D I T N U M M E R ? 

Als we ons verwijderen van een voorwerp lijkt het steeds 
kleiner te worden. Dit zal niemand verbazen. Of mensen dat altijd 
zo ervaren hebben is een vraag. Uit de afbeeldingen uit culturen 
die dit grootteverschil in het geheel niet gebruiken om een grotere 
afstand aan te duiden zouden we dit kunnen afleiden. 

Lees verder op pagina 20. 

We moeten zuinig omgaan met energie. Hoe minder kool-
waterstoffen zoals benzine we verbranden, hoe minder koolstof-
dioxide er vrij komt. En dat lijkt weer gunstig te zijn voor het milieu. 

Met de spreadsheet op pagina 16 kunnen we de kosten van 
benzine bij constante rijsnelheid eens bekijken. 

In een magisch vierkant is de som van de getallen in elke 
kolom en elke rij steeds hetzelfde. Vaak geldt dat ook voor de 
diagonalen. Maar kun je ook magische vierkanten maken met 
letters? Lees verder op pagina 18. 

w^> 
'SUPEi 

i 

Diverse abonnees hebben weer gereageerd. 
Zie de reacties op pagina 26. 

Puzzeitjes, allerlei soorten opdrachten, diverse kleine 
artikeltjes en de eerste aflevering van een nieuwe serie die gaat 
over aardigheden uit de getallentheorie. We hopen dat iedereen 
weer aan zijn trekken komt. 

Veel lees en puzzelplezier. 

Henk Huijsmans 
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Stuur je 

uitgewerkte 

oplossingen 

naar: 

Pythagoras 

Olympiade. 
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Vermeid bij 

je oplossing 

je naam, 

adres, scliool 

en itias. 

PYTHAGORAS 
O L Y M P I A D E 

Er zijn al een aantal oplossingen bij ons binnen 
van de opgaven van de vorige iteer. 

in de volgende Pythagoras komen de oplossingen. 
Bij de nieuwe opgaven zit een hele makkelijke 

maar ook een hele moeilijke. 
Als je daar uit komt aarzel dan niet 

om je oplossing op te sturen. 

D E O P 6 A V E N 
OPGAVE 3 

Als je vier willekeurige gehele getallen opschrijft, 
dan zitten er altijd twee bij waarvan het verschil 

deelbaar is door drie. 
Kan je dat bewijzen? 

Stuur bij je 

antwoorden 

altijd een 

verklaring. 

Je kan 

Insturen tot 

1 maand 

na het 

verschijnen 

van deze 

Pythagoras. 

je krijgt een schaakbord en een setje grote dominostenen. 
Eén zo'n dominosteen kan precies drie vakjes 

die naast elkaar liggen bedekken. 
Die vakjes kunnen horizontaal of verticaal liggen maar niet diagonaal. 

a. Kan je het schaakbord netjes met die dominostenen bedekken? 
Elk vakje op het schaakbord moet onder een dominosteen 

liggen, en elke dominosteen boven drie vakjes. 

b. Nu moetje eerst een vakje van het schaakbord wegzagen, je 
mag zelf kiezen welk. 

Dat vakje hoeft niet meer bedekt te worden. 
Kan het schaakbord nu netjes bedekt worden? 

P Y T H / \ G O R A S 



A A R D I G H E D E N UIT 
DE GETALLENTHEORIE 1 
Misschien is de getallenleer ven als 6n+1 of als 6n-1, 
wel het meest amusante 
deel van de wiskunde. 
Het geeft altijd een gevoel 
van voldoening of verba-
zing om te zien wat voor 
mooie relaties er bestaan 
tussen getallen. 
Hier volgt het eerste artikel 
uit een serie over zulke aar-
digheden. 

Meestal leveren we geen 
bewijs, hetzij omdat het te 
moeilijk is, hetzij omdat 
het nog leuker is om geen 
bewijs te geven, maar je 
gewoon te verbazen over 
de schoonheid van de 
wiskunde. 

HET KWADRAAT 
VAN EEN PRIEMGETAL 
GROTER DAN 3 
IS EEN VEELVOUD 
VAN 24 PLUS 1. 

Bijvoorbeeld: 
5^ = 24 -I- 1 ; 
7̂  = 2 .24 + 1; 
^3^=7^24 + ^. 

Hier volgt het bewijs: 
• Elk priemgetal is te schrij-

met n geheel. 
Ga dat zelf maar na: 

OMKEREN? 
Merk wel op, dat het 
omgekeerde niet geldt: 

%\l0H/i^ 
^ 

Zie zo nodig bladzijde 29. 
• Het kwadraat van een 
priemgetal is dan te 
schrijven als: 
(6n± 1)^ = 36^2 + 12n+ 1 

= 12M(3A7±1) + 1 

De eerste term van het laat-
ste lid is deelbaar door 12. 

Als n even is, is 12n deel-
baar door 24, dus ook de 
hele eerste term. 
Als n oneven is, \s3n±^ 
even, dus ook dan is de 
eerste term deelbaar door 
24. Er staat dus steeds een 
vierentwintigvoud plus-één. 
Dat moesten we bewijzen!! 

p Y T H A G O R A S 

een vierentwintigvoud plus 
1 is niet altijd het kwadraat 
van een priemgetal. 
Bijvoorbeeld: 3 '24 + 1 = 
73 is geen kwadraat 

< A AA C K I V A T T I KI/". 

We kunnen dus zeggen, 
dat de verzameling van 
kwadraten van priem-
getallen een deelverzame-
ling is van de vierentwintig-
vouden plus één. 
Het omgekeerde geldt niet. 
p^ = 24n + 1 heeft wel voor 
elke p e N, maar niet voor 
elke n e N een oplossing. 

Whee Ky Ma 
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OMVOUWEN 
W e nemen een stapel even grote 
gelijkzijdige driehoeken van 
papier dat aan de bovenkant 
w i t is en aan de onderkant 
zwart . Q 

Figuur 1 

• ' * " \ DRATEN 

Dit is de bekende 
Fibonacci-rij: 
1 1 2 3 5 8 1 3 21 • • • 
De rij begint met 1 1 en 
elke volgende term is de 
som van de twee voor-
gaande. 

Bekijk het volgende 
patroon: 
12 + 12 = 1 x 2 

12 + 12-H 22 = 2 x 3 
12 + 12 + 22 + 32 = 3 x 5 
12 + 12 + 22 + 32 + 52 = 5 x 8 

0,2+ 02^ + Oj^ + • • • + 

Bewijs met volledige 
inductie, dat de laatste 
uitdrukking correct is. 
Zie zo nodig bladzijde 29. 

loe Watson 
Keele university C6 

A R 

Vouw het linkerhoekpunt A 
van de bovenste driehoek 
om, zodat A terecht komt in 
punt P, het midden van BC. 

je krijgt dan een zwarte 
gelijkzijdige driehoek 
PQR, waarbij Q en R 
de middens zijn 
van de zijden AB ^ 
en AC. 

Dit voorschrift gaan we 
herhalen. 
Vouw het punt A van de 
volgende driehoek om naar 

het midden 5 van QR 
enzovoort. 
Zie figuur 1. 

In figuur 2 zie je dat de 
oorspronkelijke driehoek 
bedekt wordt met een serie 
steeds kleiner wordende 
zwarte driehoekjes. 

Figuur 2 

Bepaal de verhouding 
van het witte en het zwarte 
deel zonder ingewikkeld 
rekenwerk. 

Oplossing op bladzijde 29. 

Henk Mulder 
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MILJOENMAAL 
|e zou het niet verwach-
ten: als je de lengte van 
een kromme lijn wil 
berekenen, dan heb je 
heel vaak de stelling van 
Pythagoras nodig ! 

CIRKEL 
De enige kromme figuur, 
waarvan we de omtrek 
gemakkelijk kunnen 
berekenen, is de cirkel. 
Die is namelijk 2Tir. 
Hoe bereken je nu de 
lengte van bijvoorbeeld 
een stuk parabool ? 

AAnriiTic< 

Hoe bereken je nu de 
lengte van een wille-

keurige kromme 
lijn, waarvan wel een verge-
lijking bekend is? De truc is, 
dat je de kromme lijn in 
een groot aantal mootjes 
hakt. Je beschouwt elk 
stukje als een heel kort 
recht lijntje. Vervolgens 
bepaal je van elk stukje de 
lengte en tenslotte tel je 
alles bij elkaar op. 
Hoe meer mootjes je hebt 
gemaakt, hoe beter het 
genoemde totaal bij de 
werkelijke lengte van de 
kromme lijn aansluit. 
Deze werkwijze heet 
numeriek integreren. 

P Y T H / \ G O R A S 

Bij het schuin verlopende 
lijntje, een koorde, behoort 
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F U N C T 

3 x 7 = 21 
33x67 = 2211 

333x667 = 222111 
enz. 

6 X 7 = 42 
66 X 67 = 4422 

666 X 667 = 444222 
enz. 

Kun je nog zo'n voorbeeld 

bedenken? 
Zie bladzijde 30. 
Lukt het ook in bijvoorbeeld 

het 8-tallig stelsel? 

VERC?l.f«"<IM<;EN. 'Oplossen' betekent: zoek 
Het oplossen van waarde(n) van x, waarvoor 
3x2 + 5;( = 8 zal voor de vergelijking een ware 
de meeste lezers geen bewering wordt. 
problemen opleveren. De oplossingen zijn hier 

1 e n - | -

STEISELS. 
Soms moet je twee of meer 
geschikte getallen zoeken, 
die aan meerdere vergelij-
kingen moeten voldoen. 
Het oplossen van het stelsel 

ƒ x2 + >̂  = 52 

\ K = 4 X 2 

geeft de coördinaten van 
de snijpunten van een 
cirkel en een parabool. 
Dat zijn (4,3) en (-4,3) 

In bovenstaande voorbeel-
den zijn het dus getallen-
paren die je moet proberen 
te vinden. 

Tjalie Wéry P U ' 
Er zijn ook vergelijkingen 
bedacht, waarbij je moet 
zoeken naar een onbeken-
de wiskundige functie. 
We kennen functieverge-

P Y T H / i \ G O R A S 



;S Z O E K E N 
lijkingen, differentiaalver-
gelijkingen en differentie-
vergelijkingen. 

EEN FUNCTIE-

Welke functie voldoet aan 
{f(x)}2-2x- f(x)+3x+4=0 ? 
Het gaat nu niet om het 
oplossen hiervan, maar 
om het tonen van de soort 
problemen. 

DIFFERENTIAAL 
V C R C E L U K I N C E N . 

In dit type vergelijkingen 
wordt er een verband 
gegeven tussen een functie 
y en zijn eerste en/of 
hogere afgeleide functie. 
Zo is y ' de eerste afgeleide 
functie en y" de tweede 
afgeleide, dat wil zeggen 
de afgeleide van de afge-
leide. 

EEN VOORBEELD: 

Een oplossing van deze 
vergelijking is y = sin x, maar 
ook y = cos X en y = o« cos x 
+ fa»sin xzi jn oplossingen. 

Door in te vullen zie je 

dat het klopt: 

y = O'cos X + fa'Sin x 

y' = -O'sin x + fa» cos x 
y " = -o»cos X - b'COS X 

In het algemeen is het 
oplossen van differentiaal-
vergelijkingen geen 
eenvoudige zaak. 

DIFFERENTIE-
VERCELIJKINCEN. 

Een voorbeeld van een 
differentievergelijking is 
f(x)-8'f(x+3) = 2. 
De technieken om zo'n 
differentievergelijking op 
te lossen, lijken een beetje 
op de technieken bij de 
differentiaalvergelijkingen; 
vaak is het toch maar slim 
proberen en achteraf gelijk 
krijgen. 

De werkwijze voor dit 
type is als volgt: vervang in 
f ( x ) - 8 . f ( x + 3 ) = 2eerst 
de 2 door een 0. 
Dan krijg je de zogenaam-
de 'homogene ' vergelij-
king f (x) - 8 • f (x + 3) = 0. 

Probeer nu als oplossing, 
dat f(x) = g" is. 
Dan tsg"-g.gx+i _ Q. 

P Y T H A c O R A 5 

Als je links en rechts door 
g" deelt, dan krijg je 

1 - 8 g 3 = 0 o f s f = l . 
Er zijn ook twee complexe 
oplossingen, maar die laten 
we buiten beschouwing. 

Nu gaan we terug naar 
de gegeven 'inhomogene' 
vergelijking 
f ( x ) - 8 . f ( x + 3 ) = 2. 

Stel nu, dat f{x) = c, een 
constante is. 
Dan is c - 8c = 2 of 

Deze oplossing heet een 
'particuliere oplossing' van 
de gegeven vergelijking. 
Nu gaan we de homogene 
en inhomogene oplossing 
'lineair combineren': 
de reële oplossing van 
f ( x ) - 8 . f ( x + 3 ) = 2 is 
f(x)= -j+a'(\r. 
Hierin is o een willekeurig 
constant reëel getal. 

Kun je door substitutie 
laten zien, dat de functie 
f (x) inderdaad een 
oplossing is van deze 
differentievergelijking? 
Zie bladzijde 30. 

Frank Roos 



Gegeven een 
verzameling even 

grote cirkels. 
Rondom één 
cirkel kan je 

precies zes 
cirkels plaatsen, 

die elkaar 
en de gegeven 

cirkel raken. 

O 

In een doos zitten knikkers. Ze zijn alle even groot, je kunt 
dit opvatten als een model van een één of andere vaste 
stof, opgebouwd uit moleculen of ionen. 

Door hoeveel buren wordt 
één knikker maximaal 
omhuld? 
Zie bladzijde 30. 

Bekijk een verzameling 
even grote bollen. 
De bollen zitten bij elkaar 
volgens de dichtste bol-
stapeling. 
De middelpunten van vier 
onderling elkaar rakende 
bollen vormen samen een 
tetraëder of een regelmatig 
viervlak. 
Voor de bollebozen een 
pittige vraag: ga eens uit 
van een perfect kristal, 

waarin alle moleculen 
gestapeld zijn zoals hier-
boven. 
Beschouw de moleculen 
als massieve bolletjes. 
Welk deel van de ruimte 
is dan gevuld? 

De beste oplossing zullen 
we publiceren. 

De uiterste inzenddatum 
is drie maanden na ver-
schijnen van dit blad. 

Tjalie Wéry 

P Y T H / \ G O R A S 



REKENPUZZEI \ ^ 

De lengte en de breedte 
van een rechthoek zijn een 
geheel aantal cm. 
Als je de omtrek en de 
oppervlakte uitrekent, 
dan blijkt het aantal cm 
even groot te zijn als het 
aantal cm2. 

Om welke twee recht-
hoeken gaat het? 
Oplossing op 
bladzijde 30. 

Sonja Svetachova 

H E T P R O B L E E M 

DE BRUIJN 
De heer A.J. de Bruijn 
uit Amsterdam, 72 jaar 
oud, heef t de eerste 
uitgave van Pythagoras 
in 1960 zien verschijnen 
en is sindsdien abonnee 
gebleven. 
Van h e m komt de vol-
gende pit t ige puzzel. 

HET PROBLEEM 
C, iW en D zijn gegeven 
punten. Op het verlengde 
van MD ligt B. 
Op het verlengde van 
DM ligt A. We weten 
nog niet precies, waar 
Aer\ B liggen. 

De opdracht is nu de cor-
recte ligging van A en 6 

vast te stellen door 
r- alleen gebruik te 

maken van een 
potlood, passer en 

liniaal zonder 
schaalverdeling. 

A? A/l D B? 
In driehoek ABC is CM de 
zwaartelijn naar AB. 
CD is de deellijn of bis-
sectrice van hoek ACB. 

De oplossing staat op blad-
zijde 31 . 

Thijs Notenboon) 
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n KIST EN DE LADDER 
Eén van de lezers van 
Pythagoras zond de 
redactie dit artikel. 
De schrijver vergat zijn 
naam te vermelden. 
Bedankt voor de inzen-
ding. 

Langs de muur van een 
kamer staat een kubus-
vormige kist met ribben 
van 9 dm. 
Op de grond staat een 
ladder van 40 dm, die 
tegen de muur leunt, 
maar ook de kist net aan 
een ribbe raakt. 

A E B 

Op welke hoogte treft 
de ladder de muur? 
Met andere woorden: 
hoe groot is AC? 
We helpen je een 
eindje op gang. 

Stel CD = p dm en Bf = q 
dm. Uit gelijkvormigheid 
van de driehoeken CDS 
en SEB volgt: 
p 9 , 81 
9-=q- of<7 = p--

AC2 + Afi2 = fiC2 

(p + 9)2 + ( | i + 9)2 = 402 

Haakjes wegwerken geeft: 

p2 + 1 8 p + 8 1 + - ^ + 

^ ^ + 81 = 402 

Links en rechts met p^ 
vermenigvuldigen: 
p'' + 18pH81p2 + 6561 + 
1458p-i-81p2 = 1600p2. 
Nu op nul herleiden: 
p'' + 18p3-1438p2 + 
1458p + 6561 = 0 
Helaas hebben we geen 
eenvoudig recept om een 
vierdegraads vergelijking 
op te lossen. 
je kunt een oplossing 
proberen te vinden met 
een rekenmachine, maar 
de probeermethode is 
weinig elegant. 

ONTBINDEN 
Het linker lid van deze ver-
gelijking is te ontbinden: 

(p2-32p +81) X 
(p2 + 50p + 81) = 0. 
Je kunt dat zelf controle-
ren door de vermenig-
vuldiging weer uitte 
voeren. 
Verder kun je vast wel p op 
eigen houtje vinden. Zie 
zonodig nog bladzijde 31. 

HOE TE ONTBINDEN? 
Stelp'' + 18p3-1438p2 + 
1458p+6561 = 
(p^ + ap+ b)(p^ + cp + cf) 
Werk de haakjes weg en 
zet alle termen met p^ 
bij elkaar. 
Dat geeft (a+c)p^. 
Nu moet o-i-c=l 8 zijn. 

Op dezelfde manier vind 
je nog drie vergelijkingen. 

Daaruit kun je proberen o, 
b, een dop te lossen. 
a + c= 18 
fe + oc-i-d = -1438 
od+bc= 1458 
fad =6561 

De oplossing is dan 
o = -32, fa = d=81 en 
c=50. 

Een lezer 
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o EEN GO-SPELEND 
X PROGR A MM A 
W VOOR BEGINNERS 
^ ^ ^ C Co is een stra-

tegisch bord-
m^ spel. 
^ H H Sommigen 
^ ^ beweren dat 
L ^ ^ Co over niet 

al te lange 
tijd een plaats zal krij-
gen naast andere spelen 
zoals schaken, 
dammen en 
bridge. 
Vooral in China 
is Go enorm 
populair. 

PROCO biedt 
uitgebreide 
mogelijkheden 
voor eenieder 
die een PC bezit 
om op een 
interactieve 
manier met 
dit spel kennis 
te maken. 

iVlet PROCO 
zijn er allerlei 
mogelijkheden 
om CO te leren 
spelen. 

Spelen tegen de compu-
ter op verschillende 
niveaus 
Partijen wegschrijven 
Naspelen van partijen 
Demonstratie van 
partijen 
Printen van tussen-
standen 

Voor meer informatie: 
DIALOCICA, 
Fregatstraat 30, 
1826 DB Alkmaar 

Marcel Snel 

Wit: Go Seigen 
Zwart: Miyamoto 
Zet 1 tot en met 30 
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BENZINE 
Het benzineverbruik van een motorvoertuig is niet 
alleen afhankelijk van de kwaliteit van het voer-
tuig, maar ook van de snelheid, het aantal keren 
remmen en optrekken, de versnelling tijdens het 
optrekken, het aantal te rijden kilometers, de kwa-
liteit van het wegdek en de wind. 

Ook bij stilstand laat men 
de motor vaak stationair 
lopen, hetgeen benzine kost. 

Met de hierna af te drukken 
spreadsheet kunnen we de 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 

B C D 
3 1 6 

E F G 
4 1 6 

H 
4 

constante snelheid: 
soort brandstof: 
brandstofverbruik: 
prijs per liter: 
energie per liter: 
inhoud van de tank: 

afstand tijd 

72 km 
1200m 

20 m 
1 km 
1 m 

13,5 km 
540 km 

1 uur 
1 min 
1 s 
50 s 
0,05 s 

11,25 min 
7,5 uur 

vermogen ten gevolge van 
van de brandstof: 
Geschatte nuttig effect van 
Nuttig vermogen van de m 
Kracht van de motor: (P : 
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/ E R B R U I K 
kosten van benzine bij 
constante rijsnelheid eens 
bekijken, zowel per km, 
per uur, per benzinetank 
of per meter. 
Langs de randen staat de 

K L M N O P Q R 
. 5 1 / 3 1 5 2 1 

'2 km/uur 
enzine 
3,5 km/liter 
80 cent 
0 Mj 
0 liter 

benzine prijs energie 

5,33 liter f 9,60 160 Mj 
38,9 em^ 16 et ^ >,67 M] 
\48 cm^ 0,2667 et 44,4 kj 
'4,1 em^ 13 et 2,22 Mj 
M,l mm^ 0,0133 et 2,22 kj 
1 liter ƒ hso 30 Mj 

'olle tank f 72,00 1200 Mj 

e verbrandir 
\k\N 

e motor: 2( )% 8 
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M A G I S C H V 
Hier zie je een magisch vier-
kant: 

8 1 6 

3 5 7 

4 9 2 

In een magisch vierkant Is de 
som van de getallen in elke 
kolom en elke rij steeds het-
zelfde. Vaak geldt dat ook 
voor de diagonalen. 
Meestal gaat het om getallen. 
Hiernaast zie je een aantal 
magische vierkanten met 
letters. Misschien vind je het 
niet goed, dat sommige 
waarden negatief zijn. 
Dat kun je bijvoorbeeld 
voorkomen door bij elk 
'getal' een zelfde waarde 
op te tellen. 
Dat is dan de absolute waarde 
van het kleinste getal ver-
meerderd met één. 
De letters o en fa zijn gehele 
getallen. 

a -fa-2a o + fa 

b 0 -b 

-a-b 2o+fa -a 

som = O 

3o + 2fa fa 3 o + 3 b 

20-1-3fa 2o + 2fa 2o + fa 1 

O-l-fa 4o-t-3fa a-i-2fa , 

0 -fa b-a 

fa-2o 0 2a-b 

o-fa fa 
1 

-a 

som = 0 

3o + fa 2o + b 
! 

o + 3 b 

3fa 20-1-2fa 4o+ fa 

3o 2o-i-3fa o-t-2fa 
1 

som = 6a + 6fa 

o b-a -b 

-a-b ' 0 a + b 

fa a-b -a 

som = O 

MET 
P Y T HA<^ O R A S 
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•^OOT IETS 1$ 
De parallelprojectie die 

hieraan ten grondslag ligt, 

is zeker niet onbevredigend. 

In een besloten ruimte 

ervaren wij eigenlijk geen 

grootte-verschillen die het 

gevolg zijn van dichterbij of 

verderaf. Alles speelt zich 

als het ware binnen hand-

bereik af. 

Daarom worden alle even-

wijdige lijnen, ook die van 

ons af lopen, afgebeeld als 

evenwijdige lijnen. 

Dit is meer in overeenstem-

ming met de nabije ruimte 

dan de evenwijdige lijnen 

die bij elkaar komen in een 

punt op de horizon bij het 

gebruikelijke 'perspectief-

tekenen'. 

We kunnen niet zonder 

meer beweren dat zo'n 

'huiskamerperspectief' 

fout is of zelfs maar minder 

correct dan onze algemeen 

aanvaarde perspectief-

afbeelding. 

Hoe we nog steeds proble-

men hebben met de groot-

te-waarneming blijkt uit het 

feit dat mensen zo verschil-

lend oordelen over de 

grootte van de maan. 

De schattingen lopen uit-

een tussen de grootte van 

een bord en van een 

dubbeltje. Nu kun je stellen 

dat zowel een bord als een 

dubbeltje 'even groot' 

gezien kunnen worden als 

de maan, als je ze maar op 

de geschikte afstand houdt. 

Maar niemand gebruikt bij 

een bord de toevoeging : 

"als ik het bord op een 

afstand van 10 m houd". 

Het is verder bekend, dat 

vrijwel iedereen inschat dat 

de maan vlak boven de 

horizon veel groter is dan 

de maan hoog aan de 

hemel. Vaak zelfs 2 tot 3 

keer zo groot. 

Het probleem dat we hier 

willen aansnijden ligt niet 

p Y T H A G O R A S 

op het gebied van de sub-

jectieve beleving van de 

grootte in relatie tot de 

afstand. We willen probe-

ren de grootte die wij zien 

op een of andere manier 

objectief meetbaar maken. 

Dat kan, maar je zult zien, 

dat hierbij fundamentele 

moeilijkheden te voorschijn 

komen. We gaan het pro-

bleem heel concreet stel-

len: We kijken naar een 

voorwerp, bijvoorbeeld een 

lantaarnpaal, en naar een 

even groot voorwerp dat 

op een twee maal zo grote 

afstand staat. 

De vraag is: "Zien we het 

tweede voorwerp precies 

twee maal zo klein?" 

We kunnen zeggen: laten 

we de netvliesbeelden van 

beide voorwerpen opme-

ten. Hieraan kleven nog al 

wat moeilijkheden door het 

meten op een gekromd 

netvlies. 



Figuur 2 

Laten we het anders doen. 
We gaan op enige afstand 
voor een venster staan en 
kijken door het glas naar 
beide voorwerpen. 
We vragen verder iemand 
om op onze aanwijzingen 
de grootte van de beide 
voorwerpen op het glas af 
te tekenen. Zie figuur 2. 
Deze werkwijze komt 
geheel overeen met die van 
het klassieke perspectief. 
Bij nameten blijkt dat het 
dichtstbijzijnde voorwerp 
precies tweemaal zo groot 
op de ruit verschijnt als het 
verderaf liggende. 
Het is meetkundig ook een-
voudig te bewijzen dat dit 
bij deze opstelling ook zo 
moet zijn. We hebben nu 
Euclides' uitspraak gepreci-
seerd. 

Uit de meetkundige relatie 
kunnen we afleiden: de 
waarneembare grootte van 
een voorwerp is omgekeerd 
evenredig met de afstand 
tot ons oog. 

Is het probleem nu opge-
lost? Nee!! Want in onze 
proefopstelling is al hele-
maal vastgelegd wat wij 
verstaan onder de uitdruk-
king: "ik zie het voorwerp 
zó groot" . Euclides en 
andere geleerde tijdgeno-
ten zouden deze proefop-
stelling niet geaccepteerd 
hebben. En dat zeker niet 
omdat het toepassen van 
de centrale projectie (per-
spectief-afbeelding) hen 
vreemd was, maar omdat 
zij een ander uitgangspunt 
hanteerden voor het zien 
van de dingen. 
Uit verschillende geschrif-
ten blijkt dat zij de 
grootte waaronder wij de 
dingen zien relateerden aan 
de hoek waaronder wij de 
dingen zien. 

Deze omschrijving wordt 
ook heden ten dage door 
astronomen gehanteerd. 

In figuur 3 zien we dat deze 
opvatting niet strookt met 

de perspectivische. 
De hoek waaronder we een 
voorwerp zien als het zich 
van ons verwijdert, neemt 
langzamer af dan de groot-
te die uit het perspectivi-
sche model te voorschijn 
komt. 

Hoe kleiner de hoeken zijn, 
des te minder zullen de 
uitkomsten van beide 
opvattingen verschillen. 
Beide opvattingen hebben 
evenveel recht van bestaan. 
We zullen een keuze 
moeten maken die het 
beste aansluit bij de 
context waarin wij het 
begrip 'hoe groot zien 
wij ..' gebruiken. 

Figuur 3 

a + p < 2a 

Zelfs als we nog helemaal 
geen rekening houden met 
het ingewikkelde proces 
van informatieverwerking 
in onze hersenen, is dus 
het vastleggen van het 
begrip 'hoe groot zien 
wij iets' niet eenduidig 
mogelijk. 

Hans de Rijk 
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Afbeelding uit een leerboek 
over perspectief uit 1612. 
De auteur valt terug op de 
Griekse tradieie, als hij aangeeft 
hoe groot de letters op een muur 
moeten zijn, als we ze van 
boven naar benedeneven groot 
willen zien. 
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i>E A L C E B R A 
Redeneren Is één van 
onze belangrijkste 
intellectuele bezig-
heden. Daarom is het 
van belang om te 
weten hoe dat correct 
verloopt. 
Een klein aspect hiervan 
staat in dit artikel. 

Met P, Qen R bedoel ik 
een drietal willekeurige, 
zo gezegd "variabele" 
beweringen, p, qen r 
stellen de logische waarden 
van P, Qen Rvoor. Deze 
waarden kunnen slechts O 
of 1 zijn. Andere waarden 
zijn niet gedefinieerd. 
1 staat voor een ware 
bewering. O staat voor een 
niet ware bewering. 

ONTKENNINC: 
~iP is de tegengestelde 
bewering van P. 
Spreek -i P uit als "niet P". 
-ip is de logische waarde 
van -iP. 
Als p= 1, dan is -ip = 0. 
Als - ip= 1, dan is p = 0. 
Blijkbaar is "̂  O = /en 
-i7 = 0. De O en de 1 zijn 
kennelijk eikaars tegenge-
stelde. 

" rsORnFElDCN: 
P = de rechte hoek is 90°. p= 1. 
Q = de stompe hoek is 90°. 
q=0. 

-iP= de rechte hoek is niet 
90° . - ip=0. 
-iQ = de stompe hoek is niet 
90°.-,qi= 7. 

DISJUNCTIE = 
LOCI SC HE SOM 

symbool: OF 
r=pOF q. 
r= 7 
— alsp = q= 7; 
— als alleen p = 7 is; 
— als alleen q = 7 is. 
r= O alsp= Oen als 9= O 

7 OF 7 = 7 
O OF 7= 7 
7 OF 0= 7 
O OF 0 = 0 

Dit heet de waarheidstabel 
van de OF. 

EEN VOORBEELD 

V A N PE BI 
P Y T H / \ G O R A S 
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>E$ LEZERS PENNEN 
In Pythagoras 3-4 april 1994 
werd een recept gegeven 
voor "bijna-Pythagoras-
kubussen". Leo Klein 
Haneveld bewees de juist-
heid van de constructie van 
Derk. Het is voor de door-
snee lezer moeilijk leesbaar. 
Wie geïnteresseerd is, kan 

Jan de Bo uit Maarkedal een 
jonge, trouwe lezer, heeft op 
eigen kracht een bewijs 
gevonden van de stelling 
van Pythagoras, een be-
wonderingswaardig staaltje, 
dat de redactie zeer weet 
te waarderen. 

Omdat de driehoeken 6CD 
en BAC dezelfde hoeken heb-
ben, zijn die driehoeken 
gelijkvorming. 

De 65-i-er Ir. Alleijn uit 
Middelburg reageert op het 
artikel "Grote faculteiten" uit 
Pythagoras 1 van oktober 
1994. In dat stukje wordt de 
formule van Stirling gegeven 
als een benadering van n!. 

een kopie van het bewijs krij-
gen bij 
Leo Kleine Haneveld, 
Grubbehoeve 22, 
1103GG AMSTERDAM. 
Graag één gulden in postze-
gels bijsluiten voor de kos-
ten. 

De redactie. 

Daardoor is 
^ = § o f o 2 = c c T . . . ( 1 ) 
Evenzo zij de driehoken ADC 
en ACB gelijkvormig, dus 
^^ = § o f b 2 = c c , . . . . ( 2 ) 
Tellen we (1) en (2) op, dan: 
a^+b^ = CC^+CC2 = C(C^-l-C2)=c2 

De heer Alleijn kent een nog 
betere benaderingsformule 
voor nl. Aan de formule van 
Stirling wordt de factor 12n : 
(12n+1) toegevoegd, zodat 
de beste bekende benadering 
voor n! deze is: 

ni=V2^-(^)"--^^ 
Ter herinnering, die formule is Helaas is hij niet op de hoog-

ƒ te van de herkomst van deze 
2nn.(p" formule, die zeker al in 1944 

bekend was. 

p Y T H A G O R A S 

VERMENICVULDICEN 
M 
Hier zie je als reactie op het 
artikel "Goochelaar" van H. 
Hoogenboom uit de 
Pythagoras van oktober 1994 
mijn oplossing van het verme-
nigvuldigen, alleen letten op de 
laatste cijfers. Dat is dus verme-
nigvuldigen modulo 10. Ik was 
erg verbaasd over de hoeveeld-
heid symetrie, die ik ontdekte. 

A / 
5 

5 8 0 4 5 
(i 
5 O—n 

n£{1,2 



R U C H T j F I C U R E N 
In de in kringen geplaatste 
cijfers is de leesrichting als de 
klok. Bijvoorbeeld in de eerste 
kring : 3 x 9 eindigt op 7. 
Bij "uitsteeksels" moet je van 
buiten naar binnen lezen. 
De mooiste presentatie vereist 
drie dimensies. Ik stel me 
echter tevreden met de 
volgende tweedimensionale: 

Stefan Louw uit Cronigen. 

8 5 0 5 4 

,4,5,6,7,8,9} 

W e verdelen alle denkbare wiskundige f iguren in 
twee verzamelingen. 

DE EERSTE 
V E R Z A M E L I N C 

bevat rechte lijnen, half-
rechten en lijnstukken, 
regelmatige n-hoeken 
met A7 > 3, parabolen, 
orthogonale hyperbolen, 
tetraëders, kubussen en 
bollen. 

DE TWEEDE 
V E R Z A M E L I N G 

bevat n-hoeken met n > 3, 
die niet regelmatig zijn. 
Dus ook driehoeken, recht-
hoeken en ruiten, en verder 
ellipsen, ellipsoïden, blok-
ken, prisma's, piramides, 
kegels en nog vele andere 
figuren. 

Kun jij ontdekken volgens welke eigenschap deze figuren 
over de twee verzamelingen zijn verdeeld? 
Zie bladzijde 3 1 . 

Frank Roos 

HOE KAN DAT? 
-1 < 2 en - 2 < 1. 

Z l = 1 dus - ^ ^ = 9^221 777 
2 - 2 groot klein 

Rob Rolfes 

P Y T H A c O R A S 



i N i o EEN P UN T 
De lengte van de zijde van een vierkant is een geheel getal. 

CITAAT 
De rechte hoek Is een 

hoeksteen van de wiskunde. 
Wiskunde Is een hoeksteen 
van de beschaving. 
Dus: de rechte hoek is een 
hoeksteen van de beschaving. 

Frank Roos 

In dat vierkant zetten we 
ergens een punt en we 
verbinden dat punt met de 
vier hoekpunten. 
We willen dat zodanig 
doen, dat de lengtes van 

de vier lijnstukken, die 
we zo krijgen, ook gehele 
getallen zijn. 
We kunnen dan bijvoor-
beeld de oplossingen krij-
gen, die hierboven staan. 

Kun jij controleren of dit goed is? 
Kun je zelf ook een voorbeeld vinden? 
Je kunt daarbij eventueel denken aan de volgende figuur: 

Frank Roos 

a8\ P Y T H A c O R A S 



G E T A L L E N T H E O R I E 1 
6n en 6n+3 zijn deelbaar 
door 3. 
6/7+2 en 6n+4 zijn deelbaar 
door 2. 

6/7-1-5 is de zelfde verzame-
ling getallen als 6r?-1. 
Alleen 6/7±1 kunnen even-
tueel nog een priemgetal zijn. 

In eerste instantie denk je 
waarschijnlijk: 'een kubus 
heeft twaalf gelijke ribben 
en ik heb twaalf even lange 
balkjes, dus de kubus is te 
maken.' 
Doordat je de balkjes aan 
elkaar moet zetten, krijg je 
grotere lengtes. 

Het lukt hoe dan ook niet. 
Het zou wel bijvoorbeeld 
kunnen lukken, als je er 
nog acht kubusjes van 
1 cm bij 1 cm bij 1 cm 
bij had. 
In de tekening zijn niet alle 
balkjes even dik getekend, 
afgezien van perspectief. 

O M v o U W E N 
Van vierhoek RBCQ is het 
derde gedeelte zwart. 
Dit geldt ook voor de 
vierhoeken die ontstaan als 

je verder naar links gaat. 

De verhouding wi t : zwart 
wordt dan 2 : 1 . 

V O L L E D I < ; E I N D U C T I E 
1) Eerst bekijken we het geval, dat n=2: 

12 + I2 = i x2 . Dat klopt. 

2) Nu veronderstellen we, dat 
Oj2+ o ^ + • • • -I- o„2 = a„ . o^^, waar is. 

Hieruit gaan we aantonen, dat de bewering dan ook waar 
is voor n+^: 
{0,2 + a/+... + 0„2} + o„^i2 ^ {Q^ . o^^ ĵ + o^̂ ẑ 

^n+^ -"n+l "n+2 

Het klopt dus. De bewering is waar voor n=2, dus ook 
voor n=3, dus ook voor n=4, enzovoort. 

P Y T H A G O R A S 
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H E T P R O B L E E M D E B R U I J N 
Richt een loodlijn op op 
MD in M. Die snijdt het 
verlengde van CD in 5. 
5 ligt op de omgeschreven 
cirkel van driehoek ABC, 
waarbij het middelpunt 
ergens op de loodlijn MS 
ligt. MS is namelijk ook de 
middellooodlijn van AB. 

Construeer de middellood-
lijn van CS. Het snijpunt 
met MS is het middelpunt 
P van de genoemde cirkel. 
De straal van die cirkel is 
PS = PC. Als je die cirkel nu 
tekent, dan snijdt hij de 
verlengden van MD in A 
en B. En hier ging het om. 

K I S T E N L A D D E R 
(p2 _ 32p + 81 )(p^ + 50p + 81) = 0. 

p2 - 32p + 81 = 0 of p2 + 50p -I- 81 = 0 

p = 32 + I 0 V 7 of p = -50 ±8^ /34 . 
2 2 

De laatste breuk is negatief en voldoet 

dus niet. 

p = 1 6 + 5V7. 

Als CD = (16 + sV 7) dm, dan is 
fi£ = ( 1 6 - 5 ^ 7 ) dm. 

De andere oplossing is, dat de waarden 

van CD en BF verwisseld zijn. 

V E R Z A M E L I N C F I C U R E N 
Over de eerste verzameling 
figuren kun je zeggen, dat 
ze soort voor soort gelijk-
vormig zijn: alle cirkels zijn 
gelijkvormig met elkaar; 
alle vierkanten zijn gelijk-
vormig met elkaar; alle 
kubussen zijn gelijkvormig 
met elkaar; • • •. Dat is wel 
duidelijk. 

Het is misschien wat moei-
lijker te accepteren, dat 
alle parabolen met elkaar 
gelijkvormig zijn! 
Immers de parabool bij 
y = 4x2 J5 piQg 3I 'punt ig ' 

terwijl de parabool y=lx^ 
er geheel anders uitziet. 
Als je echter de omgeving 
van de top van de eerste 
parabool met een ver-
groot - glas bekijkt, dan zie 
je een figuur die sterk lijkt 
op de tweede. 

De figuren van de tweede 
verzameling vertonen niet 
de genoemde gelijkvormig-
heid. Twee blokken bij 
voorbeeld zijn in het 
algemeen niet gelijk-
vormig met elkaar. 

Kun je nog meer figuren 
verzinnen en indelen in de 
eerste of tweede groep? 
Zie hieronder. 

OPLOSSINC 
MEER F ICUREN 

Regelmatige 8- , 1 2 - en 
24-vlakken behoren tot 
de eerste verzameling. 
Ook cirkels. 
In de tweede verzameling 
behoren de grafieken van 
de derde- en hogere-
graads krommen. 
Ook de sinusoïdes. 

p Y T H A G O R A S 
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