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D U B B E L D I K . . 
Voor u ligt het nieuwe nummer van Pythagoras. Dubbeldik 

deze keer. Om technische redenen hebben we de laatste twee 

nummers van deze jaargang samengevoegd. 

We zijn reeds druk bezig met de voorbereiding van de nieuwe 

jaargang. Een jaargang waarin we Pythagoras nog aantrekkelijker 

voor u gaan maken. 

EEN GREEP U I T DE I N H O U D 
V A N D l ^ ^' U M M E R 
Heb je wel eens te maken gehad met stambreuken? 

Toch waren stambreuken al bekend bij de 'oude' Egyptenaren. 

Meer over stambreuken vind je in het artikel op pagina 16. 

Hippocrates van Chios die rond 430 v. Chr. leefde, betudeer-

de als eerste een aantal figuren die uit cirkelbogen zijn opgebouwd. 

Dit soort figuren worden daarom wel de Maantjes van Hippocrates 

genoemd. Lees verder op pagina 18. 

Weet je wat een spirograaf is? Een spirograaf is een oud stukje 

speelgoed waar je ook met wiskundige ogen naar kunt kijken! Het 

artikel op pagina 24 vertelt er je meer over. 

Sterren en spitsbogen zie je onder andere in ramen van oude 

kerken. Op pagina 26 vind je er meer over. 

De eerste oplossingen van de Pythagoras Olympiade tref je 

aan op pagina 4 en 5. 

Kleine en grote probleempjes, diverse opdrachten, allerlei 

kleine en grote artikelen vullen verder dit nummer, je komt beslist 

weer aan je trekken. 

Veel lees- en puzzelplezier. 

Henk Huijsmans 

P Y T H A ^ O R A S 



PYTHAGORAS 
De eerste 

reacties op 
de nieuwe 

rubriek 
Pythagoras 
Olympiade 

(zie 34e 
jaargang 

nummer 3) 
zijn veel-

belovend. 
IVIaar liefst 

11 goede 
oplossingen. 
Hiernaast de 
oplossingen 
van opgave 

1 en 2. 

Stuur je 
oplossingen 

naar: 
Pythagoras 
Olympiade. 

TUE Faculteit 
Wiskunde en 
Informatica. 

Hg 9.84 
Postbus 513 

5600 MB 
Eindhoven. 

OPGAVE1 
Dertien vierkanten en rechthoekige driehoeken (zie Pythagoras nr. 3). 
De maten zijn niet bekend. Alleen van het onderste vierkant weten 
we, dat de oppervlakte 81 is. Hoe groot is de totale oppervlakte van 
het grijze gebied? 

OPLOSSING 
We passen herhaaldelijk de stelling van Pythagoras toe. Uit die stelling 
volgt dat het oppervlakte van vierkant 1 gelijk is aan de som van de 
oppervlakken van de vierkanten 3 en 7. Pythagoras toepassen op de 
vierkanten 3 en 7 geeft dat het oppervlakte van de vierkanten 5,6,10 
en 9 gelijk is aan de het oppervlakte van vierkant 1. 
Nog éénmaal Pythagoras voor vierkant 10 geeft dat de som van de 
grijze vierkanten gelijk is aan het oppervlakte van het eerste vierkant, 
dat is 81 

OPGAVE 2 
Er staan tweeduizend en één lampjes op een rij. Onder elk lampje zit 
een knopje. Als je zo'n knopje indrukt dan verandert de toestand van 
de lampjes ernaast: een lampje, dat uit was gaat aan en omgekeerd. 
Als je bijvoorbeeld het zesde knopje indrukt, dan veranderen de 
lampjes vijf en zeven. Als je knopje één indrukt, dan verandert alleen 
lampje twee. Als je het laatste knopje indrukt, dan verandert alleen 
lampje tweeduizend. In het begin zijn alle lampjes uit. Kun je alle 
lampjes aan krijgen door alleen en uitsluitend op knopjes te drukken. 

OPLOSSING 
Bijna alle oplossingen die we kregen luidden ongeveer als volgt: 
Het is makkelijk om vier lampjes aan te krijgen. Ook de eerste of de 
laatste drie lampjes geven geen problemen. Men kan dus viervouden, 
viervouden plus 2 en viervouden plus 3 makkelijk aan krijgen. 
Omdat 2001 een viervoud plus 1 is kan het dus niet. 
Dit is echter geen goed bewijs. We zijn namelijk niet overtuigd dat 
er geen andere (niet makkelijke) manieren zijn om de lampjes aan te 
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OLYMPIADE 
krijgen. Natuurlijk als je het op papier pro-
beert met wat kleinere getallen zie dat het 
wel klopt, maar voor een bewijs is dat niet 
genoeg. We kregen twee correcte oplossin-
gen voor dit probleem, één van Dani Kiss 
en één van Cerben de Klerk. De oplossing 
van Gerben was als volgt:. 

"Het is niet mogelijk om de lampjes aan te 
krijgen. Dat bewijs ik door er eerst van uit te 
gaan, dat het wei kan, en dan vervolgens op 
een tegenspraak te stuiten. De conclusie moet 
dan zijn dat het niet kan. Merk allereerst op 
dat de volgorde waarin we de knopjes indruk-
ken geen verschil maakt voor het eindresul-
taat. Merk ook op dat het geen zin heeft om 
een knopje vaker dan eenmaal in te drukken, 

een knopje tweemaal indrukken geeft hetzelf-
de resultaat als een knopje niet indrukken. 

Het eerste lampje kan alleen van toestand 
wisselen door op het tweede knopje te druk-
ken. Nadat knopje twee ingedrukt is branden 
de lampjes 1 en 3. Omdat 3 moet blijven 
branden mag ik niet op knopje 4 drukken. 
Omdat 5 moet branden moet ik wel op knop-
je 6 drukken. Zo verder redenerend moet ik 
knopje 8 niet, 10 wel,..., 1998 wel en 2000 
niet indrukken. Maar als knopje 2000 niet 
ingedrukt mag worden dan kan lampje 2001 
nooit aangaan. Dit is in tegenspraak met mijn 
veronderstelling dat alle lampjes aan konden. 
Conclusie het is niet mogelijk om alle lampjes 
aan te krijgen." 

Hieronder volgen de nieuwe opgaven. Het Is niet nodig om belde opgaven 
In te sturen. Ook als je voor één opgave een oplossing weet kan je die insturen, 
tot een maand na het verschijnen van dit nummer. 
Veel plezier. 

OPGAVE 5 
Eén oplossing van de vergelijking 
r7i995 = 1995" is n = 1995. 
Bewijs dat dit de enige oplossing is waarbij 
n geheel en positief is. 

OPGAVE 6 
We maken een lijst met daarop alle getallen 
die als cijfers tien maal een 1 en tien maal 
een 2 hebben. 
Het getal 11122111122221212122 staat 
bijvoorbeeld ergens op die lijst. 
a. Bewijs dat het aantal getallen op onze 

lijst even is. 
b. Als we de lijst sorteren naar grootte, 

wat zijn dan de middelste twee getallen ? 
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EENHARDNEKK 
Bekijk eens de volgende 
rij breuken: 
LL n 27 65 157 
3 1 5 11 27 65 ' " 
Elke volgende breuk 
vind je als volgt: 
de nieuwe noemer is 
de oude teller en de 
nieuwe teller is 2 x 
de oude teller plus de 
oude noemer. 

R I J T 
—_;sw. Ik beschouw drie op-

eenvolgende getallen. 
Het kwadraat van de middel-
ste is één meer dan het 
product van de twee andere. 
Om welke getallen gaat het? 
Zie bladzijde 43. 

Sonja Svetachova 

De waarde van deze breuk 
komt steeds dichter bij de 
waarde van 1 -i- V2 te lig-
gen. 
Bij benadering is dat 2,414. 
Tot zover niets bijzonders. 
Nu vervangen we de eerste 
breuk door een willekeurig 
andere, bij voorbeeld 7:3. 
Dan krijg je met het zelfde 
recept om volgende breu-
ken te vinden: 
^ 1 7 4 1 9 9 ^39 
3 7 17 41 99 * * ' 

Het treffende is nu, dan de 
waarden van deze breuken 
ook steeds dichter bij de 
waarde van 1 -i- V2 komen 
te liggen. 

VARIËREN 
Met welke teller en noemer 
je ook begint, het doet er 
niets toe: altijd benader je 
1 + V2. Het is verbluffend. 
Alleen als je met 0:0 begint, 
dan kom je nergens, maar 
dat zal je niet verbazen. 

MET FACTOR 3 
Nu vervangen we in het 
recept de factor 2 door de 
factor 3. 
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6E LIMIET 
We kijken weer naar een 

voorbeeld: 

Z 11 11 m 449 
T 2 13 41 136 " * 

De waarden van deze 
breuken komen steeds 
dichter bij 
1 . ( 3 + Vl 3) = 3,302776 
te liggen. 

M E T FACTOR 1 
kom je tot de limiet 
1.{1 +^5}. Dat getal 
speelt een belangrijke rol 
bij de gulden snede en bij 
berekeningen in de regel-
matige vijfhoek. 

M E T FACTOR o 

Nu maken we de rij met 
breuken als volgt: 
de nieuwe noemer is de 
oude teller en de nieuwe 
teller is o maal de oude 
teller plus de oude noemer. 

Dan blijken de waarden van 
de breuken steeds dichter 
b i j x = l - { o + V(o2-(-4)}te 
komen, ongeacht hoe de 
eerste breuk er uit ziet! 
X blijkt een oplossing te zijn 
van x^ - ax-^ =0. 

Als je o erg groot kiest, dan 

is X iets groter dan o. 

UITLEG 
Stel, dat de rij breuken naar 
de limiet L gaat. Eén zo'n 
breuk en zijn opvolger zijn 

p , a-p + q q , 
r _, / p|-, — c — : o - Q + :Ja L 
q P P 

/ . « 0 + — of 
L 

L^-aL-^ -> O 

SPREAD-SHEET 
Om met deze getallen 
een beetje te kunnen 
experimenteren, gaan we 
een spread-sheet of rekenvel 
ontwerpen voor het alge-
mene geval met factor o: 

De regels één tot en met 
drie moet je geheel intypen. 
Als je regel drie 17 maal 
kopieert, dan is je rekenvel 
in principe klaar. Het is 
handig om het gehele 
werkblad te beveiligen en 
de beveiliging van de cellen 
A2, B2 en C2 weg te halen. 
Varieer nu eerst B2 en C2 
naar hartelust: D20 zal niet 
noemenswaardig verande-
ren. Kies de kolombreedte 
15, dan kun je veel deci-
malen te zien krijgen. 

BASIC 
Kun je voor dit zelfde pro-
bleem een basic-program-
ma schrijven? Zie zonodig 
bladzijde 43. Redactie 

kolom A kolom B kolom C kolom D 

regel 1 factor teller noemer breuk 

regel 2 2 1 5 B2/C2 

regel 3 A2 A2*B2+C2 B2 B3/C3 

regel 4 

• • • 

A3 

• • • 

A3*B3+C3 B3 

• • • • 

B4/C4 

regel 20 A20 A 2 0 * B 2 0 H - C 2 0 BI 9 B20/C20 
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PYTHAGORAS V 
Een Pythagoras-ruit is een 
ruit, die opgebouwd is uit 
vier gelijke Pythagoras-
driehoeken. Als je vier 
3-4-5-driehoekjes tegen 
elkaar aanlegt, dan krijg je 
een ruit met omtrek 20 en 
met diagonalen 6 en 8. 

Als je uitgaat van de 
algemene Pythagoras-
driehoek, dat is de 
(2mn, m^-n^ , m^+ri^) 
-driehoek, dan worden de 
zijden van de ruit alle vier 
m^+n^, terwijl de diago-
nalen 4mf7 en 2 • (m^-n^) 
zijn. Alle lettersymbolen in 
dit artikel stellen positieve 
gehele getallen voor. 
Veel lastiger is het volgende. 

P Y T H A G O R A S -

Ik stelde mezelf de volgende 
vraag: zou het mogelijk zijn 
om vier verschillende 
Pythagoras-driehoeken 

tegen elkaar aan te leggen, 
die samen precies een vier-
hoek vormen ? 
Ik begon met het schrijven 
van een computerprogram-
ma. Het was gebaseerd op 
proberen. En, waarachtig, 
ik kreeg een stel oplossingen 
te pakken. Kijk maar naar 
de tekeningen, die echter 
niet op schaal zijn. 

Controleer maar met de 
stelling van Pythagoras: in 
elke zichtbare rechthoekige 
driehoek gaat het goed. 

EIGENSCHAPPEN 
Toen ik eenmaal een stel 
voorbeelden had, probeer-
de ik eigenschappen in de 
voorbeelden te ontdekken. 

De belangrijkste ontdekking 
was, dat de 'overstaande 
driehoeken' twee aan twee 
gelijkvormig waren. 

Als je mijn voorbeelden 
bekijkt, dan kun je jezelf 
daarvan overtuigen door te 
letten op de verhoudingen 
van de zijden van de 
driehoeken. 

In het eerste voorbeeld van 
deze serie zie je twee ver-
grote 3-4-5-driehoeken en 
twee vergrote 5-12-13-
driehoeken. 

AC = B D 

Een ander eigenschap is, dat 
ac = bd. Dat is een gevolg 
van de gelijkvormigheid. 

P Y T H A 6 O R A S 
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Een proef op de som. Ik kies 
m=5, n=2, r=3 en s=1. 
Dat levert: 
0=160, b=168, c=126, 
cf=120, e=232, f=2^0, 
5=174, / i=200. 

Met je rekenmachine kun je 
controleren, dat dit goed is. 

EEN TWEEDE S O O R T 
Een tweede soort Pythagoras-
vierhoeken werd me 
geïnspireerd door de eerste. 
Bij de eerste soort stonden 
er twee aan twee 
Pythagoras driehoeken 
tegenover elkaar. Bij de 
tweede soort verwacht ik 
twee Pythagorasdriehoek 
naast elkaar. Na een beetje 
gericht puzzelen vond ik: 

acff^^^aff ^\ccef 
^^ eecc\^ 
C abff cede \ v ^ 

bcfK bbff / 

\ 

ccdd /ccdf 

Hierin zijn o^ -i- b^ = c^ en 
d2 + e2 = f2 We hebben 
dus te maken met de 
Pythagorasdriehoeken a-b-c 
en d-e-f. Bij dat puzzelen 
speelt het begrip kleinste 
gemeenschappelijke veel-

voud tot drie maal toe een 
rol. Eén van de diagonalen 
is tevens de middellijn van 
de omgeschreven cirkel. 
Dus zijn de grotere drie-
hoeken rechthoekig. 
Dat ik dit deze soort niet 
bij mijn voorbeelden vond, 
kwam doordat de kleinste 
vierhoek van deze soort al 
behoorlijk grote zijden 
heeft: 3380, 2535, 1625 
en 3900. 

Hierbij zijn o=4, b='3, c=5, 
d=5, ^ 1 2 e n f c 1 3 . 

ALLE? 
Ik weet zeker, dat ik nog 
niet alle denkbare 
Pythagoras-vierhoeken te 
pakken heb. 

Ten eerste, omdat de 
{2mn, nr^-n^ , m^+ri^)-
driehoek niet alle 
Pythagoras-driehoeken 
beschrijft. De driehoek 
15-20-25 bijvoorbeeld kun 
je er niet mee maken. 

Ten tweede weet ik niet 
zeker, of ik alle types 
Pythagoras-vierhoeken nu 
wel te pakken heb. 
Misschien, dat iemand dat 
probleem aan kan. 

Frank Roos 

S T E L L I 
In een driehoek zijn de 
zijden o, b en c bekend. 
Vanuit de tophoek 
w o r d t één of andere lijn 
met lengte x getrokken, 
die de basis verdeelt in 
gegeven stukken p en q. 
De vraag Is nu hoe 
groot X is. 
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NO V A N STEWART 
Om X te berekenen, is het 
handig, om eerst de 
hoogtelijn h uit de top te 
tekenen. 

Zie je, dat de lengte van 
h de kleinste lengte van x 
kan zijn? 

STELLING 
VAN PYTHAGORAS 

Voor de berekening van x 
maken we drie maal gebruik 
van de beroemde stelling 
van Pythagoras. 

Steeds is de hoogtelijn één 
van de rechthoekszijden. 
/72-^r! = b2 (1) 
b2 + (p-r)2 = x2 (2) 
h2-H(c-r)2 = o2 (3) 

We hebben nu een stelsel 
van drie vergelijkingen met 
de drie onbekenden h, x en r, 
waarvan ons nu alleen eigen-
lijk maar de x interesseert. 

Leid zelf de oplossing af: 
^Apa^ + qb^-pqc 

Zie zonodig bladzijde 44. 
Dit resultaat, dat voor-
namelijk gebaseerd is op 
de stelling van Pythagoras, 
heet de ' -: ;::.,.iri 

1 c kiest, dan 
ZWAARTELIJN 
Als je p = q 
stelt X de zwaartelijn z^ uit 
de top op de basis voor. 
Je kunt dan de volgende 
formule vinden: 

«̂  > 2 2 4 

DE DEELLIJN 
Laat X nu eens de deellijn 
de zijn, die de tophoek 
doormidden deelt. 

Voor de deellijn geldt: 
a:b = q:p (4) 
Het bewijs hiervan staat op 
bladzijde 44. 

Bovendien gelden 
p + q = c...(5) en 

^_Jpa^ + qb^-pqc 

Stelling van Stewart: 
cd^ = qb^ + pcP- -pqc. 
c = p + q, dus 
(p+q)cF = qb^ + pa^- pq(p+q)-
(p+q)d^=qb'b+pa'a-pqip+q). 

Voor de deellijn geldt 
b: a = p: q of ap= bq. 
(p+q)cf = 
ap'b+ bq-a- pq(p+q). 
{p^q)d^ = 
ab-(p+q)-pq(p+q). 

De lengte van de deellijn 
wordt dus gegeven door 
d= V [ab-pq]. 

Arnold de Creef 
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OPLOPENDE CETALL 
Als je de cijfers van 
een oplopend getal 
opschrijft, dan moeten 
de cijfers steeds groter 
worden. 
In zo'n getal kunnen 
de cijfers 1 tot en met 
9 voorkomen. 
Alle cijfers van zo'n 
getal zijn verschillend. 
Voorbeelden van 
oplopende getallen zijn: 
12345, 568, 6, 1489, 
567 en 234679. 

DE PROBLEEMSTELLING 
Wat is som van alle moge-
lijke oplopende getallen, 
die uit een zelfde aantal 
cijfers bestaan? 

EEN VOORBEELD 
Hieronder zie je alle op-
lopende getallen van drie 
cijfers. 

ZEVEN 
OPLOPENDE CIJFERS 

Wat is de som van alle ge-
tallen van zeven oplopende 
cijfers? 
In de optelling zetten we 
in gedachten alle getallen 
recht onder elkaar, en tel-
len we voor elk van de 
zeven posities (eenheden, 

156 
157 
158 
159 

256 
257 
258 
259 

356 
357 
358 
359 
456 
457 
458 
459 

167 
168 
169 

267 
268 
269 

367 
368 
369 

467 
468 
469 
567 
568 
569 

178 
179 

278 
279 

378 
379 

578 
479 

578 
579 
678 
679 

189 

289 

389 

489 

589 

689 
789 

De som van deze 84 getallen is 25830. 
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N 
tientallen, honderdtallen, 
• • •) apart de cijfers op. 
Er worden telkens twee 
cijfers weggelaten uit de 
rij 1 tot en met 9. 

VOORBEEL. 
In het zeven-cijferige op-
lopende getal 1245689 zijn 
de 3 en de 7 weggelaten. 
De 4 staat op positie f7 = 3. 

WAT STAAT ER NU 
OP DEN-DE POSITIE? 

We werken van links naar 
rechts. 

I.HET GEVAL, DAT ER 
NOG GEEN CIJFERS 
ZIJN OVERGESLAGEN. 
In het voorbeeld gaat het 
om de cijfers 1 en 2. 
Op plaats n staat het 
getal n. Het zijn 9-n 
getallen. Dat geeft 

(9-n)l 1 
(7-n)!.2! 2 

(8-n)(9-n) 

JLn2 . 8 J-n + 36 
2 2 

mogelijkheden. 

EEN GREEP UIT DE COMBINATIELEER 

nen k zijn gehele getallen. O < k < n. 

Als je n voorwerpen in een willekeurige volgorde neerlegt 
of oppakt, dan kan dat op n\ verschillende manieren. 

Als je uit n verschillende voorwerpen k van die voor-
werpen willekeurig kiest, dan kan 

dat op n! manieren. k\ • (n-ky. 

Deze breuk kan worden uitgesproken als "n over k". 

I I . HET GEVAL, DAT 
ER ÉÉN CIJFER IS 
OVERGESLAGEN. 

In het voorbeeld gaat het 
om de cijfers 4, 5 en 6. 
Op plaats n staat het getal 
n+1 als één cijfer uit 1,...,n 
wordt weggelaten. 
Dit zijn n(9-(r)+2)-1-1) = 
- n^ + 8 n combinaties. 

I I I . HET GEVAL, DAT 
ER ALTWEE CIJFERS 
ZIJN OVERGESLAGEN. 

In het voorbeeld gaat het 
om de cijfers 8 en 9. 
Op plaats n staat het getal 
n+2 als één cijfer uit de rij 
1,..., r)+1 en één cijfer uit 
de rij f7+2,...,9 zijn weg-
gelaten. Dit zijn 

(M-1)!-2! 2 2 
mogelijkheden. 

P Y T H ^ G O R A S 

OPGETELD 
Het totaal aantal mogelijk-
heden is dan 
{\n^-8\n+-36) + 
{ ln2+8n}+{ln(r)+1)}=36. 

Dit klopt, want er zijn 
9! =36 

7I.2I 
"weglaatcombinaties" 
mogelijk. 

We moeten dus 36 zeven-
cijferige oplopende getallen 
optellen. 

EEN KOLOM 
CIJFERS OPTELLEN 

Nu de som van de cijfers 
zelf op de n-de plaats 
(met m = nummer van 
de mogelijkheid en 
o^ = aantal van die 
mogelijkheid): 
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EEN WEL HEEL M O O I 
M A O I S C H V I E R K A N T 

12 13 1 8 

6 3 15 10 

7 2 14 11 

9 16 4 5 

12 13 1 8 

6 3 15 10 

7 2 14 11 

9 16 4 5 

12 13 1 8 

6 3 15 10 

7 2 14 11 

9 16 4 5 

12 13 1 8 

6 3 15 10 

7 2 14 11 

9 16 4 5 

De som van elke kolom, rij en diagonaal is 34. 
Zo'n eigenschap is normaal voor elk magisch 
vierkant. 

NU DE EXTRA S. 
De som van de hoeken is ook 34. 
De som in het middelste vierkant is 34. 

De som van de getallen in elk van de aange-
geven vierkanten is 34. 

Let op de diagonalen: 
123+ 33+ 143 + 55 = (2 . 34)2 
93+ 2^ + 153+ 83 = (2 • 34)2 

Let op de eerste en laatste kolom: 
122 + 62 + 72 + 92 = 310 = 82+ 102 + 112 + 52 

Let op de eerste en laatste rij: 
122 + 132 + 12 + 82 = 378 = 92 + 162 + 42 + 52 

Let op de tweede en derde kolom: 
132 + 32 + 22 + 162 = 438 =12 + 152 + 142 + 42 

Let op de tweede en derde rij: 
52 + 32 + 152 + 102 = 370=72 + 22+142+112 

Kent iemand de ontwerper van dit fraais? 

Frank Roos 
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STAMBREUK 
D E F I N I T I E 

De teller van een stambreuk 
is één en de noemer is een 
positief geheel getal. 
Als je twee stambreuken 
optelt, dan is de som in het 
algemeen geen stambreuk: 

J_ + J _ _ JL + m. _ m+n 
m n mn mn mn 

De men n stellen positieve 
gehele getallen voor. 

Bij voorbeeld: i + — = — 
' 2 3 6 

TRUC 
Met de volgende truc krijg 
je het wel voor elkaar, 
dat de som van twee 
stambreuken weer een 
stambreuk oplevert: 

1 + 1 
m{m+n) 

+ 
n{m+n) 

n + m 1 
mn(m+n) mn{m+n) mn 

dankzij de vereenvoudiging 

na het optellen. 

Kies je bij voorbeeld m=3 

en n = 4, dan krijg je: 

-1 + :L = ± 
21 28 12 

M A T i i i i n i / y H D E 
Stambreuken zijn heel 
goed bruikbaar bij de 
lenzenformule 

1. + L = 1. 
V b f 

maar ook bij de substitutie-
weerstand of vervangings-
weerstand bij de parallel-
schakeling. 

Echter lukt ook: 

-L = ± +A 
24 33 88 

Hoe kun je die vinden? 

HOEVEEL M A N I E R E N ? 
Hoe weet je, of je alle 
denkbare mogelijkheden 
te pakken hebt? 
We gaan voor dat doel te 
rade bij de vergelijking 

R, Rj 
1 1 1 1 

O M G E K E E R D 

± = :L + ± 
12 21 28 

m(m+n) n{m+n) mn 

24 = mn = 1 x 24 = 

2 x 1 2 = 3 x 8 = 4 x 6 . 

Dit zijn alle denkbare 
ontbindingen van 24. 
De resultaten van 3 x 8 = 24 
hebben we al gebruikt. 

Hier zie je een stambreuk 
gesplitst in twee stam-
breuken. 
Lukt dat met elke stambreuk? 
Het antwoord is duidelijk: ja! 24 = 2 x 12 geeft: 
Kijk maar: , -, .. 
1 ^ ~ 
n 

Ook die van 1 x 24 = 24. 

1 
+ 

1 . = 1 + 1 
n+l n(n+1) 

24 2x(2+12) 12x(2+12) 28 168 

want 

1 ^ 1 ^ n 1 _ (r7+1)_ 1 
n+1 r7(r7+1) ~ n{n+^) * n{n+\) ~ rj(n+1)~ Ti" 

Doe we dit voor n -
dan krijgen we: 

-L = l + - ^ 
24 25 600 

24, je kunt nu zelf wel de 
laatste, niet genoemde 
combinatie vinden. 
Zie eventueel bladzijde 43. 
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EN 
Als je p op q manieren kunt 
ontbinden, dan kun je 
1 :p op q verschillende 
manieren als som schrijven 
van twee stambreuken. 
Probeer het eens zelf met 

16 ' 

EEN ALTERNATIEF 
Het kan nog anders. 
Altijd lukt: 

± 1 1 
n 2n 2n 

Wellicht zijn er nog meer 
mogelijkheden, maar die 
ziet de schrijver niet. 
Zie jij nog een mogelijkheid? 
Schrijf dat dan naar de 

redactie 
(Klink 19, 9356 DG Tolbert). 

Je kunt voor jezelf proberen 
een lijst te maken van in 
stambreuken gesplitste 

breuken. 
Een aantal onderdanen van 
de farao's deden dat ook. 

Bekend is de 'Papyrus 

Rhind'. 
Het is onbekend waarom 

DE PIRAMIDE- deze techniek werd gebruikt. 
BOUWERS Wel is bekend, dat de 

De 'oude' Egyptenaren techniek niet eenduidig is; 
waren er erg bedreven in kijk maar: 
om willekeurige breuken 
te splitsen in verschillende 

2 = 1 + 1 + 1 = 1 + 1 
19 12 76 114 12 57 

stambreuken. 

Zo is bijvoorbeeld Wie geeft een goede 
benadering van n als 

2- = X + 1 
5 3 15 

3 + een aantal stam-

breuken? 

P Y T H A < ^ O R A S 

HmtrsiCVULDIGEN 

Het vermenigvuldigen van 
stambreuken leidt altijd 
weer tot stambreuken. 

Men drukt dat in wiskunde-
jargon als volgt uit: 
de vermenigvuldiging van 
stambreuken is gesloten 
in de verzameling stam-
breuken. 

228 

( De meest eenvoudige is 
natuurlijk 3 + ^ ). 

Arnold de Creef 



M A A N T J E S VA 

DE I 
Kies een cijfer, dat niet 

nul is. Vermenigvuldig het met 9. 
Tel de cijfers van het product op. 
Als de som 1 is, dan noteer je a. 

Is het antwoord 2, dan noteer je 
b. Enzovoort. 
Ik weet nu welke letter je krijgt, 
namelijk i ! 

Zie voor uitleg bladzijde 43. 

Arnold de Creef 

BEETJE GE$CHIEDE»>li< 
Wiskundig is en blijft de 
cirkel een lastpost. In de 
Griekse oudheid probeerde 
men voor het eerst exact de 
omtrek en de oppervlakte 
van een cirkel te bepalen 
als de middellijn gegeven is. 
Dat lukte niet; men kon die 
omtrek alleen benaderen. 
Wilde men aangeven, dat 
men te doen had met de 
exacte cirkelomtrek, dan 
gebruikte men daarvoor 
de eerste letter van het 
griekse woord perimeter, 
wat omtrek betekent. 
Dat is dus 7t. 

Een cirkel met middellijn 1 
heeft dus exact de omtrek 
TC. Daarmee was dus niets 
opgelost, want de moeilijk-
heid was nu opgeschoven 
naar het vinden van de 
exacte waarde van n, een 
probleem, dat de wiskun-
digen vele eeuwen heeft 
beziggehouden. 
Nu weet men, dat K een 
getal is, dat niet te schrijven 
is als het quotiënt van twee 
gehele getallen, K is dus 
niet rationaal. 

Wel kan men zoveel cijfers 
achter de komma bereke-
nen als men wil, maar dan 
komen er oneindig veel 
cijfers zonder herhaling, die 
men stuk voor stuk moet 
berekenen. 

Over gevonden waarden 
is in ons tijdschrift 
"Pythagoras" eerder mel-
ding gemaakt. De cirkel 
blijft met betrekking tot jt 
een lastpost. 

HIPPOCRATES 
Al heel lang geleden heeft 
men geprobeerd om de 
oppervlakte en de omtrek 
te bepalen van figuren, die 
uit cirkelbogen waren op-
gebouwd en dat gaf meer 
succes. 

Hippocrates van Chios, die 
rond het jaar 430 v. Chr. 
leefde, bestudeerde als 
eerste, voor zover bekend, 
een aantal van deze figuren. 

Hij is niet de van het eiland 
Cos afkomstige dokter met 
zijn beroemde eed. 
Wel waren deze naam-
genoten tijdgenoten. 
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N H I P P O C R A T E S 
M A A N T J E S V A N 
HIPPOCRATES 

Op de schuine zijde van een 
rechthoekige driehoek is 
een halve cirkel getekend en 
op de rechthoekszijden ook. 

Het is geen toeval, dat de 
drie halve cirkels elkaar 
snijden in het hoekpunt 
van de rechte hoek. 

De oppervlakte van de 
twee maantjes samen is 
juist gelijk aan de opper-
vlakte van de rechthoekige 
driehoek. Bewijs dat zelf. 
Zie zo nodig pagina 45. 

kjrt/-. cck j \ / r t r tRBEELD 

Het berekenen van de 
oppervlakte van figuren, 
die begrensd zijn door 
cirkelbogen of door cirkel-
bogen en lijnstukken blijft 
interessant zoals in de 
volgende figuur. 

Hier zijn binnen een vierkant 
met zijde I kwart cirkels 

getekend. 
Er ontstaan drie soorten 
figuren: A, B en C. 
Bereken de oppervlakten 

van A, B en C. 
Zie zo nodig bladzijde 45. 

Hans de Rijk 

DE OPTELTRUC 
725 
4 1 3 
586 
211 
7 8 8 

- + 
2723 

Bobbie zegt: "Aly, noem opschrijven en hij vraagt 

eens een getal van drie haar daaronder 788 te 

cijfers" en Aly zegt 725. zetten. Tenslotte laat 

"Schrijf het maar op en Bobbie Aly de vijf getallen 

noem me een tweede getal optellen. Voordat zij klaar 

van drie cijfers". is weet Bobbie het ant-

Aly kiest 413. woord al uit zijn hoofd te 

"Schrijf het er maar onder noemen: 2723. 

en daaronder 586. Hoe kon Bobbie dat zo snel 

Dat laatste doen we nog weten? 

eens". Aly noemt 211 en Zie zo nodig bladzijde 45. 

Bobbie laat het haar John Pattiwael 
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KGH ?JQ TMJER @CPCGICL� B?L I?L BC PCQR LMMGR BPGC IU?BP??R BCCJR BMMP �� 

@B?6	 '	 )9:45=1> XGHL *SL HC B?R @CUGHXCL B?L GQ BC PCQR � MD � 

,9C;E>45 '*" TMMP HC TCPBCP JCCQR� 6GQISLBGE XCER KCL� 

@?CD2EC ��� CCL IU?BP??R GQ � MD � 

��� '� "� ��$ �  JQ HC CCL L?RSSPJGHI ECR?J 
BMMP � BCCJR� B?L I?L BC 

KMBSJM � 

MD C�K?GJ TG? GLRCPLCR� PCQR QJCAFRQ �� �� � MD � (((  JQ HC BC QMK T?L RUCC 
3GHBCK?L�UGJCGBCLSLGTLJ XGHL  LBCPC KMECJGHI� CTCL IU?BP?RCL BCCJR 

FCBCL XGHL CP LGCR BMMP �� B?L GQ BC PCQR � 
 JQ HC BC QMK T?L RUCC 

FCBCL XGHL CP LGCR BMMP �� B?L GQ BC PCQR � 
 JQ HC BC QMK T?L RUCC 

@CUCXCL #GR @CUGHQ GQ TCCJ RC (( $CL UGJJCICSPGE CTCL MLCTCL IU?BP?RCL BCCJR 

KMCGJGHI TMMP FCR AMJJCEC� K??P ECR?J GQ �L BMMP �� B?L GQ BC PCQR � 

CP X?J UCJ ??LB?AFR UMPBCL 9GHL IU?BP??R GQ �L= �#CCJ BC QMK T?L 

ECQAFMLICL ??L BGC TCPECJGHIGLE  JQ HC BGR BCCJR BMMP �� ��L
���CL��K
��= 

KCR L � � CL L � � ?JQKCBC ??L B?L GQ BC PCQR LSJ BMMP � CL XGC�� 

BC TCPECJGHIGLE V= ��W= � � $CL UGJJCICSPGE MLCTCL 

5CPBCP XSJJCL CGECLQAF?NNCL T?L ECR?J GQ �P�
�  JQ HC BC QMK T?L CCL 

NPGCKECR?JJCL CL T?L %G@ML?AAG� 9GHL IU?BP??R GQ CTCL CL CCL MLCTCL 

ECR?JJCL @CF?LBCJB UMPBCL �>0��>�0	 IU?BP??R BCCJR BMMP �� 

 JQ HC BGR BCCJR BMMP �� B?L GQ BC PCQR � 

@B?6 '	 )9:45=1> B?L GQ BC PCQR � 

� #SQ ?JQ HC BC QMK T?L RUCC 
IU?BP?RCL BCCJR BMMP �� 

B?L GQ BC PCQR � 

� #SQ ?JQ HC BC QMK T?L RUCC 
IU?BP?RCL BCCJR BMMP �� 
#SQ ?JQ HC BC QMK T?L RUCC 
IU?BP?RCL BCCJR BMMP �� 

� ! G� + / � 3  B 
=SIR FCR HC MK BC XCQFMCI GL 
<5C UCXCLJGHI TCPQAFGJJCLB EC�
�MPKBC� Q?KCLF?LECLBC 
QRSIHCQ RC TCPBCJCL� BGC �BSQ� 
CJI MNNCPTJ?IRC � � FC@@CL� 
.NJMQQGLE MN @J?BXGHBC �� 

"5?>1B4? 

B?L GQ BC PCQR LMMGR � 

*SL HC LS XCJD ??LRMLCL� 
B?R BC PCQR LMMGR �� � MD � 
I?L XGHL ?JQ HC BCCJR BMMP �� 

�$CL RGN� �L
� ECCDR L? 
BCJGLE BMMP � PCQR �� 

244 T =SIR FCR HC MK BC XCQFMCI GL 
<5C UCXCLJGHI TCPQAFGJJCLB EC�
�MPKBC� Q?KCLF?LECLBC 
QRSIHCQ RC TCPBCJCL� BGC �BSQ� 
CJI MNNCPTJ?IRC � � FC@@CL� 
.NJMQQGLE MN @J?BXGHBC �� 

"5?>1B4? 

B?L GQ BC PCQR LMMGR � 

*SL HC LS XCJD ??LRMLCL� 
B?R BC PCQR LMMGR �� � MD � 
I?L XGHL ?JQ HC BCCJR BMMP �� 

�$CL RGN� �L
� ECCDR L? 
BCJGLE BMMP � PCQR �� 

��44 
=SIR FCR HC MK BC XCQFMCI GL 
<5C UCXCLJGHI TCPQAFGJJCLB EC�
�MPKBC� Q?KCLF?LECLBC 
QRSIHCQ RC TCPBCJCL� BGC �BSQ� 
CJI MNNCPTJ?IRC � � FC@@CL� 
.NJMQQGLE MN @J?BXGHBC �� 

"5?>1B4? 

B?L GQ BC PCQR LMMGR � 

*SL HC LS XCJD ??LRMLCL� 
B?R BC PCQR LMMGR �� � MD � 
I?L XGHL ?JQ HC BCCJR BMMP �� 

�$CL RGN� �L
� ECCDR L? 
BCJGLE BMMP � PCQR �� 5885 

=SIR FCR HC MK BC XCQFMCI GL 
<5C UCXCLJGHI TCPQAFGJJCLB EC�
�MPKBC� Q?KCLF?LECLBC 
QRSIHCQ RC TCPBCJCL� BGC �BSQ� 
CJI MNNCPTJ?IRC � � FC@@CL� 
.NJMQQGLE MN @J?BXGHBC �� 

"5?>1B4? 

B?L GQ BC PCQR LMMGR � 

*SL HC LS XCJD ??LRMLCL� 
B?R BC PCQR LMMGR �� � MD � 
I?L XGHL ?JQ HC BCCJR BMMP �� 

�$CL RGN� �L
� ECCDR L? 
BCJGLE BMMP � PCQR �� 4�� 

=SIR FCR HC MK BC XCQFMCI GL 
<5C UCXCLJGHI TCPQAFGJJCLB EC�
�MPKBC� Q?KCLF?LECLBC 
QRSIHCQ RC TCPBCJCL� BGC �BSQ� 
CJI MNNCPTJ?IRC � � FC@@CL� 
.NJMQQGLE MN @J?BXGHBC �� 

"5?>1B4? 

B?L GQ BC PCQR LMMGR � 

*SL HC LS XCJD ??LRMLCL� 
B?R BC PCQR LMMGR �� � MD � 
I?L XGHL ?JQ HC BCCJR BMMP �� 

�$CL RGN� �L
� ECCDR L? 
BCJGLE BMMP � PCQR �� 

�B>?<4 45 �B556 
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DE KWADRATUU R 
V A N EEN C I R K E L 

Ten gevolge van het 
optreden van n is het 
uitgesloten om een 
vierkant te construeren, 
dat de zelfde opper-
vlakte heeft als een 
gegeven cirkel: 
de kwadratuur van een 
cirkel is onmogeli jk. 

Velen hebben geprobeerd 
het probleem uit te werken 
tot een bijna-goed oplos-
sing. In 1934 bijvoorbeeld 
publiceerde de Oostenrijkse 
officier Quoika zo'n bena-
deringsmethode. 
Geniet met ons mee. 

DE CONSTRUCTIE 
Op de lijn / beschreef hij 
in M een cirkel met straal r. 
Op / zette hij vanaf M 93,74 
gelijke lijnstukken af. 
In C richtte hij een loodlijn 
op met een lengte van 49 
van die lijnstukken. 
Dat is CD. De lijn DM snijdt 
de cirkel in B. Trek nu koor-
de BF evenwijdig aan (. 

Nu is volgens Quoika de 
koorde BF de zijde van het 
vierkant BFGH, dat de 
oppervlakte a^ heeft, 
hetgeen gelijk moet zijn 
aan het oppervlak van de 
cirkel: nr^. 

tan ZCMD = 49 : 93,74 

P Y T H / \ ^ O R A S 

Omdat cos a = 1 

Vl+tan^a 
is cosZ CMD = 

0,886227208. 

o is 2 X zo groot. Dan is 

(3̂  = 3,141594658 T ^ . 

De oppervlakte van de 

cirkel is 3,141592653^2. 

Zoals je ziet: 

een prachtige benadering. 

Bob de jongste 



9$2 /4-3$- ( - $$- 
, " '(�.$"  3 -#* & 
-??P ??LJCGBGLE T?L CCL 
?PRGICJ GL [[L T?L BC TMPGEC 
H??PE?LECL MTCP XCTCL 
NSLRCL GL CCL PCECJK?RGEC 
XCQFMCI IMKR FGCP CCL 
LGCSUC @CUCPGLE� 'CR GQ 
MLKMECJGHI MK XCQ NSLRCL 
GL CCL PCECJK?RGEC XCQFMCI 
KCR XGHBC 1 LCCP RC XCRRCL 
X^� B?R BC MLBCPJGLEC 
?DQR?LB T?L CJI RUCCR?J 
NSLRCL EPMRCP GQ B?L M 

#$ , 0* $ � . # . � 1$%- 
-MCK FCR KGBBCJNSLR T?L 
BC PCECJK?RGEC XCQFMCI 
# CL BC FMCINSLRCL 
?AFRCPCCLTMJECLQ 
�� �� �� �� � 5> �	 
3CICL BC JGHLQRSIICL �#� 
�#� �#� �#� �# 5> �#	 
M $JI T?L BC ECJGHIXGHBGEC 
BPGCFMCICL BGC LS MLRQR??L 
XGHL� KMCR [[L T?L BC 
NSLRCL @CT?RRCL 'CR GQ LGCR 
KMECJGHI MK GL [[L BPGCFMCI 
RUCC NSLRCL RC NJ??RQCL� 
MKB?R B?L BC ?DQR?LB LGCR 
EPMRCP I?L XGHL B?L M 
` .N BC JGHLQRSIICL ��� 
�� CL �� I?L ECCL NSLR 
JGEECL 
-CCK @GHTMMP@CCJB CCL 
NSLR / MN �# CL RCICL BC 
AGPICJ KCR /?GQ KGBBCJNSLR 
CL QRP??J M 
9GC DGESSP � 

�97EEB � 

#C RUCC BPGCFMCICL �#� 
CL �#� JGEECL LS ECFCCJ 
@GLLCL BCXC AGPICJ� XMB?R 
TMMP BC MTCPGEC TGHD NSLRCL 
QJCAFRQ TGCP BPGCFMCICL 
MTCP@JGHTCL 
2RCJ B?R FCR GLBCPB??B 
KMECJGHI GQ MK BC XCQ NSL�
RCL 29>>5> 45 BPGCFMCICL 
RC NJ??RQCL 
#GR E??R JCGBCL RMR CCL 
RCECLQNP??I� U??PL? UC 
KMCRCL T?QRQRCJJCL B?R FCR 
BSQ LGCR KMECJGHI GQ $CL 
@CUGHQ SGR FCR MLECPGHKBC 

` -CCK NSLR / @GLLCL 
���# 5> NSLR 0 @GLLCL 
  #��	 -CCK %& � 1	 
.%#& GQ LS EPMRCP B?L ��_ 
9GC DGESSP � 

` .N BCXC K?LGCP BMMP�
E??LB� TMJER B?R CJI RUCCR?J 
T?L BC XCQ NSLRCL GL RUCC 
@SSPBPGCFMCICL KCR # 55> 
FMCI TMPKR BGC EPMRCP GQ B?L 
���_ #?R JCGBR� PMLBE??LB 
J?LEQ XCQ FMCICL T?L KCCP 
B?L ��_� RMR CCL RMR??J T?L 
KCCP B?L ���_ 6C QRSGRCL 
BSQ MN CCL RCECLQNP??I 

#C AMLAJSQGC JSGBR B?L MMI 
B?R ECCL XCQ NSLRCL @GLLCL 
BC XCQFMCI ECIMXCL ISLLCL 
UMPBCL X^� B?R XC RUCC ??L 
RUCC KCCP B?L M T?L CJI??P 
?D JGEECL 

:1> �E9385<11B 

� 

(� 

� 

5()% /4-3$- 
'CR GQ LGCR KMCGJGHI MK F9:6 
NSLRCL @GLLCL BC PCECJ�
K?RGEC XCQFMCI RC NJ??RQCL 
BGC RUCC ??L RUCC CCL 
MLBCPJGLEC ?DQR?LB FC@@CL 

� A5 � 
BGC EPMRCP GQ B?L M 
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DE $P IROC;T" ) Ék ,15^ 

De spirograaf is een 
stukje speelgoed, dat 
al jaren oud is en dat 
vooral voor kinderen 
bedoeld is. De kans is 
redelijk groot, dat je 
dit spel kent. 

De spirograaf bestaat uit 
een verzameling platte 
tandwieltjes van verschil-
lende grootte. Alle tanden 
zijn echter wel even groot, 
zodat ze alle keurig in elkaar 
kunnen grijpen. 

Sommige wielen zijn 
ringvormig. Ook aan de 
binnen-omtrek zijn dan 
tanden bevestigd. 
Op elk wieltje zitten een 
aantal gaten, waardoor je 
een punt van een potlood 
moet steken. Eén van de 
wieltjes zet je vast met een 
punaise of zoiets. 
Door nu het ene wiel om 
het vastgezette wiel te 
bewegen, ontstaat er op 
papier een één of andere 
kromme figuur. 

Er zijn ook langwerpige 
onderdelen met rechte 
zijden (afgezien van de 

p Y T H A G O R A S 



tanden), maar die laten we 
buiten beschouwing. 
Over de mogelijke verza-
meling figuren heb ik de 
volgende vragen: 
1. Welke eigenschappen 

hebben alle figuren? 
2a Welke eigenschappen 

hebben sommige 
figuren en 

b onder welke voorwaar-

de(n) treden ze op? 

je vindt een voorzet op 

bladzijde 46, maar wellicht 

heeft de lezer(es) nog ver-

dere ideeën. Die mag je 

naar de redactie toe sturen. 
Frank Roos 

DRIE O P E E N V O L C E N D E 
KWADRATEN 
6^+72+82 = 147. 
Dit is geen kwadraat . 
Met welk getal moet ik 
beginnen, opdat de som 
wel een kwadraat Is? 

DOEL 
In dit artikel gaan we 
onderzoeken, onder welke 
voorwaarden een som van 
drie opeenvolgende kwa-
draten weer een kwadraat is. 

B E R E K E N I N C V A N 
EEN S O M V A N DRIE 
OPEENVOLCENDE 
K W A D R A T E N 

n is een natuurlijk getal 
groter dan 1. som = 
(n-1)2+n2+(n+1)2=3n2+2 
We noemen k een kwa-
draat, als vfc een natuurlijk 
getal is. 

De vraag is nu voor welke 
n som ook een kwadraat is. 
Stel, dat som kwadraat van 
p is, dan is 3n^ + 2 = p^. 
Hier staat, dat p^ een 
drievoud plus 2 is. We gaan 
inzien, dat dat onmogelijk is. 

M O D U L O DRIE 
De natuurlijke getallen kun-
nen in drie klassen verdeeld 

worden; ze kunnen één van 
de volgende gedaanten 
hebben: 3m, 3m+1 of 3m+2. 
Andere mogelijkheden zijn 
er niet. De kwadraten hier-
van zijn 9m^, 9m^+6m+^ of 
9m^+^ 2m+4. 
Als we deze vormen delen 
door 3, dan is de rest O, 1 
óf 1. De rest is dus nooit 2. 

S A M E N V A T T I N G 

Kun je nu zelf onderzoeken, 
of de som van vijf opeen-
volgende kwadraten wel of 
niet een kwadraat is? 
Zie zo nodig bladzijde 47. 

Frank Roos 
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STER EN 
SPITSBOOC 

In een cirkel zijn vier 
even grote cirkels 
getekend, die elkaar 
u i twendig raken. 
Ze raken de grote 
cirkel elk inwendig. 

Daardoor ontstaat in het 
centrum een stervormig 
gedeelte PQRS, waarvan 
we een kwart gearceerd 
hebben. Aan de randen 
ontstaan vier congruente 
spitsboogvlakken. 

f « ; ? P 5 ^ V- -i, 

Daarvan hebben we er één 
gearceerd. De straal van de 
kleine cirkel noemen we r. 

Laat met een berekening 
zien, dat het oppervlak van 
drie 'sterren' iets meer is 
dan twee maal het opper-
vlak van zo'n spitsboogvlak. 

De oplossing kun je vinden 
op pagina 47. 

Kun je ook nagaan, hoe 
de vork in de steel zit, als 
er niet vier maar drie of zes 
kleine cirkels zijn? 

Henk Mulder 

P Y T H A G O R A S 

DIS 
Zoals je weet word t een 
parabool meestal in de 
vorm y = ax^ + bx +c 
gegeven. 
Als je wi l we ten , 
wanneer y= O, dan kijk 
je eerst naar de waarde 
van de discriminant 
D = l>^- 4ac. 
Als D minstens nul is, 
dan zijn x^ = (-b - ^lD)/2a 
en Xj = (-b + VD) /2a . 



EEN A N D E R E 

C R I M I N A N T 
Stel je voor, dat je de tra-
ditie verandert en dat je als 
uitgangspunt de volgende 
vergelijking voor een para-
bool kiest: y = p(x-q)^+r. 

Dat is niet zo'n gek idee, 
want uit deze vergelijking 
zie je direct de positie van 
de top van de parabool, 
namelijk (q,r). 
Ook zie je gemakkelijk in, 
dat de parabool de y-as 
snijdt bij (0 , pc^ + r). 

Nu de vraag, waar de 
parabool de x-as snijdt. 
Als y = 0, dus als 
p{x-qY+r = 0, dan is 

ix-pf--^-
Je kunt nu slechts links 
en rechts worteltrekken, 

als ^ < O is. 
P 

Bij deze traditie zou dan je 
een geheel andere discri-
minant vinden voor de 
vierkantsvergelijking 
y = p{x-qY+r dan je gewend 
bent, namelijk D = ^ . 

Als D > O, dan heeft de ver-
gelijking geen oplossing; 

als D = O, dan heeft de 
vergelijking één oplossing; 
als D < O, dan zijn er twee 
oplossingen. 

dat er wel eerst iets gebeu-
ren moet om de vorm 
ax^+ bx + c=0 om te zetten 
in de vorm p(x-q)^+r = 0. 

Vei2&((.iJklM& VAN Oe ?AjCAS0OU ^ 

Tenslotte vind je natuurlijk, 
als D<0 is: 

y = O als X = p - A/(- -̂  ) en als 

x = P + ^(-^). ^ 

Misschien zeg je wel: deze 

discriminant - ^ is veel 
p 

gemakkelijker te onthouden 
dan de discriminant 
b^ - 4oc, maar vergeet niet, 

Herken je, dat dat kwadraat-

afsplitsen is ?! 

Vraag: wat is de eenvoudig-

ste vergelijking van de 

parabool, die gaat door 

(d,0), (e,0) en {o,g)7 

Zie bladzijde 47. 

Frank Roos 
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GROTE CM 
Mijn zakrekenmachine 
kan maximaal acht 
cijfers tonen. 
Als ik 34567 x 765432 
wi l berekenen, dan krijg 
ik 2 , 6 4 5 8 6 8 8 x 1 0 1 0 . 
Maar ik wi l zo graag alle 
cijfers precies we ten . 
Kan dat met mi jn reken-
machine? Ja! 

M A C H T E N V A N D U I Z E N D 
1003 = k = kilo = duizend 
1006 = M = mega = miljoen 
1009 = G = giga = miljard 
1012 = T = tera = biljoen 
1015 = P = peta 
1018 = E = exa = triljoen 

HET D U I Z E N D T A L L I C E 
TALSTELSEL 

8765432 = 
8 x 1 0 ^ + 7 6 5 x 1 0 ^ + 432 
Je zou dit, iets afgekort 
kunnen schrijven als 
8765432 = SEE 6+765 EE 3 
+ 432. Een computer geeft 
ook in de EE-notatie grote 
antwoorden. 
Dit is het noteren van getal-
len in het duizendtallige 
talstelsel. 
De duizend "cijfers" staan 
als gewone getallen in het 
tientallige talstelsel opge-
schreven. 
Als je geen macht groter 
dan 10^^ nodig hebt, dan 
is het volgende handig. 
Dat is geleend uit de fysica. 

M A C H T E N 
" * - r JU IZEND 

Een factor duizend kort ik af 
tot de k van kilo. Een factor 
miljoen is M van mega en 
G staat voor giga = miljard. 
Zo kan ik 8765432 schrijven 
als8M + 765k + 432 
Deze symbolen, die in de 
fysica voorvoegsels zijn, 
staan ook in het binas-
tabellenboekje, tabel 2 

R E K E N P " ^ " ^ " 
Fysici zijn redelijk aan deze 
machten van 1000 gewend. 
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T A L L E N 
Je kunt nagaan, dat de volgende regels 
gelden: k2 = M M.k = G M^ = E. 
Kun je er zelf ook nog een paar bedenken? 
Zie zo nodig bladzijde 47. 
Een belangrijke rekenregel is ook: 
(a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd 

HET VOORBEELD U ITCEWERKT 
We gebruiken de notatie met k, M, C,- • •. 
34567 X 765432 = (34k+567) x (765k+432)= 
(34kx 765k) + (34k x 432) + (567x 765k)+ 
(567kx 432) = 

Nu gebruik ik mijn rekenmachine 
2601 OM + 14688k + 433755k + 244944 = 
2601 OM + 448443k + 244944 = 
(26G + 10M) + (448M + 443k) + 
(244k + 944) = 26G + 458M + 687k + 944 = 
26.458.687.944 

N O C CROTER 
Deze methode werkt natuurlijk ook met veel 
grotere getallen. 
Als bijvoorbeeldp = 0 'G + i ) ' M + C'k + d 

en q = ë'C + f'M + g-k + h, 
dan is 
pq = ae-E + (af+bé) • P + (ag+bf+ce) • T + 

{ah+bg+cf+de)-G + 
+ {bh+cg+df)'M + (ch+dg)-k + dh. 

De variabelen o tot en met h stellen natuur-
lijke getallen < 1000 voor. 
Als de vormen tussen haakjes > 999 worden, 
dan moetje delen door 1000. De rest "blijft 
staan" en het geheeltallige quotiënt wordt 
toegevoegd aan de coëfficiënt, die één term 
naar links staat. 

Wat is de exacte waarde van 987654321^? 
Zie zo nodig bladzijde 47. 

HOE SPREEK JE CROTE CETALLEN UIT? 
Als je weet, dat 
10^ = miljoen, 10^ ̂  = biljoen, 10^ * = triljoen, 
10^'' = kwadriljoen, 10'° = cinquiljoen, 
10^* = sextiljoen, 10''^ = septiljoen, 
10''* = oktiljoen, 10^'' = noniljoen, 
10^" = deciljoen zijn, dan kun je elk getal met 
minder dan 66 cijfers uitspreken. 
Dat lijkt zelfs voor Dagobert Duck en de astro-
nomen toereikend. Hoe spreekt je 
1.211.312.234.543.234.567.135.238.057.007.5 
01.206.793.000.235.111.589.163.045.312 uit? 
Om dat vlot te kunnen, voeg je enige getallen 
als volgt toe: 
1.211.312.234.543.234.567.135.238.057.007. 
10 9 8 7 6 5 
4 
501.206.793.000.235.111.589.163.045.312 

4 3 2 1 
Nu gaat het uitspreken vlot: 
• één deciljoen 
• tweehonderdelfduizend driehonderdtwaalf 

noniljoen 
• tweehonderdvierendertigduizend vijfhonderd-

drieënveertig oktiljoen 
• tweehonderdvierendertigduizend vijfhonderd-

zevenenzestig septiljoen 
• honderdvijfendertigduizend tweehonderd-

achtendertig sextiljoen 
• zevenenvijftigduizend en zeven cinkwiljoen 
• vijhonderdéénduizend tweehonderdzes kwa-

driljoen 
• zevenhonderddrieënnegentigduizend triljoen 
• tweehonderdvijfendertigduizend honderdelf 

biljoen 
• vijfhonderdnegenentachtigduizend honderd-

drieënzestig miljoen 
• vijfenveertigduizend driehonderdtwaalf. 

Oef. 
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PI I N DE BIJBEL 
In de Bijbel word t het getal pi op 3 gesteld. 
Hierover kan men lezen in I Koningen VII vers 23 en 
in 2 Kronieken IV vers 2 . 
"Voorts maakte hij de zee, van gietwerk, t ien el van 
rand to t rand, geheel rond, vijf el hoog, terwi j l een 
meetsnoer van 30 el haar rondom kon omspan-
nen".. . . en dit betekent dat pi gelijk is aan 3. 

Nu was er in die tijd om-
streeks 150 jaar na Christus 
in Palestina een rabbijn 
genaamd Nehemiah. 
Deze Nehemiah was de 
schrijver van een werk over 
wiskunde. Hij beschrijft 
onder meer de constructie 
en de afmetingen van het 
Tabernakel. Wat ons interes-
seert is zijn opvatting over 
het getal pi, speciaal in 
relatie tot het getal 3 in 
de Bijbel. 

Rabbi Nehemiah zegt in zijn 
tekstboek: "Als je de omtrek 
wilt berekenen, vermenig-
vuldig dan de diameter van 
de cirkel met 3 ) " . 

heen! Hoe loste hij dit op? 
Wij moeten drie belangrijke 
gegevens in het oog hou-
den: 
1. Men mat 10 el van rand 

to t rand. 
2. Een meetsnoer van 30 el 

kon haar omspannen. 

3. Haar wanddikte was een 
handbreedte. 

Nehemiah zegt: "Daar de 
mensen zeggen, dat de 
omtrek van een cirkel 3y 
maal de diameter bedraagt, 
trekken wij j af voor de 
dikte van de wand. 
Een slimme oplossing van 
onze rabbijn. 

de buitenzijde van de wand. 
De vraag is nu of dit klopt. 
Laten we eens kijken. 

De diameter over de buiten-
kant is 10 el. Stellen wij de 
el op 68,8 cm, dan is de 
diameter dus 688 cm. 
De wanddikte is een hand-
breedte. Een handbreedte is 
moeilijk te schatten, maar 
laten we deze op ongeveer 
12 cm stellen, dan scheelt 
dat op de diameter 24 cm. 
Nu moet de volgende ver-
gelijking gelden; 
3 x 6 8 8 = 3 } x 6 6 4 . 

Als je dit narekent zul je 
zien, dat er een verschil is 
van 1 % wat op zichzelf niet 
zo slecht is, vooral omdat 
wij de handbreedte niet 
precies kunnen aangeven. 
Je ziet dat er ook hier een 
conflict is tussen weten-
schap en religie. 

Dit is dus de Archimediaanse 
waarde van pi. 
Maar Nehemiah was be-
halve wiskundige óók 
priester en hij kon derhalve 
niet om het Bijbelse getal 3 

De mensen zeggen dat pi 
gelijk is aan 3y maar de 
Bijbel zegt dat pi gelijk is 
aan 3, dus meet hij de 
binnencirkel, terwijl de dia-
meter gemeten wordt over 

In dit geval is dat op een 
simpele en vreedzame wijze 
opgelost. 

Bob de jongste 
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A A R D I 6 H EDEN U I T DE 
G E T A L L E N T H E O R I E 

MACHTREEKSEN 
Een voorbeeld van een 
machtreeks is: 
30 + 31 + 32 + 33 = 
1 + 3 + 9 + 27 = 40. 

Het is hier een som van 
opeenvolgende machten 
van hetzelfde grondtal, 
beginnend met de nulde 
macht. 

HET BEREKENEN V A N 
MACHTREEKSEN 

Er is een elegante methode 
om een machtreeks of een 
deel daarvan uit te rekenen. 

Daartoe bekijken we eerst 
zo'n som, waarbij de 
exponent begint bij 0. 
We schrijven dan: 

Zx ' ' = 1 + x + x^+ • • • + x " 
k=0 

Vermenigvuldigen we nu 
beide kanten met (1 - x) en 
schrijven we het rechterlid 
uit, dan staat er: 

(1 -x) i x*= 

(1 -x) (1 +x+x^+x^+- • •+x")= 

1+x+x^+x^+- • •+x " - (X+X-2 + 

Alle termen, behalve de 
eerste en de laatste, vallen 

weg. Dit heet ook wel een 
telescoopsom: als je een 
uitschuifbare telescoop in 
elkaar schuift, blijft het 
eerste stuk aan de buiten-
kant en het laatste stuk aan 
de binnenkant over. 
Delen we nu weer het eerste 
en het laatste deel van de 
gelijkheid door (1 - x), dan 
krijgen we het gevraagde 
resultaat: 

1 ^n+^ ^ x " + i - 1 
t=0 1 - X X - 1 
Z x * = 

We kunnen nu bijvoorbeeld 
uitrekenen: 
1+17+172+173+174+175 = 

(17«-1)/(1 7-1) = 1.508.598 
Maar ook een deelsom, zoals: 
2i8 + 2 i n - - . +232 = 
(1 +2+ • • • +2") -(1 +2+ • . . +210= 

(2"-l)/(2-1)-(2'8-1)/(2-l) = 
2 " - 2 1 " = 8.589.672.447 

Dit is veel sneller dan term 
voor term optellen! 
In het algemeen geldt voor 
zo'n deelsom: 

k=m 
v/J+1 1 
X-1 

Z x * -

x'"-1 
x-1 

n+^\ 

m-1 ., Zx" 
k=0 

X-1 

,n+^ x3 + . . . + x " + l ) = 1 - X 

Dit is een aspect van de theo-
rie van de meetkundige rijen. 

PROBLEEMSTELLINC 
We zoeken getallen, die 
op meerdere manieren als 
machtreeksen te schrijven 
zijn. 

Ik heb maar twee getallen 
met een basic-programma 
gevonden: 31 en 8191. 
Beide oplossingen zijn op 
twee manieren als een 
machtreeks te schrijven. 

Hier staan ze: 
31 =1 +5 + 52 = 

1 + 2 + 22 + 23 + 2'' 
en 
8191 =1 +90 + 902 = 
1 +2 + 22 + 23+ . . . +2^2. 

In dat computerprogramma 
heb ik van de formules uit 
de vorige paragraaf gebruik 
gemaakt. 

Ik ben er helaas nog niet 
in geslaagd een algemene 
oplossingsmethode te 
vinden. 

Whee Ky Ma 
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ENIOE B I J Z O N D E R b 
Er zijn een aantal com-
binaties van gehele 
getal len die samen een 
rechthoekige driehoek 
vormen. 

Zo zijn 3-4-5 en 5-12-13 
bekende voorbeelden. De 
schuine zijde is 1 meer dan 
de lange rechthoekszijde. 
Als we proberen die rij voort 
te zetten, blijkt het nogal 
wat speurwerk te kosten 
om volgende te vinden. 
Dat zijn 7-24-25 en 9-40-41. 
Het lijkt allemaal nogal 
chaotisch. 

c r k n AAI II c 

Er is een formule die een 
oneindige serie van deze 
combinaties aflevert. 
Deze luidt: 
(2/c+1)2 + (2fc2+2fc)2 = 

{2k^+2k+^f. 
Vul achtereenvolgens voor 
k\n: k = '\ ,2,3,4... en je ziet 
bovenstaande uitkomsten 
verschijnen. Bereken de 
volgende twee maar. 

BEWIJS 
Is de formule wel betrouw-

baar voor hogere waarden 

van kl Als je de vergelijking 
uitwerkt, zul je zien dat het 
keurig klopt. Voor elke 
waarde van k klopt de 
stelling van Pythagoras. 

Overigens geeft de formule 
niet de uitkomsten voor 
alle mogelijke Pythagoras-
driehoeken. 
Enkel de primaire gevallen, 

niet de afgeleide. 
Je kunt uit 3-4-5 nog on-
eindig veel gevallen afleiden 
door met een willekeurig 
getal te vermenigvuldigen. 
Naast 3-4-5 heb je ook 6-8-
10 en ga zo maar door. 

Die combinaties geeft de 

formule niet. 

Henk Mulder 

D R I E H O E K E N M E T P Y T H A < i O R A 5 

We hebben twee rechthoekige driehoeken. 
Alle zijden zijn gehele getallen. Dat zijn dus 

Pythagoreïsche driehoeken. De ene drie-
hoek heeft een rechthoekzijde, die even 

J 5 lang is als een rechthoekszijde van 
de tweede driehoek. Met die zijden 

plakken we de twee driehoeken 
aan elkaar. Zo krijgen we een 

1 4 scherp- of stomphoekige driehoek, die zowel 
alle zijden als een hoogtelijn heeft met lengtes, die met 
een geheel getal te schrijven zijn. 

rrtsi v o r t R R F F i D 

Hoe we zelf een plaatje als 

deze gaan maken, gaan 

we in dit artikel bekijken. 

B E R O E ' " " "--''"^ 

Voor de nieuwe lezers 
herhalen we, omdat we dat 
nodig hebben, hoe we een 
Pythagoras-driehoek (^a,b,c) 
kunnen maken. Neem drie 
willekeurige, gehele getallen 
k, m en n, waarbij 
0<m<nenk>0. 

P Y T H A G O R A S 



PYTHACORAS 
Dan is het andere type. Laten we 
o2 + b2 = c2 als aannemen, dat fde gege-
0 = 2kmn, ven rechthoekszijde is. 
b = k{n^- m^) en 
c=kim^ + n^) ONEVEN f 

Willen we compleet zijn, 
dan moeten we elke 
gehele k>0 toelaten. 
We kiezen echter in het 
vervolg steeds /c = 1. 

EÉN RECHTHOEKSZIJDE 

Neem eens aan, dat we van 
een Pythagoreïsche drie-
hoek één rechthoekszijde 
kennen. We vragen ons nu 
af, hoe we een bijpassende 
andere rechthoekszijde 
kunnen vinden. 
Als we die hebben, dan is 
dankzij de stelling van 
Pythagoras de schuine zijde 
geen probleem meer. 
We laten ons leiden door 
'het recept'. 

T W E E C E V A L L E N 
Nu kunnen zich twee geval-
len voordoen: de gegeven 
rechthoekszijde is van het 
type 2mr7 of van het type 
r?--rr?-. De andere recht-
hoekszijde is dan juist van 

Als f oneven is, dan kan f 
niet van het type 2mn zijn. 
Dus f = n^-m^=(^n+m)(n-m) 
Stel, dat we f kunnen ont-
binden in p en q, dan is dus 
f= pq. Neem aan, dat q> p. 

Vaak kan dat op meerdere 
manieren, bij voorbeeld 
15 = 1 x 1 5 = 3 x 5 . 
Overigens beschouwen we 
3 X 5 als identiek met 5 x 3 . 
Alleen priemgetallen heb-
ben een unieke ontbinding, 
bijvoorbeeld 13=1x13 . In 
dat geval vind je maar één 
Pythagoreïsche driehoek. 

Nu stellen we, lettende op 
het recept, 
p = r7 - m en 
q= n + m. 
Lossen we hieruit m en n 
op, dan vinden we: 

q-p q + p 
m = - h - ^ en fj = -H—!-

2 2 

We accepteren alleen 
gehele oplossingen. 

Nu kunnen we met 'het 
recept' a,b en c berekenen. 
Eén van de drie is natuuriijk f. 

f IS EVEN. 
Als f even is, maar geen 
viervoud groter dan 4, dan 
is f alleen maar te schrijven 
als 2mn. 

Als we f:2 gaan ontbinden, 
dan vinden we direct 
(verschillende mogelijk-
heden voor) m en n. 

V I E R V O U D E N 
Als f een viervoud > 4 is, 
dan blijkt fzowel van het 
type 2mn als van het type 
n^-m^ te kunnen zijn. 

P Y T H A C O R A S -
D R I E H O E K E N 

Dankzij het voorgaande 
zijn we nu in staat om alle 
Pythagoras-driehoeken bij 
een gegeven rechthoeks-
zijde te vinden. 

N I E T - R E C H T H O E K I CE 
D R I E H O E K 

Dankzij het voorgaande 
kunnen we nu gemakkelijk 
twee rechthoekige drie-
hoeken aan elkaar leggen 

P Y T H A O O R A S 
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DES LEZERS P E N N E V 
OMTREK OPPERVLAKTE 

In het januari-nummer van 1995 stond een raadsel 
over een rechthoekige driehoek waarvan de oppervlak-
te en de omtrek beide 30 waren. Ik vroeg me af, of er 
meer van zulke voorbeelden te vinden waren. 

ALCEA 
De omtrek van een driehoek geeft men naar gewoonte aan 
met 2s. Voor de rechthoekige driehoek (a,b,c) geldt dan 
2s = o + fa + c (1), 
a^ + t/ = c^ (2) en 
de oppervlakte p= ^ab of 2ab = 4p (3). 

Uit (2) en (3) volgt, dat a^ + 2ab+b^ = c^ + 4p (4). 
Uit (1) volgt: (o+b)^ = (2s-c)2 (5). 
Uit (4) en (5) volgt (2s - c)2 = ĉ  + 4p of 

ŝ  - p Met de eis p = 2s, de oppervlakte = de omtrek, 

vinden we dan: c = s-2 

SAMENCEVAT 
We hebben nu het volgen-
de vereenvoudigde stelsel: 
ab = 4s (6) 
a+b =2s-c (7) 
c = s - 2 (8) 
Dat zijn drie vergelijkingen 
met vier onbekenden: als je 
meer onbekenden dan ver-
gelijkingen hebt, dan zijn er 
oneindig veel oplossingen. 
Dat is hier ook zo. 

OPLOSSEN 
(8) in (7) geeft o + b = s + 2, 
dus o = s + 2 - b. 
Dit in (6) geeft (s + 2 - b)b = 
4s of b̂  - {s+2)b + 4s = 0 
De discriminant van deze 
kwadratische vergelijking 
in b is (5+2)2 .16s = 
s2 - 12s + 4. Wil je, dat dit 
een zuiver kwadraat is, 
zeg t^, dan moet 
ŝ  -12s + 4 = t̂  (9) zijn en 

danisb = (s+2±t):2(10). 
Uit(9) volgt s2-12s+4-f2= O. 
Lossen we hieruit s op dan 
vinden we eerst de discrimi-
nant 
144-4.(4-(2) = 4((2 + 32) 

en dan is s = 6 ± V(f2 + 32) 
Nu willen we vervolgens 
dat t^+32 een kwadraat is, 
zeg u^. 
Dat levert een extra vergelij-
king! Dan is t^+32 = u^ of 
(L/-t)(u+f) = 32 en s = 6 ± u 
Stel u-t = m en u+t = n. 
Ofwel t = j (n-m) en 
u= j (n+m) 
Dan heb je de volgende 
mogelijkheden: 
32 = 1x 32 = 2 x 1 6 = 4 x 8 

n 
32 
16 

m 
1 
2 

u s=6+u 
l ó i 22^ 

15 
n m 
32 1 
16 2 7 
8 4 2 

16-

15 
12 

s=6+u 
22 i 
15 
12 

n m t u s=6-u 
32 1 1 5 i 161 -101 
16 2 7 9 -3 
8 4 2 6 0 

P Y T H A < ^ O R A S 



RUCHT 
S A M E N V A T T I N C 

De enige rechthoekige drie-
hoeken, die we als oplossing 
hebben gevonden, zijn in 
de notatie (o, b, c): 
( 4 - 1 , 2 0 , 2 0 1 ) , 
oppervlak = omtrek = 45 
(6 ,8 , 10), 

oppervlak = omtrek = 24 
5, 12, 13), die we al hebben 
gezien in het artikel van 
Marcel Snel; oppervlak = 
omtrek = 30. We hebben nu 
wel met zekerheid alle geval-
len met gehele getallen 
gevonden, maar we hebben 
niet systematisch naar alle 
rationale gevallen gezocht! 

j.O. Kranenborg 

I TERATIEVE 
RIJEN 

b=(s+2+t):2 c=s-2 o=4s:b 

20 2 0 1 ^ 
12 13 5 

8 10 6 

b=(s +2-t):2 c=s-2 a=4s:b 

^ 2 0 1 20 

5 13 12 

12 10 c<b voldoet niet 

b=(5+2±ty.2 c=s-2 a = 4s:b 

de omtrek moet > 0 zijn 

idem 
idem 

Een iteratieve rij is een 
rij getallen: elk getal , 
behalve de gegeven 
startwaarde(n) , vind 
je met behulp van zijn 
voorganger(s). 
In de voorbeelden is n 
steeds een natuurli jk 
getal groter dan O. 

Voorbeeld 1 
De simpelste iteratieve rij is 
deze: t̂  = 1 en t„^, = 1 + t„. 
Dat is de rij telgetallen. 

Voo rbee ld 2 

t, = o e n f „ ^ i = v + t „ . 
Dat is een rekenkundige rij. 
Elke term is v groter is dan 
zijn voorganger. Die v heet 
terecht het verschil. 

Voorbeeld 3 

t T = o e n t „ ^ i = r . f „ . 
Als o = 1 en r = 2 krijg je b.v. 
1 2 4 8 16 32 64 . • •. 
Dit is de meetkundige rij 
met reden r = 2. 

Voorbeeld 4 
Een aardige rij is deze: 

t^ = a, t2 = b en 

^n - ffj-l " ^n-2-

Deze keer is n > 2. 

Ga maar na, dat je het 

volgende krijgt: 
a b b-a -a -b a-b a b ... 
De rij is cyclisch: na zes 
termen treedt herhaling op. 

Voorbee ld S 

Even aardig is deze rij, die 

ook cyclisch is: 

f i = 0 ' f 2 = ' ' e n t „ = f— 

waarbij o en b niet nul 
mogen zijn. Ook nu is n > 2. 

Hoe lang is de periode? 

Voorbeeld 6 
t^ = a, f2 = b en 

f. = ^(f.-Tfn-2)-
Weer \s n> 2. 
De eerste termen zijn: 
o b ( o b ) i (ab^)l 
(a'b^)l ( o ^ b i i ) l 
Deze rij heeft een limiet. 
Dat wil hier zeggen, dat 
elke volgende term steeds 
dichter bij ( ob^ ) ! komt 
te liggen! 

Voorbeeld 7 

f..i = | f .-^iyi 
Wat je ook voor eerste term 
neemt (behalve nul), steeds 
kom je dichter bij -1 terecht! 

Kun je ook rijen bedenken 
met een interessant gedrag? 

Frank Roos 

P Y T H A 6 O R A S 



PROBLEE 
Onder het kopje 
"Pret zonder w e t " in 
nummer 5 van 1994 
werden een paar eigen-
aardigheden gemeld: 
4! + 1 = 52 
SI + 1 = 1 1 ^ 
7! + 1 = 7 1 ^ 
Dit zijn voorbeelden van 
het probleem van 
Brocard : 
wanneer is n! + 1 een 
kwadraat? 

D E T O T A L E S O M 
• De som van de cijfers 

van 3456 is 18 
•De som van de cijfers 

van 18 is 9. 
• 9 noemen we de 

totale som van de 
cijfers van 3456. 

^ 

M V A N B 
De hierboven genoemde 
oplossingen zijn de enige 
bekende. We kunnen het 
probleem in zijn algemeen-
heid niet oplossen, maar er 
is wel iets over mogelijke 
oplossingen te zeggen. 

O N E V E N 
Elke faculteit > 1! is even. 
Dus alle faculteiten + 1 
zijn oneven. 
Dan zijn de kwadraten van 
het rechteriid ook oneven. 
Dus, als de wortel geheel-
tallig is, is die wortel ook 
oneven. 
n = 2 is geen oplossing van 
n!+1 = k^. 
Alle faculteiten > 2! zijn 
deelbaar door 3. 
Dit betekent, dat de totale 
som van n\ deelbaar is door 
3, dus gelijk aan 3, 6 of 9. 
Van het kwadraat moet dus 
de totale som van de cijfers 
gelijk zijn aan 4, 7 of 1. 
Die som kan natuuriijk niet 
O zijn. 

SYSTEMATISCH 
Z O E K E N 

Overigens is het handiger 
om de faculteiten langs te 
gaan, omdat die veel sneller 
oplopen. 

Alleen 4! + 1 = 5^, 5! + 1 = 
l l ^ e n 7! + 1 = 7 1 ^ bestaan 

P Y T H A<^ O R A S 

ROCARD 
als oplossing voor het 
probleem van Brocard als 
n < 1 0 . 
Door proberen zijn 8! en 9! 
afgekeurd als oplossing. 

Verder kun je zeggen over 
oplossingen voor n > 9, dat 
zij deelbaar zijn door 2, 5 en 
10, en dus door 100, en dus 
op 00 eindigen. 
Het kwadraat moet dus op 
01 eindigen. Dit kan alleen 
voor grondtallen die eindi-
gen op 0 1 , 5 1 , 49 of 99. 
De keuze van de kwadraten 
is daarmee al aardig beperkt. 
Omdat getallen n met 
10 < n < 15 ook niet vol-
doen (nagerekend), geldt 
zelfs dat n\ deelbaar is door 
2*4*5*10*15 = 6000, dus 
dat het kwadraat eindigt op 
001, dus dat k, het grondtal 
van het kwadraat, eindigt 
o p 0 0 1 , 5 0 1 , 2 5 1 , 7 5 1 , 
249, 749, 499 of 999. 

Bovendien is n! deelbaar 
door 9, dus de totale som 
van de cijfers van het kwad-
raat moet 1 zijn. 

Etcetera. Maar een 
algemene oplossing? 
Wie zal het zeggen? 

Whee Ky Ma 



R I J T J E 
stel het zijn de getallen x, x+1 
en x+2. 
Danis(x+1)^ = x(x+2) + 1 

Dat is waar voor elke /, 
dus elk opeenvolgend drietal 
is goed. 

B A S I C V O O R L I M I E T 
Het volgende BASIC-program-
ma is een mogelijke oplossing. 
10 def int k 
20 input"Factor";f 
30 input"Beginteller";t 

40 input"Beginnoemer";n 
50fork=1 to 19 
60 print t/n, 
70 nn=t:t=f*t+n:n=nn 
80 next k 

Als je de gelijke hoeken in een 
Pythagorasvierhoek met de 
diagonalen opzoekt, dan kun 
je daarna het volgende zien: 
de overstaande hoeken zijn 
samen 180". 

Dat heeft als gevolg, dat de 
Pythagorasvierhoek een om-
geschreven cirkel heeft. 
De vierhoek heet dan een 
koordenvierhoek. 

S T A M B R E U K E N 
24 = 4 x 6 e n 4 + 6 = 10 1 

24 
1 1 

4x10 6x10 

De som van de cijfers is 
steeds 9. 
De negende letter is /. 
Ik maak misbruik van het feit, 

dat de meeste mensen niet 
uit het hoofd weten, 
dat / de negende letter van 
het alfabet Is. 

P Y T H A G O R A S 



B E W I J S : S T E L L I N G V A N S T E W A R T 
We zagen de volgende 

vergelijkingen: 

h2 + r^ = b^ (1) 

h^ + (p-ry = x^ (2) 
/i2-H (c - r)2 = o2 (3) 

De oplossing van dit stelsel kan 

als volgt verlopen: 

( 3 ) - ( 1 ) g e e f t c 2 - 2 c r = o 2 - b ^ 

of 

r = ^ J - ^ ^ (7) 
2c 

Dit geeft in (1): 

b2 + C^-02. h^ + i-
2c 

:fa2 

b^ = bl-.[ tP- + C^-C^ }2 . 
^ 2C ' 

(7) en (8) In (2) geeft 

LP- + C^-CP-^2 b^-i-
2c 

(P-
ty^ + c^-a^ 

2c 

y + 

)2 = x2 

b^c+cp^- p{b^+c^-a^) = o(2 

cx^ = pa^ + {c-p)b^ - cp(c-p) 

cx^ = pa^ + qb^ - pqc. 

(fi) De rest moge duidelijk zijn. 

Kun je deze formule ook 

afleiden met de cosinusregel? 

Dat gaat veel sneller! 

Zie zonodig hieronder. 

Vermenigvuldig links en rechts met 4c^, dan: 

4b^<^ - {,b^+c^-a^)^+ {2cp - (b^+cp^-a^)}'^ = 4c^x^ 
Dus: 4ö2c2 - (b2+c2.o2)2 ^ 

+ {4c^p2 - 4cp(b2+c2-o2) + (b^+c^-a^y) = 4c^x^ 

4b2c2 + {4c^p^ - 4cp(b2+c2-o2)} = ^c^x^ 

S T E W A R T M E T D E C O S I N U S R E G E L 
fa2 = p2- •2px«cos6 

qiP- = p^q+ qx^- 2pqx • cosO... (9) 

a^ = q^ + x^ - 2qx' cos(n-6) 

po2=pq^+px^+2pqx»cos9...(10) 

(9)+ (10) geeft: 

qb^ + pd^ = pq{p+q) + x^(p+q) 

Bedenk, dat p+q=c. 

qb^ + pa^ = pq' c + x^ • c 

^ . ^ pa^ + qb'-pqc 

E I G E N S C H A P V A N D E D E E L L I J N 

Q E P 

Cf is de deellijn van ZACB. 

BD is evenwijdig aan £C 

getekend. 

Daardoor zijn 

ZACE = Z D en ZBCE = ZCBD 

P Y T H / \ G O R A S 

Dus is A6CD gelijkbenig en is 

DC=BC=a. 

Vanwege de evenwijdigheid is 
AC:CD = AE:EBofb:a = q:p 

of a : b = p : q 



H I P P O C R A T E S 
Opp. I + opp.ll = 

opp. ene halve cirkel + 

opp. tweede halve cirkel + 

opp. driehoek -

opp. grote halve cirkel = 
^(lo)2+„(lb)2+lob.„(lc)2 = 
(n:4)(a^+b^-c^)+^ab =0 + ̂  ab 

Dus Opp. I + opp.ll = J ab. 

O P P E R V L A K T E N 

De rechter figuur is een hulp- A = l + I 7 1 - V 3 
figuur. 

A = l + I 7 1 - V 3 

Driehoek PQR is gelijkzijdig, dus e = i j i -H lV3-1 
er zijn hoeken van 60° en 30°. 12 2 

Bereken eerst -j C, dan B en C=l - I r t - W 3 
6 4 tenslotte A. 

D E O P T E L T R U C 
413 + 586 = 999 

211 + 788 = ook 999 

Deze vier getallen zijn samen 

2000 - 2. 

Bobbie zet een 2 voor het 

eerste getal ( + 2000 ) en trekt 

van het laatse cijfer 2 af. 

Met deze kennis kun je 

varianten bedenken, 

bijvoorbeeld met vier cijfers 

per getal of drie paren getallen 

van drie cijfers, waarbij je 

3 X 999 = 3000 - 3 gebruikt. 

D O O R L O P E R 
Bij 1 en 3 vert: een palidroom 
blijft gelijk, als je de volgorde 
van de cijfers omkeert. 
Bij 2 hor. en 4 vert.: 
Romeins: C=100 en D=500. 

3 4 5 

8 0 ^ 
2 1 3 0 1 
1 4 8 \~T~ O 

5 4 3 2 1 

P Y T H/A\C O R A S 



D E R E K E N T R U C 
Vermenigvuldig met 18 = 2x9 

geeft een 9-voud. 

Daarvan is de TSC = 9 

20 = 2x9 + 2. 

2x9 erbij optellen laat de TSC 

ongemoeid. 

2 bij het gekozen getal opge-

teld verhoogt de 9 tot 11 en 

TSC(n ) = 1+1 = 2 . 

Dit resultaat is onafhankelijk 

van het gekozen getal. 

D E L E G P U Z Z E L 
De puzzel is niet op te lossen, 

want er zijn maar drie verschil-

lende vormen met oppervlakte 

= 4 mogelijk: een parallel-

logram, een "visgraat" en een 

gelijkzijdige driehoek. 

Op hoeveel wezenlijk verschil-

lende manieren kun je met 

deze stukjes (die in veelvoud 

aanwezig zijn) een regelmatige 

zeshoek met oppervlakte 

= 24 leggen? 

D E R E P E T E R E N D E B R E U K 
a=0,y7Q)7i= 
0 ,17037317073170703 . . .= 

17073 X 0,000010000100001 • • • = 

1 7073 X (10-^ + l O ' o + 10-'5 - I - . . . ) . 

Deze som is een oneindig voortlopende meet-

kundige rij. 

Als -1 < r < 1 en r + r̂  + r̂  + • • • oneindig veel 

termen bevat, dan is de som r:(1 -r). 
Dus 10-5 +10-10+ 10- '5 . 10-5:(1-10-5). 

Vermenigvuldig je deeltal en deler met 105, 

dan krijg je 1:99.999. 

Dan is o = 17073:#5#9#= 7:41. Voila. 

Samengevat: 0,1 7073 = 7:41. 

D E S P I R O G R A A F 
1. Alle figuren zijn krom.^ 
Geen der figuren heeft een 
buigpunt. 
Alle figuren hebben een 
uitwendige raakcirkel. 

1 ̂  In enifele zeldzame gevallen Is een 
deel van de tekening recht. Probeer 
maar eens 90 en 4S tanden, waarbij 
het Ideine wiel binnen de grote draait. 

2. Sommige figuren snijden 
zichzelf: sommige heel vaak, 
sommige soms en sommige 
nooi t 
Sommige figuren hebben een 
inwendige raakcirkel. 
3. Neem aan, dat het aantal 
tanden van het ene wieltje k' a 
is en van het andere wiel k' b. 
Hierin is k het kleinste gemeen-

schappelijke veelvoud van de 
aantallen tandwielen. 
Als het ene wiel b maal rond is 
gegaan, dan is het andere wiel 
o maal rond gegaan. 
De getekende figuur is dan 
gesloten. 
Zou er een verband zijn tussen 
k, aen b en het aantal snijpun-
ten? 

S O M V A N V I J F K W A D R A T E N 
n e N, p e N en n>2. 

(n-2)2+(n-l )2+r72+(n+l )2+(n+2)2 

= 5^2+10 = 5(n2+2) = p2= 5-voud. 

n^+2 moet dan ook een 5-voud zijn. 

Een 5-voud eindigt op O of 5. 

n^ eindigt altijd op O, 1, 4, 5, 6 of 9. 

n^+2 eindigt dan nooit op een O of 5. 

n^+2 kan geen 5-voud zijn. Conclusie: 

vijf opeenvolgende kwadraten leveren nooit als 

som een kwadraat. 

P Y T H A G O R A S 
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