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VAN DE REDACTIE

Dit is het derde nummer van de vijfendertigste jaargang van
Pythagoras. Ook in deze jaargang zullen weer allerlei wiskundige
onderwerpen aan bod komen.

Ook u als abonnee kunt meewerken aan het tijdschrift.

Stuur uw ideeén, wensen, artikeltjes, suggesties, aardigheid-
jes enzovoort naar het redactiesecretariaat.

WAT KUN JE VINDEN
IN NUMMER 3

Op pagina 4 starten we met een puzzel over het nieuwe jaar.

Wat is een magisch vierkant?
In het artikel op pagina 12 lees je er meer over.

Soms zien we de maan iets groter dan de zon maar het is
ook mogelijk dat we de maan iets kleiner dan de zon zien. Hoe is
dat mogelijk? En wat gebeurt er wiskundig gezien bij een zons- of
maansverduistering. Lees verder op pagina 14.

Het principe van volledige inductie wordt gebruikt bij het
‘kwadratisch optellen’ op pagina 22. Dit is weer een voorbereiding
op ‘Middelbaar’ op pagina 23 en ‘Wat een som’ op pagina 25.

Verder wordt onder andere aandacht besteed aan de vol-
gende onderwerpen: ‘De geostationaire baan’, ‘Delen door 4/,

‘De driehoek van Rik’ en ‘Een opvallend verband’.
Hopelijk kan iedereen weer wat van zijn gading vinden.

Veel lees- en puzzelplezier.
Henk Huijsmans

PYTHg}




332 505 353 444 470 385
165 338 186 "y¥ g 303 218
282 455 303 394 420 335
211 384 232 323 349 264
273 446 294 385 411 326
236 409 257 348 374 289

1. Omcirkel een getal in dit schema.

2. Streep de getallen door, die in dezelfde horizontale rij zitten en ook de getallen in
dezelfde verticale kolom.

3. Omcirkel één van de overgebleven getallen en herhaal het voorgaande voorschrift net
zolang tot er geen getallen meer over zijn.

4. Tel de omcirkelde getallen op en vul de uitkomst hieronder in.

5. De redactie van ‘Pythagoras’ wenst iedereen een voorspoedig . . ..

Jan Mahieu

EEN TTTEGEL-
VLOERTIJE
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'$ gUgN KUEeN .
1S DA’f NU EEN DR -

OF EEN NELENVOUDGE
peensreu 7

DRIEVOUDEN
EN NEGENVOUDEN

Bijna iedereen weet wel hoe je vlug kunt nagaan of een
getal deelbaar is door 3 of door 9: onderzoek of de som
van de cijfers van dat getal een 3-voud of een 9-voud is!

Het bewijs hiervan gaat vrij eenvoudig. We zullen het laten
zien voor een getal van vier cijfers. Voor getallen met meer
of minder cijfers loopt het hetzelfde.

Neem een getal x dat van links naar rechts gelezen bestaat
uit de cijffers a, b, c en d.

Dan geldt: x=1000a + 100b + 10c + d.

Dit is ook te schrijven als:
x=a+b+c+d+99%a + 99b + 9c ofwel
x=a+b+c+d+9(111a+11b+0¢)

De laatste term is een 9-voud, zodat je mag concluderen:
Elk getal is gelijk aan een 9-voud plus de som van zijn cijfers.
Dit betekent dat wanneer de som van de cijfers 60k nog
deelbaar is door 9 het getal deelbaar moet zijn door 9.
Wanneer de som van de cijfers niet

deelbaar is door 9 maar nog wel door 3, heb je te maken
met een 3-voud:; en als deze som niet deelbaar is door 3, zal
het getal zelf ook niet deelbaar zijn door 3.

Jan Mahieu
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bedoeld voor diegenen,

567

Dit probleem is

die een beetje kunnen
programmeren

We gebruiken de
cijffers 1 t/m 9 elk
éénmaal om een getal
van 9 cijfers te maken.
Het aantal mogelijke
getallen is 9! = 362880
Eén van die getallen
is 215384976.
Dat is het kwadraat
van 14676.

Ook is
743816529 = 272732,
Kun jij de overige 28
kwadraten vinden,
die uit 9 verschillende
cijfers bestaan?

Het - naar de smaak
van de redactie -
mooiste programma
met uitdraai wordt
gepubliceerd.

Je bent vrij in de keus
van je programmeertaal.
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PYTHAGORAS

Stuur je
oplossingen
naar,
Pythagoras
Olympiade
TUE Faculteit
Wiskunde en
Informatica
Hg 9.84
Postbus 513
5600 MB
Eindhoven

Vermeld bij

je oplossing

je naam, adres,
school en klas.
Stuur bij je
antwoorden
altijd een
verklaring.

Je kan insturen
tot 1 maand na
het verschijnen

van deze
Pythagoras.

Veel succes.

Sander van Rijnswou,

Wim Oudshoorn.

OPGAVES
Eén oplossing van de vergelijking n'975=1995" is n=1995.

Bewijs dat dit de enige oplossing is waarbij n geheel en positief is.

We kregen min of meer correcte oplossingen van: Murat Duran,
Gerben de Klerk, Florien Allaart en H. Verdonk.

Merk op dat 1995" deelbaar is door 1995, en dus is n'99> ook
deelbaar door 1995. Elke priemfactor van 1995 moet dus een
deler van n zijn. De ontbinding van 1995 is 3.5.7.19.

Daarom is n deelbaar door 3, 5, 7 en 19 en dus door 1995.
Vervang n door 1995k, de vergelijking wordt dan

(19954)'7%°= 19951995k

Door links en rechts de 1995ste-machts wortel te trekken krijg je
1995k = 1995k,

Het is dus voldoende om alle geheeltallige oplossingen te vinden
van 1995K1=k. k=1 is de oplossing die correspondeert met
n=1995. Alle inzenders concludeerde nu dat de grafiek van het
linkerlid sneller stijgt dan die van het rechterlid.

Het kan ook anders.

Door gebruik te maken van het binomium van Newton kunnen
we de volgende afschatting maken, hierbij veronderstellen we
dat k groter is dan 1.

(1994+1)K1 > 1(k-1) + (k-1)« 19941« 15625 14 (k-1) = k

Voor k groter dan 1 zijn er dus geen oplossingen, voor k=1
hebben we de oplossing n=1995 en voor k=0 hebben we ook

geen oplossing.
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OLYMPIADE

OPGAVE 6
We maken een lijst met daarop alle getallen
die als cijfers tien maal een 1 en tien maal
een 2 hebben.
Het getal 11122111122221212122 staat
bijvoorbeeld ergens op die lijst.
a. Bewijs dat het aantal getallen op onze lijst
even is.
b. Als we de lijst sorteren naar grootte, wat
zijn dan de middelste twee getallen?
We kregen correcte oplossingen van Florian

Allaart, Gerben de Klerk, Murat Duran.

De volgende oplossing is van Marieke Quant:
a. Je gaat een nieuwe lijst van paren van
getallen maken. Pak een getal van de oude
lijst en maak daarbij een nieuw getal door

alle enen door tweeén en alle tweeén door

enen te vervangen. Dit paar zet je op de
nieuwe lijst. Je gaat verder door een nieuw
getal te pakken, dat nog niet op de nieuwe
lijst staat, en hierbij ook alle enen door
tweeén te vervangen. Dit kun je steeds
herhalen want het kan niet voorkomen dat
je een getal pakt die niet op de nieuwe lijst
staat maar waarvan de gepaarde wel op de
nieuwe lijst staat.

Dus zijn er een even aantal getallen.

b. Uit a volgt dat er evenveel getallen zijn
die met een één beginnen als die met een
twee beginnen. Het zijn dus het hoogste
getal dat met een één begint en het laagste
getal dat met een twee begint.

Dit zijn: 12222222222111111111 en
21111111111222222222.

NIEUWE OPGAVEN

OPGAVE 10

Bewijs dat voor alle positieve reeéle ge-
tallen ab+bc+ ca < a?+ b%+ .

OPGAVE 9
Teken een driehoek met zijn zwaartelijnen.
(Zwaartelijnen gaan vanuit een hoekpunt
naar het midden van de overstaande
zijde.) De zwaartelijnen verdelen de drie-
hoek is zes gebieden. Bewijs dat deze zes

gebieden dezelfde oppervlakte hebben.

PYTHAGORAS
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DE GEOSTATI

Een geostationaire satel- DE VIERDE WET

liet draait met een zo-
danige snelheid om de
aarde heen, dat hij ten
opzichte van het aard-
oppervlak stil lijkt te
staan.

Op welke hoogte lukt dat?
Voor hoeveel geostationaire
satellieten is er ruimte?
Welk deel van het aard-
opperviak bestrijkt hij?

VAN NEWTON

Deze wet luidt: elk tweetal
massa’s trekt elkaar aan met
een kracht, die evenredig is
met elk van de massa’s en
omgekeerd evenredig met
het kwadraat van hun af-
stand. Die kracht heet de
gravitatiekracht. In formule:

F grav = Ge f";";'z

Hierin zijn m; en m, de
beide massa’s, d hun
afstand, van middelpunt
tot middelpunt. De even-
redigheidsconstante G heet
de gravitatieconstante.

CENTRIPETAALKRACHT
Om een voorwerp met
massa m met een constante
snelheid v in een cirkelbaan
met straal r te laten rondlo-
pen, is voortdurend een
constante kracht F nodig,
die het voorwerp de bocht
om trekt. Die kracht heet
centripetaalkracht, ook wel
middelpuntzoekende
kracht. Zijn grootte is

PYTHAGORAS
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CIRKELVORMIGE
SATELLIETBAAN

Als een kunstmatige satelliet
met massa m, rondom de
aarde met massa m, be-
weegt, dan is de baan
meestal elliptisch. Wij be-
schouwen een cirkelvormige
baan in het equatoriale vlak.
Dan is de straal r van de
cirkelbaan even groot als de
afstand van de aarde tot de
satelliet, dusd=r.

De benodigde centripetaal-
kracht wordt nu geleverd
door de gravitatiekracht.
Dat leidt tot:

Fc - Fgrov
"
n?f = mSTS end=r

Gm
=

De snelheid v in de baan is
de omtrek van de baan,
2nr, gedeeld door de om-
loopstijd T. Dan

_2nr
T

(2nryz _ Gmg
/4 r

+ A GmaT?
4n?

1%

GEOSTATIONAIR

Eisen we tenslotte, dat de
satelliet niet ten opzichte




NAIRE BAAN

aarde. Dat is 10,7 x zo hoog
als de geostationaire satelliet.
Vanaf de aarde heb je steeds
hetzelfde uitzicht op de
maan. Omgekeerd: vanaf

van het aardoppervlak
beweegt, dan moeten de
aarde en satelliet dezelfde
kant opdraaien en de
omloopstijd T moet voor
beide 24 uur zijn. Vanaf
zo'n satelliet heb je steeds
het zelfde uitzicht op aarde.

de maan gezien is de aarde
lunastationair!

VOOR HOEVEEL

SATELLIETEN IS ER

RUIMTE?
De omtrek van de geostatio-
nair baan is 265,5 Mm. Als
we om de 10 km een satel-
liet zouden plaatsen, dan is
er ruimte voor ruim 26 dui-
zend van die apparaten.

REKENEN

De noodzakelijke gegevens
zoeken we op:

G =6,6726 x 1011 Nm?kg~?
m, = 5,976 x 102 kg

T =24 uur = 86400 s

Dan berekenen we, dat
r=42,25 Mm (megameter)
is. Dat is gerekend tot het
middelpunt van de aarde.

WELK DEEL VAN HET
AARDOPPERVLAK
BESTRIJKT HI1)?
Als je een plakje van een bol
afsnijdt, dan heet zo’n plak-
je een bolsegment.

We vinden de hoogte boven
het aardoppervlak door

hier de straal van de aarde =
6,378 Mm af te trekken.

De hoogte van een geosta-
tionaire satelliet is dus

35,87 Mm. In de wandel-
gangen zegt men 36 duizend
km. Deze satelliet vervangt
een zendmast op de eve-
naar met een zelfde hoogte!

Op zo'n vorm heb je uit-
zicht, als je vanuit de geo-
stationaire satelliet naar de

MAAN aarde zou kijken. De opper-
De maan staat op een af- vlakte kun je berekenen met
stand van 384 Mm van de 2nr,, qeh waarinr,_ . de

PYTH‘GORAS

straal van de aarde isen h
de hoogte van het bolseg-
ment. De berekening van h
lukt met de volgende figuur,
waarin de cirkel de evenaar
voorstelt.

sa-
tel-
liet

C

aardbol

De driehoeken ABC en ADB

zijn gelijkvormig, dus:

AB: AC=AD: ABof

AD = AB? : AC.

AD =(6,378 Mm)?: 42,25Mm
=0,96 Mm.

h=AE-ED=r-0,96 Mm

h=5,42 Mm

WERELDDEEL GEO

Het door de satelliet bestre-
ken aardoppervlak noemen
we het werelddeel Geo.

A




Het oppervlak van Geo is
dan 2nr,, ,.h=

21 X 6,378 Mm x 5,42 Mm
=217 Mm?,

TER VERGELIJKING
De oppervlakte van de
gehele aarde is
4nr2 = 511 Mm?,

Geo is dus 42 % van het

aardoppervlak of 85% van
een halfrond. Europa heeft
een oppervlakte van circa
10 Mm?,

GEOGRAFISCHE
BREEDTE

De cosinus van hoek BAC

in de vorige figuur is
6,378 Mm : 42,25 Mm.
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Die hoek is dan 81°.

Dat betekent, als je op
aarde op de meridiaan door
de geostationaire satelliet
staat, dat televisie-ontvangst
mogelijk is tussen 81°
noorderbreedte en 81°
zuiderbreedete (zie figuur).

Meer naar oost of west
wordt het geografische
breedtegebied, waarin con-
tact met de satelliet moge-
lijk is, smaller. Op de twee
meridianen, die 81° van de
meridiaan door de geosta-
tionaire satelliet staan, is de
breedte nul geworden.

Zie de tekening.

Nog verder naar oost of
west reikt de satelliet niet.

Tjalie Wéry

SALARISPROBLEMEN

Je hebt eindexamen
gedaan en je verkeert in
de gelukkige omstandig-
heden, dat je uit twee
banen kunt kiezen. Beide
firma’s bieden je een con-

&

tract aan voor vijf jaar.

Het beginsalaris bij beide
firma’s bedraagt
£20.000,— per jaar.

De eerste firma garandeert
een opslag van f800,- per

PYTHAGORAS
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jaar; de tweede firma een

opslag van f300,- per

halfjaar.

Welke baan kies je?

Oplossing: zie pagina 29.
Bob de jongste




DELEN DOOR 4

m en n zijn positieve gehele getallen. MOGELIJKHEID 1

voor driehoek (a=2mn, b=m?-n?, c=m*+n?)
Een nieuwe stelling: m=4p en = 4g+1
als we de zijden van de primitieve b=(4p)?-(4g+1)? = viervoud + 3 en
Pythagorasdriehoek c=(4p)2+(4g+1)? = viervoud + 1
(a=2mn, b=m?-n?, c=m?+n?) delen door 4,
dan geeft MOGELIJKHEID 6
1 de zijde 2mn altijd rest 0, m=4p+2 en = 4g+3
2 de zijde m?-n? altijd rest 1 of 3 en b=(4p+2)?-(4g+3)? = viervoud + 3, dus rest
3 de schuine zijde m?+n? altijd rest 1 3 na deling door 4

¢ = (4p+2)2+(4g+3)? = viervoud + 1

In 2mn is of m of n even. Dan is 2mn deel-

baar door 4. Dat betekent dat de rest O is, Als je zo alle mogelijkheden afwerkt, dan
als je deelt door 4. krijg je:
HET BEWI)S VAN 2EN 3. m2-n? | n=4q|n=4q+1|n=4g+2 | n=4q+3 |
Als je een getal deelt door 4, dan is de rest m=4p 3 3
0, 1, 2 of 3. In verband hiermee schrijven m=4p+1 1 1
we m=4p+r en n=4q+s. Hierin zijn ren s te m=4p+2 3 3
kiezen uit 0, 1, 2 en 3.
m=4p+3 | 1 1
m en n mogen geen gemeenschappelijke
delers hebben en ze mogen niet tegelijk
oneven zijn. In de volgende tabel geeft de mP+n? | n=4q |n=4G+1|n=4q+2 | n=4¢+3
letter b deze uitsluitingen aan. m=4p 1 1
m1= toegestane mogelijkheid 1 m=4p+1 1 1
m2 = mogelijkheid 2, enzovoort. m=4p+2 1 1
n=4g+0 |n=4g+1|n=4q+2|n=4q+3| |mM=4p+3 | 1 1
m=4p+0| b mi b m2
m=4p+1| m3 b m4 b In de tabellen staan resten na deling door 4.
m=4p+2 b m5 b mé Hiermee is de steling bewezen.
m=4p+3| m7 b m8 b
Frank Roos
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MAGISCHE (TO\/J

leder vierkant is magisch
als het een numerieke
eigenschap heeft die het
uniek maakt. De meest
gebruikte regel is, dat de
getallen in elke
horizontale, verticale of
diagonale regel de zelfde
som opleveren.

Hoe meer overeenkomsten
er kunnen worden gevon-
den of gemaakt, des te
machtiger en magischer is
het vierkant.

De ruimte die door elkgetal
wordt ingenomen heet cel
en geen enkel getal mag
meer dan één maal in het
zelfde vierkant voorkomen.
De orde van het vierkant
wordt aangegeven door het
aantal cellen in de horizon-
tale en verticale rijen.
Magische vierkanten van de
eerste en de tweede orde
bestaan daarom niet.

Eén van de bekendste
tovervierkanten is de
MELANCOLIA, een gravure
gemaakt door de Duitse
schilder Albrecht Durer
(1471-1528). Deze gravure
maakte hij in 1514.

Dat jaartal zie je onderaan in
het midden.

Hoe je dit vierkant ook
bekijkt, de som van de
getallen in een horizontale,
verticale of diagonale rij is
steeds 34. Bovendien is de
som van elk tweetal getal-
len, gespiegeld ten opzichte

PYTHAGORAS
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van het middelpunt van dit
vierkant gelijk aan 17.
Twee paar van deze gespie-
gelde getallenparen leveren
dus ook steeds samen als
som 34. Het oudste beken-
de magische vierkant is van
Lo Shu, die circa 2200 jaar
voor Christus leefde.
Hoogst waarschijnlijk zijn
de magische vierkanten van
Chinese of Indische oor-
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sprong en hebben zij in
oude tijden via Arabié hun
weg naar ons gevonden,
samen met andere geeste-
lijke voortbrengselen uit
het Verre Oosten zoals het
schaakspel.

In de 14e eeuw hield de
Byzantijner Moschopoelos
zich bezig met de theorie
van de magische vierkanten;

in de 16e eeuw de wiskun-

dige Michael Stifel en in de
17e eeuw werd dit werk op
diverse plaatsen met succes
voortgezet Ook in de Joodse
Kabbala kan men de magi-
sche vierkanten aantreffen.

MAAK ZELF JE
MAGISCHE VIERKANT!

Voor het maken van een
magisch vierkant met een
oneven orde bestaat een
vrij eenvoudige procedure.
We zullen dit geven voor
zo'n vierkant van de orde 5.

- zet de getallen steeds neer
in een cel, één naar rechts
en één naar beneden;

- ga vanuit een cel van de
onderste rij één kolom naar
rechts naar de cel op de
bovenste rij;

- ga vanuit een cel in de
rechterkolom één rij lager
naar de linkerkolom;

- als de cel waar je naar toe
moet al bezet is, of als je in
de cel rechts onder bent,
ga dan één of meer cellen
naar boven,tot je een lege
cel hebt.

PYTHAGORAS
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"R)VIERKANTEN

In de figuur hieronder zie je
dit gedeeltelijk uitgevoerd
voor een vierkant met orde 5.

11138 22
10112 3
4 | 6 |13

5 7 |14 |16
17 1 8115

Er zijn uiteraard veel meer
mogelijkheden, maar een
magisch vierkant volgens
deze procedure geeft in elk
geval, behalve gelijke som-
men, ook nog dat twee
cellen, die spiegelsymme-
trisch zijn ten opzichte van
de middelste cel, steeds
dezelfde som opleveren.

Magische vierkanten met
een even orde leveren veel
meer problemen op.

Toch zijn hiervoor ook
algemene regels.

Wie wil proberen hier op
te reageren?

Bob de Jongste en JanMahieu
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EEN RINGVORMIGE M

Wie een klein beetje ver-
stand van sterrekunde
heeft moet bij deze titel
wel zijn wenkbrauwen
fronsen!

TOEVAL
Het lijkt puur toeval, dat de
maan en de zon vanaf de
aarde gezien vrijwel even
groot zijn. Er is geen enkel
rationeel argument voor te
bedenken. lets nauwkeuri-
ger gezegd geldt: we zien
de middellijn van de zon en
de maan beide als een boog
van circa 0,52°.

VARIATIES

Zowel de afstand aarde-
maan als de afstand aarde-
zon vertonen gering varia-
ties, maar niet in hetzelfde
tempo. De oorzaak van die
variaties is, dat de baan van
de maan om de aarde niet

precies cirkelvormig is, maar

enigszins elliptisch. Het-
zelfde geldt voor de baan
van de aarde om de zon.

GEVOLGEN

De gevolgen hiervan zijn,
dat wij de de maan soms

iets groter en soms iets klei-
ner zien dan de zon. Heel
soms lijken ze precies even
groot.

Kun je zelf met gegevens uit
een encyclopedie de groot-
ste en kleinste boog waar-
onder we de maan waar
kunnen nemen, berekenen?
Zie zo nodig bladzijde 29
en Pythagoras #5 van 1994
bladzijde 18 vanwege
excentriciteit.

ECLIPS
Zoals je weet, wordt tijdens
een zonsverduistering of
een zon eclips het zonlicht
tegen gehouden door de
maan. We staan tijdens de
eclips in de schaduw van de
maan en we “zien” dan het
silhouet van de maan.

Kun je zelf uitrekenen hoe-
veel km? de oppervlakte van
de slagschaduw van de
maan op de aarde is, als je
uitgaat van loodrechte zon-
nestand? Zie zo nodig blad-
zijde 31 van Pythagoras #6
van 1994. Gebruik dezelfde
techniek.

TOTALE
ZONSVERDUISTERING

Als de maan tijdens de zons-
verduistering net iets groter
moet lijken te zijn dan de
zon, dan is de zonsver-
duistering totaal. De corona
is dan zichtbaar. Ook de
gekartelde rand van de
maan is dan waarneembaar
ten gevolge van de aanwe-
zigheid van de vele kraters.

RINGVORMIGE
ZONSVERDUISTERING

Als de maan in de buurt van
zijn apogeum staat, het punt
van zijn baan, dat het verst

van de aarde verwijderd is, dan
lijkt de maan op zijn kleinst.

perigeum

apogeum
‘ maan Pog

aarde

p—2% A

baan van de maan
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Als de aarde in de buurt van
haar perihelium staat, het
punt van haar baan, dat het
meest nabij de zon is, dan
lijkt de zon op zijn grootst.

perihelium aphelium

aarde

zon

baan van de aarde

Als aan genoemde twee
voorwaarden tijdens een
zonsverduistering is vol-
daan, dan is een ringvormi-
ge zonsverduistering waar-
neembaar.

PERIODEN
De tijd, die de maan nodig
heeft om vanaf zijn apo-

ANSVERDUISTERING

geum weer opnieuw het het TOTALE MAANS-

apogeum te komen is een
anomalistische maand.

Die is 5 uren en 36 minuten
langer dan een siderische
maand (een volledige
omloop van de maan ten
opzichte van de “vaste-ster-
ren-achtergrond”).

De tijd, die de aarde nodig
heeft om van perihelium tot
perihelium te komen is een
anomalistisch jaar. Dat is 25
minuten langer dan het tro-
pische jaar, waarop onze
kalender is gebaseerd.

De genoemde verschillen
onstaan, doordat de ellips-
banen zelf heel langzaam
ten opzichte van de sterren-

achtergrond roteren.

PYTHA

AGORAS
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VERDUISTERING

Omdat de schaduw van de
aarde veel groter is dan de
maan, kan er “never-nooit-
not-een keertje” een ring-
vormige maansverduistering
ontstaan. Zie eventueel
Pythagoras #6 van 1994,
bladzijde 4 en 5.

ZELF EEN
VERDUISTERING
MAKEN

Ga nu eens tijdens volle
maan naar buiten en neem
een stel verschillende mun-
ten mee. Houd er één tus-
sen duim en wijsvinger.
Kun je de maanschijf ermee
bedekken?

Of krijg je een ringvormige
maansverduistering?

Kun je met metingen en
berekeningen voorspellen,
wat je verwachten kunt?

Zie zo nodig bladzijde 29.

Frank Roos
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N-KRAN'S

Een nieuw object is een n-krans. Dat is een krans
van een nader te bepalen aantal regelmatige
n-hoeken. Dat moet zodanig gebeuren, dat de
figuur “keurig sluit” en dat er een omgeschreven
cirkel is. Deze definitie garandeert niet, dat de n-

krans voor elke n bestaat!

DE 3-KRANS
We leggen een aantal
congruente regelmatige
(gelijkzijdige) driehoeken in
een krans neer. We hebben
er zes nodig om de kring te
voltooien.
We noemen de verkregen
figuur een 3-krans.

DE 4-KRANS
Nu maken we een 4-krans,
door vier vierkanten in een
kring te leggen.

DE 6-KRANS
De 6-krans laat iets nieuws
zien: als we zes congruente
regelmatige zeshoeken in
een krans leggen, dan hou-
den we in het midden een
gat over.

De omtrek van dat gat is
weer een regelmatige zes-
hoek, die congruent is met
de andere.

DE 5-KRANS
Weer een nieuwe verrassing
geeft de 5-krans, die uit
tien, congruente regelmati-
ge vijfhoeken bestaat.
De omtrek van de leegte in
het midden is deze keer
een regelmatige tienhoek,
waarvan de zijden even

v H

lang zijn als de zijden van
de regelmatige vijfhoeken.

SLUITEND?

Zou deze figuur perfect slui-
ten? Een figuur is slechts
een hulpmiddel; je mag er
geen bewijskracht aan ont-
lenen. De schrijver heeft er
moeite mee gehad een
nette tekening te krijgen.
Regelmatige vijfhoeken zijn
nu eenmaal lastig om te
tekenen. De figuren konden
net zo goed op de volgende
twee manieren uitpakken:

een gat

overlap

i




HOEKEN
Bl) DE 5-KRANS

De hoek van een regelmati-
ge n-hoek kun je berekenen
met 180°-(360°:n). Ga dat
zelf na door de regelmatige
n-hoek in n congruente
driehoeken te verdelen met
de toppen in het midden
van de n-hoek.

Bij een hoekpunt van de
vermeende tienhoek heb-
ben we te maken met
20.+ 3 = 360",

Hierin is o de hoek van
een regelmatige vijfhoek.
o = 180°-(360":5) = 108".
Danis R =144,

EEN EIGEN ONDERZOEK

De hoek van een regel-
matige tienhoek is
180°-(360°:10) = 144",

Dat klopt dus. Als we
verder vertrouwen op de
symmetrie van de figuur,
dan is aannemelijk gemaakt,
dat de tien vijfhoeken netjes
op elkaar aansluiten, maar
een vlijmscherp bewijs is dit
niet! Wie van de lezers kan
wel een “sluitend” bewijs
leveren? ( Let op de woord-
speling! ) De beste inzen-
ding wordt gepubliceerd.

DE 8-KRANS

biedt twee mogelijkheden:

Zie je overigens, wat niet
helemaal goed is aan deze
twee tekeningen?

Zou de 7-krans ook al twee
mogelijkheden bieden? Wat
is het criterium?

Vanaf welke n krijg je zelfs
drie mogelijke kransen?

Elke zijde van elke n-hoek heeft lengte z. Hoe gaat deze tabel verder?

n-hoek aantal omsloten oppervlak van de omsloten
n= in krans figuur figuur per z2 per n-hoek
3 6 punt 0 0
4 4 punt 0 0
5 10 reg.10-hoek 7
6 6 reg.6-hoek 3W3:4 1
7
8-nrl 4 vierkant 1 (V2-1):2
8-nr2 8 16-hoek

Wat is bij een willekeurige n-krans het doorslaggevende argument, dat je een perfect gesloten
krans krijgt? Ook hier zijn interessante resultaten welkom ten behoeve van publicatie.

Frank Roos




AARDIGHEDEN UIT
DE GETALLENTHEORIE

HET PROBLEEM VAN WARING.

Elk natuurlijk getal is te  Het is opvallend dat hier geen eenvoudige generalisatie

schrijven als de som van  of veralgemening van bestaat. Dit is ‘het probleem van

hooguit 9 derdemach- Waring'.

ten, 19 vierdemachten,

37 vijfdemachten en Door Hilbert is wel bewezen dat bij iedere exponent n
73 zesdemachten. een getal g(n) te vinden is, waarvoor geldt dat elk vol-
We hebben het natuur- doend groot getal geschreven kan worden als de som

lijk steeds over positieve  van hoogstens g(n) n-de machten.
gehele machten.
Er geldt bijvoorbeeld:
Elk voldoend groot getal is de som van hoogstens 137

zevende machten.

Het is echter ook nu nog moeilijk vast te stellen waar de

grens ligt van ‘voldoende groot’.

Het blijkt verder dat er bij de derde- en vierdemachten

E ! E:' i :l ! i- slechts een eindige verzameling maximale gevallen is.
S Rl il v e et Een voorbeeld is 319, dat op twee manieren als de som

zameling B. van precies 19 vierdemachten te schrijven is (minder

Elk element van de verzame- kan niet!):

ling B heeft de eigenschap C.

Dan heeft A de eigenschap C. 319 =44 124 .24 1 24 L1494 1% 4 e 0o 4+ 14

bt e, 319=34 4344394294+ 24+ 24+ 24 4 14 + o 00 414

Elk lid heeft een moeder.

Dus de vereniging heeft een

moeder.

il Whee Ky Ma
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ONTBINDING VAN X*"+1

x2+1 is niet te ontbinden POGING 2

in factoren. Stel, dat x*+1 te ontbinden is in (x2+ax+1)(x*-ax+1).

In feite is geen van Dit kun je herschrijven tot x*+(2-a?)x?+1.

de vormen ax?+bx+c Deze vorm moet voor elke x gelijk zijn aan x*+1.

te ontbinden, als de Dan moet a?=2 zijn.

discriminant Dus: * +1=(2+V2ex+ 1) (x2-N2ex+1).

b%-4ac < 0 is. De beide kwadratische vormen zijn niet verder te ontbin-
In dat geval heet den, omdat hun discriminant -2 < 0 is.

ax2+bx+c irreducibel.

Dus: x2 + 1 is niet te ontbinden in factoren.
1= +V2ex+1) (@ -V2ex+1).

Het is zelfs zo, dat x*"+1 = (x21+V2« x"+1) (22« x"+1)
Hopelijk kun je dat zelf nagaan.

x*1+2 4 1 is in het algemeen veel moeilijker te ontbinden,
maar het kan wel. Stel bijvoorbeeld:

X104 1 = (x+ax*+bx2+1) (X +cx2+1)

Laten we de haakjes eens wegwerken.

We doen dat met “een vermenigvuldiging onder elkaar”:

x6+ax?+bx2+1
x4+ cx?2+1

x4 ax8+ bx®+ x4

cx8 + acx6 + bex + ox?
x64+ ax*+bx? +1
i el ER i o ) Ll +

e X104 (a+0)x8+(b+ac+1)x6+(1+bc+a)x4+(b+C)x%+1

Nu willen we x*+1 ontbin- L 4

den Omdat dit gelijk moet zijn aan x'° +1,

' vindenwe c=-a, b=-¢c, en b= a.

POGING 1 Dan is a?-a-1 = 0 of a = 1 (1£V5).

Vervang x? door p, dan heb- Dat resulteert in

ben we x*+1 = p*+1. Deze X0 41 =(x+ax*+ax®+ 1)(x*-ax? + 1)

vorm is niet te ontbinden. met of a =12 (1+V5) of a =% (1-V5).

Op grond van deze korte

redenering menen de mees- Ontbind nu zelf X6 + 1.

ten, dat x*+1 irreducibel is. Zie zo nodig bladzijde 29. Tjalie Wéry

N




EEN OPVALLEND

Dat je onverwacht tot aardige ontdek-
kingen kunt komen, weet bijna ieder-
een. Een docent wiskunde uit Berkel
en Rodenrijs overkwam zoiets bij het
maken van een proefwerk.

Het resultaat vind je hiernaast.

Voor een wiskunde-B groep 5 VWO maakte
ik onderstaande opgave voor een proefwerk.

Gegeven is de functie f(x) = x2.

Lijn / is de raaklijn aan de grafiek in P(a,a?).
Lijn / snijdt de x-as in A en de y-as in B.
De oppervlakte van AOAB s 2. Zie figuur 1.

/
|
!" i

a. Druk de coordinaten van A en Buitin a.

b. Stel een algemene vergelijking op van de
raaklijn /.

c. Bereken de oppervlakte van viakdeel OAP,
ingesloten door de grafiek van f, de lijn /
en de x-as.

Voor een tweede groep, die even later een |
proefwerk moest maken over dezelfde stof |
heb ik f{(x) = x> vervangen door f(x) = x3.

Deze leeerlingen moesten de oppervlakte
van AOAB berekenen met als gegeven dat
de oppervlakte van vlakdeel OAP gelijk was
aan 63.

Tot zover niets bijzonders. Voor een inhaal-
proefwerk, enige dagen later, nam ik
gemakshalve f(x) = x* en de oppervlakte
van AOAB gelijk aan 36.

Bij vergelijken van de uitwerkingen van de
opgaven kwam er een opvallend verband
te voorschijn.

fix) a A B P opp. opp. Opf

e | | AOAB  OAP | AAC
2 2/(¢a0) O0-c) 24 2 2| 2
33 2a0)|0-20% 3.27) 54 63 1.
22 Ga0) (030" (216) 36 36 4

Het volgende doet zich voor:

f(x) = x> geeft: opp. OAP =

3+ opp. AOAB =

2
f(x) = x> geeft: opp. OAP=1. opp. AOAB =
321_ | *Opp. AOAB

f(x) = x* geeft: opp. OAP =1,

15
421 ] * °oPP- AOAB

« 0pp. AOAB =

&
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VERBAND

Hoe zit dit bij f(x) =x"?

De vergelijking van de raaklijn in P(a,a") isdany=n«a™ «x+(1-n).a".
Je krijgt dan A(%-a, 0)en B(0, (1-n)-a™) .

Evenzois OB=1I1-nl.a".

Noem opp. AOAB= O(n) en opp. viakdeel OAP= W(n).

1)2
Dan geldt O(n)= 7 Nl.ae(n1).a"= (”2_:?_) . a"+1
n
V(n):jx "dx - Opp. AABC = 1, - a™- 37 A= 20(n+1)" 9!

: ) W(n) B 1 B 1
Dit levert dan op: o= (Yl = w1

De gevonden regelmaat zet dus door!

Als ook nog AACP in het geheel betrokken wordt en f(x) = x % met p>qg en
x>0 (x<0 toegestaan als % €N) en opp. AACP = W(n) dan gelden:

O(m) =((22-1)+V(n) en O(n)=((%)*1)+ W(n)

Als p < g dan wordt door de raaklijn aan de grafiek van f(x) = x% de negatieve x-as en de
positieve y-as gesneden. Zie figuur 2.

y
P
A
B 0 >
Nu kan worden aangetoond, dat:
O =((£2-1)+V(n) en  O(n)=((5 1) W(n) AJ. van Westreenen

PYTHAGORAS
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KWADRATISCH
OPTELLEN

We gaan de volgende stelling bewijzen met

het principe van de volledige inductie.

124224324004 + (-1)24+0?% = n(n+1)(2n+1):6.

Hierin is n een natuurlijk getal.

PENKPLAN

Het denken verloopt als volgt.

A) We veronderstellen, dat de bewering
juist is voor n=k.

B) Vervolgens proberen we met A) aan te
tonen, dat de bewering ook juist is voor
n=k+1.

C) Als dat gelukt is, dan proberen we de
juistheid van de bewering aan te tonen
voor een kleine waarde van n, bijvoor-
beeld n=2.

D) Als dit alles gelukt is, dan is de stelling
bewezen voor elk natuurlijk getal > 1.
Immers als de stelling waar is voor n=2,
dan is hij volgens B) ook waar voor n=3.

Als de stelling waar is voor n=3, dan is hij

volgens B) ook waar voor n=4.
Enzovoort.

UITVOERING VAN HET PLAN
A) Neem aan, dat
124224324 o oo 4+ (k-1)24k% = k(k+1)(2k+1):6
juist is.
B) Nu gaan we één term verder dan bij A).

In het linkerlid krijgen we
(124224324 o o o + (k-1)2+k%} +(k+1)2.

Volgens A) kunnen we dit vervangen door
k(k+1)(2k+1):6 + (k+1)% .......... *

In het rechterlid gaan we k vervangen door
k+1: (k+1)((k+1)+1)2(k+1)+1):6 ...... o

Nu maar hopen dat * en ** aan elkaar gelijk
zijn!
k(k+1)(2k+1):6 + (k+1)? =
(k+1)((k+T1)+1)(2(k+1)+1):6

k(k+1)(2k+1) + 6(k+1)% =
(k+1)((k+1)+1)(2(k+1)+1)

Deel links en rechts door (k+1):
k(2k+1) + 6(k+1) = (k+2)(2k+3)
2k%+k + 6k+6 =2k%+3k+4k+6

Gelukkig is dit correct voor elke k.

C) Kies n=2, dan wordt de stelling
1%2422= 2x3x5:6
Dat klopt.

D) We hebben hiermee de stelling bewezen
voor elke n>1, mits n een natuurlijk ge-

tal is.

Een toepassing van deze stelling zien we in
het volgende artikel.

Frank Roos

&
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MIDDELBAAR

“Middelbare leeftijd” HET KWADRATEN- HET REKENKUNDIGE

heeft in de wiskunde GEMIDDELDE GEMIDDELDE.

een heel andere beteke-  Vvan een verzameling getal- Het gewone gemiddelde

nis dan in het dagelijkse len is per definitie het reken- van een verzameling getal-

leven! kundige gemiddelde van hun  len heet eigenlijk het
kwadraten. rekenkundige gemiddelde.

Dat gemiddelde is bij lange EEN VOORBEELD

na niet altijd geheel, laat Kiezen we de getallen

staan een kwadraat. 4, 5 en 6, dan is het kwa-
dratengemiddelde
(4245246%):3 =77:3=25%.

Dit is geen geheel getal.
De middelbare waarde van
4,5en 6isdan V252~ 5,1
Het rekenkundige gemid-
delde van 4, 5 en 6 is van-
zelfsprekend 5.

EEN BIJZONDER
VOORBEELD

Kiezen we de getallen 3, 6
en 9, dan is het gemiddelde
van de kwadraten 48.

De middelbare waarde

~ 6,9 is geen geheel getal.

Er geldt dan
32462492 = 6,92+6,92+6,92.
DE MIDDELBARE Het bijzondere aan dit voor-
WAARDE beeld is, dat het kwadraten-
van een verzameling getal-  gemiddelde wel een geheel
len is de wortel uit het getal (48) is, maar geen
kwadratengemiddelde. kwadraat.

PY T HA
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‘ !Alsa>benb>c ,

dan geldta > c
Ik pas in mijn jurk.
Mijn jurk past in mijn koffer.

Dus ik pas in mijn koffer.

Julie

EEN HEEL BIJZONDER

VOORBEELD

30%+782+782 = 662+662+662.
Het kwadratengemiddelde
van 30, 78 en 78 is dus 662.
Het heel bijzondere is het
geheel zijn van de middel-
bare waarde van 30, 78 en
78, namelijk 62.

STELLING
Voor elke verzameling getal-
len geldt, dat de middelbare
waarde m groter is dan de
rekenkundig gemiddelde
waarde g; alleen als alle
getallen van de verzameling
gelijk zijn, dan is
m=g.
Als a het kleinste en b het
grootste getal zijn, dan
geldt:
asg<m<hb.

Bij de vorige voorbeelden

Kun je de stelling zelf
bewijzen voor een ver-
zameling van twee
getallen?

Zie zo nodig bladzijde 30.

MIDDELBARE
LEEFTIJD

Het zal duidelijk zijn, dat
volgens het voorgaande
de middelbare leeftijd van
leerlingen in een vierde
klas HAVO ver onder de
middelbare leeftijd zit
volgens de gangbare
betekenis!

Wat zou nou toch
“middelbare” school bete-
kenen?

zien we: Frank Roos
verzameling gemiddelde middelbare
getallen waarde waarde
4 5 6 - = 5,066+«
3 6 9 6 < 6,480+ « -
30 78 78 62 < 66
r 17 17 17 = 17

wvervorao MIDDELBAAR |
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WAT EEN SOM!

152+ 162+ 172+ « + « +1642+165% =
1002+1002+100%+ « - « +1002+1002.
Zowel links als rechts staan 151 termen!
Kun je het handig narekenen?

Als je het voorbeeld bekijkt dan valt eerst
op, dat in het linker lid een som van 151
opeenvolgende kwadraten staat.

Dan valt op, dat rechts eigenlijk 151 x een
kwadraat staat. Dat kwadraat is het gemid-
delde van de 151 kwadraten van de
natuurlijke getallen 15 t/m 165.

Het verschil deze twee sommen is 1510000.
1524 162+ 1724+ + ++164%2+ 1652 is dan
1510000.

De som bevat 165-14 = 151 termen.

Met 151 x 1002 kunnen we de juistheid
controleren.

NOG ENIGE VOORBEELDEN
324 42444 + 4600246012 = 599 x 3482,
10241124+ « « + 7324 742 = 65 x 462.
Intrigerend is
2224232444+ +682 =47 x 472 = 473

Tenslotte valt op, dat de middelbare waarde yEEL TERMEN

100 een geheel getal is.

OPEENVOLGENDE KWADRATEN
Kan het gemiddelde van een aantal opeen-
volgende kwadraten ook een kwadraat zijn?
Uit het voorgaande voorbeeld blijkt, dat
het gemiddelde van alle kwadraten van
15 t/m 165 1002 is. Uit dit voorbeeld blijkt,
dat het kan!

NAREKENEN
Een zeer handig hulpmiddel is de volgende
formule:

124224324 e oo+ (n-1)2+n% = n(n+1)(2n+1):6.

Hierin is n een natuurlijk getal. Het bewijs
vind je twee artikelen terug.

Gebruiken we hem eerst voor n=165,
dan vinden we, dat de som van de
eerste 165 kwadraten

165 x 166 x 331 :6=1511015is.
Met n= 14 vinden we de som van de
eerste 14 kwadraten.

Datis 14 x 15x 29 : 6 =1015.

P Y 9

Opvallend is, dat alle voorbeelden, die ik
met mijn computer vond, een groot aan-
tal termen bevat. Het voorbeeld met het
minste aantal termen, dat ik heb gevonden
is 424524+ « « 43324342 = 31 x 217

31 termen dus.

EEN EIGEN ONDERZOEK
Het is duidelijk, dat het gemiddelde van
twee opeenvolgende kwadraten geen
kwadraat kan zijn. Hoe zit het met drie of
vier termen? Zie zo nodig bladzijde 31.

PROBLEEM
Wat is het kleinste aantal opeenvolgende
kwadraten dat een kwadratisch gemiddelde
oplevert? We zijn benieuwd of er een lezer
is, die zo’n minimum door redeneren kan
vinden. Ook vragen we de computerfielen
een voorbeeld te leveren met zo min
mogelijk termen. Vanzelfsprekend worden
de beste oplossingen gepubliceerd.

Frank Roos
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DE DRIEHOEK V¢

Getallen kun je op verschillende manieren in een REKENKUNDIGE R1)
driehoekig patroon plaatsen. Bekend is de driehoek  De laatste term op rij nis
van Pascal. Rik de Bo uit Maarkedal in Belgié onder- nummer 1 n(n+1) in de
zocht een driehoek met oneven getallen. driehoek.

DE PRIEHOEK VAN RIK .
De waarde van die laatste

1 1

2; 3 s term uit de rekenkundige
i§1,3,5, 000 i

B 7 9 e St n(': )

® 131517 19 e=1+2.{——2+__-1}=

5y 21 23 25 2729 il

Als we bij deze driehoek de De som van alle getallen

som van alle getallen van tot die laatste term is
de eerste n rijen berekenen, 1+3 454 s0e4P=
dan krijgen we een interes-  aantal termen x gemiddelde
sante regelmaat: van de termen =
In de tweede kolom zien we
de rij driehoeksgetallen. 1 1 s bl 2_
HET GROOTSTE : . L(e+)x3(148) = (3(e+ 1)}
In de derde kolom de rij
PRODUKT derde machten van natuur- {L”;l )2
Van de ciffers 1 tot en lijk getallen.
met 9 moet je twee getallen ._
el van il rijnummer = . totale totale
i ] aantal getallen aantal som per rij
cijfers een één getal van vier = - | I il
—13
cijfers. Je gebruikt elk cijfer 1 1 Tl
precies éénmaal. 2 3 W
Welke zijn de twee getallen,
. e zijn e- g.a 3 6 97 = 38
die bij vermenigvuldiging
het grootste produkt geven? 4 10 - 64 =43
De oplossing staat op 5 15 | )& =43
bladzijde 31.
Bob de Jongste n ‘ % n(n+1) n
@ PYTHAGORAS




N RIK

SAMENVATTING
Enerzijds is de som van alle
getallen tot de laatste term
1342343340 e o (n-1)3403,

Anderszijds is die som

{ n(r;+1) 12

Dus de eindconclusie
moet zijn, dat

De som van de getallen

in een oneven-getallen-

driehoek met n rijen is
134234334 eee s (n-1)3403 =

{ n(rl"2+1 ) }2

OPGAVE
Bekijk een oneven-getallen-

driehoek met 19 getallen

ENKELE PUZZELT

DE EZEL EN HET MUILDIER

Een rekenkundig raadsel
van de hand van Euclides,
de Griekse meester der
meetkunde.

Een muildier en een ezel
stapten, beladen met zak-
ken, over een weg.

De ezel steunde en zuchtte
onder de zware last. Het
muildier merkte dat en zei
tot zijn metgezel:"Waarom
ween je en jammer je?
Dubbel zo veel als jij zou ik
dragen, indien je mij een
zak van jouw last gaf.

Zou je echter een zak van

mij nemen, dan zouden
wij beiden de zelfde last
dragen!”

Hoeveel droeg elk der
beide dieren?

Voor de gevorderde
wiskunstenaars geen
probleem, maar een leuk
kluifje voor de beginners.

De oplossing kun je

vinden op pagina 30.

Bob de Jongste

PYTHA

op de laatste regel.
Hoeveel getallen zitten er
in die driehoek?

Bereken

13423433400 0 41834193,

Wat is de som van de cijfers
van al die getallen in de
driehoek?

Zie zo nodig bladzijde 30.

RIJKSDAALDER
WISSELEN

Op hoeveel manieren kun je
een rijksdaalder wisselen?
We hebben stuivers, dubbel-
tjes, kwartjes en guldens om
dit karwei te klaren.

Maak eens een programma
voor de PC om het uit te
rekenen.

Kun je ook met een redene-
ring de oplossing vinden.
Zie pagina 30 voor de
oplossing.

Bob de Jongste
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DES LEZERS PENNENVRUCHT

De redactie ontving twee

nieuwe bewijzen voor ri

p
g +
Zie Pyth.1 van 1995. Zij kwamen uit
elkaars buurt: één van Will van den
Aungen uit Venlo en één van

Leon v.d. Broek uit Nijmegen.
Wij publiceren de bijdrage van Leon.

e
g 7P

Omgekeerd is elk drietal niet geordende
positieve getallen (a;b;c) met abc =1

te schrijven als

L
aGbo=(—i—i—
@b =(ci7ig)
Het gegeven probleem is dan als volgt te
formuleren: toon aan, als abc = 1 is, dat dan

a+b+c 2 3 is.

STAP

Om het bewijs te kunnen leveren ontwerpen
we eerst een serie van twee handelingen.
Die serie noemen we STAP.

Ten eerste: vervang het kleinste getal door
het produkt van de grootste en de kleinste.

Ten tweede: vervang het grootste getal
door 1.
Dus als a<b<c, dan STAP(g;b;c) = (ac;b;1)

EFFECTEN VAN STAP
Het produkt van het nieuwe drietal getallen
blijft 1.

+r>3
Ths

Echter is de som van het nieuwe drietal klei-
ner dan de som van het oude drietal, want
ac+b+1 = a+a(c-1)+b+1

< a+(c-1)+b+1 = a+b+c.

Dus ac+b+1 < a+b+c.

De ongelijkheid
a+a(c-1)+b+1 < a+(c-1)+b+1
is juist, omdat 0 <a <1 en ¢>1 zijn.

BEWI)S VAN A+B+C>3

Bekijk abc = 1. Als g, b en ¢ niet elk de waarde
1 hebben, dan is minstens één groter dan 1
en minstens één tussen 0 en 1.

STAP(a;b;c) = (acb;1)

Nog steeds is uit (ac;b;1) één groter en één
kleiner dan 1, dus op volgorde van grootte
is dat drietal (ac1;b).

Passen we nu STAP op dat laatste drietal toe
gan: STAP(ac1;b)=(abc1;1)y=101;1;1).

Het produkt is weer gelijk aan 1 gebleven,
maar de som is nogmaals kleiner geworden
en die som is nu 3.

Dus dan is a+b+c > 3 en daar ging het om.

ALGEMEEN

Met dezelfde procedure STAP toont Leon
aan, dat a+b+c+d+e > 5 is als abcde = 1 is.
Algemeen: de som van n positieve termen
is minstens n als het produkt van die n
termen 1 is.

PYTHAGORAS

T




DE MAAN

Je moet de grootste en de kleinste Noem die d. De hoek a, waaronder
afstand van de aarde en de maan je de maan ziet heeft een tangens,
kunnen vinden. die gelijk is aan 4 is. Nu zijn de uiter-
Noem de (variabele) afstand €. ste waarden en de gemiddelde
Ook de middellijn van de maan waarde van de waarnemingshoek
moet je opzoeken. te bepalen.

d

MAANSVERDUISTERING

Stel, dat de afstand van je oog tot je ~ de munt waarnemen een tangens, \
gestrekte hand met de munterin €is  die de' is. Als die hoek < 0,52° is, |
en dat de middellijn van de muntd  dan kun je een ringvormige maans-

is, dan heeft de hoek waaronder we  verduistering verwachten.

SALARISPROBLEEM |

Maak eens een loonstaatje. Je ziet In de tweede baan heb je na vijf jaar |
dan dat je na vijf jaar in de eerste f113.500,- ontvangen. |
baan f108.000,— hebt ontvangen. Welke baan is dus de beste?

xXé+1

Stel X6+1 = (x*+ax2+1)(x+1). Dan moet a = -1 zijn.

PYTHAGORAS
¥
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M = muildier; E = ezel.
M+1=2(E-1)=2E-2.
M=2E-3
2(M-1)=2(E+1)
2M-2=2E+2
2M = 2E + 4

M=E+ 2.

Het aantal manieren is 214. 100

Een eenvoudig program- };g
ma zonder franje is: 130
140
150

Hier uit volgt:
2E-3=E +2
E=5
M=7

RIJKSDAALDER WISSELEN

z=1 160 print z;g;k;d;s
for g=0 to 2 170 z=z+1

for k=0to 10 180 next s

for d=0 to 25 190 next d

for s=0 to 50 200 next k

if 100*g+25*k+10*d+5*s=250 210 next g

then 160 else 180 220 end

We hebben de twee willekeurige
getallen a en b.

Dan is

g = (a+b):2 en m = {(a?+b?):2}.
Isnug<m?

Is (a+b):2 < V{(a?+b?):2)?

Dan moet (a+b)?:4 < (a®+b?):2
zijn of

a?+2ab+b? < 2(a?+b?) of

0 < a?-2ab+b? of

(a-b)?2 =2 0.

Dat is waar voor elke a en b. Het
gelijkteken geldt alleen als a=b is.

Isa<gofisa<(a+b)/2?
2a < a+b of a < b klopt.

Is m < b of (a?+b%):2 < b2?
a?+b?2<2b? of a®<b?ofa<h
klopt!

DE DRIEHOEK VAN RIK

Het aantal getallen is het 19-de driehoeksgetal.

Dat is % %19 x20=190.
1342343340 . 41834193 = (19 x

20: 2)2 = 36100

De som van de getallen in de driehoek is ook 36100.

PYTHAG
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DRIE TERMEN
Het gemiddelde van de drie
opeenvolgende kwadraten
(a-1)2, a® en (a+1)? is a?+ 4.
Als dit ook een kwadraat is,
dan kan dit gemiddelde
slechts gelijk zijn aan het
tweede kwadraat, omdat er
sprake is van opeenvolgende
kwadraten.
Dan moet a? = a%+ 2.
Dat is onmogelijk!
Het gemiddelde van drie
opeenvolgende kwadraten
kan dus geen kwadraat zijn.

VIER TERMEN

Het gemiddelde van de vier
opeenvolgende kwadraten
(a-1)2, @, (a+1)2 en (a+2)? is
02+a+1% . Als dit ook een
kwadraat is, dan kan dit
gemiddelde slechts gelijk zijn
aan het tweede of derde kwa-
draat, omdat er sprake is van
opeenvolgende kwadraten.

EERSTE GEVAL:

az+a+1% = a2 of a=-1% ;
Die voldoet niet,want a moet
een positief geheel getal zijn.

TWEEDE GEVAL:

(a+1)2 = az+a+1—12~ of a=% :
Dat mag niet, want a is een
geheel getal.

Het gemiddelde van vier
opeenvolgende kwadraten

kan dus geen kwadraat zijn.

HET GROOTSTE PRODUKT

Een bekende rekenregel zegt:
als de som van twee getallen
constant is, dan wordt het pro-
dukt groter naarmate het ver-
schil kleiner wordt.

Het bewijs van deze regel
staat hierna.

BIJVOORBEELD
a+b=13ena-b=1.
Danisa=7en
b=6enab=42.

Het is duidelijk, dat de hoog-
ste cijfers zover mogelijk naar
links moeten worden
geplaatst en als we dan de
bovenstaande regel toepas-
sen, moeten wij het kleinere
ciffer in de bovenste rij zetten

om het verschil zo klein
mogelijk te houden:

9 96 964 9642 9642
8 87 875 8753 87531

87531 x 9642 = 843973902.
Een groter produkt zal je niet
vinden.

BEWI)S

Stel de twee niet-negatieve
variabele getallen zijn x en y,
terwijl hun constante som s is.
x-y = v = variabel verschil.

x+y = s = de constante som.
Lossen we uit deze twee
vergelijkingen x en y op, dan:
x=T(s+V)eny= 3 (sV)

PYTHAGORAS
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Het produkt xy is %(s+v)(s—v)
= 2(s?-v2).

Dit produkt wordt inderdaad
groter, als lvl afneemt van
maximaal s tot minimaal 0.
Het bewijs is geleverd.

Het maximum van xy is +s2
en wordt bereikt als v=0,
dusals x=y=1s.

Kun je nu zelf de volgende
regel bewijzen?

Het product van twee getallen
is constant.

De som van die getallen wordt
kleiner, naarmate hun verschil

&\

kleiner wordt.
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