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Met dit dubbelnummer van Pythagoras wordt jaargang 35 afgesloten. In dit laat-
ste nummer van Pythagoras treft u weer diverse bijdragen van lezers aan. Het verheugt
de redactie dat op onze oproep om mee te werken diverse abonnees gereageerd hebben.
Ook u kunt meewerken aan het tijdschrift. Stuur uw ideeén, wensen, artikeltjes, sugges-
ties, aardigheidjes enzovoort naar het redactiesecretariaat.

Met ingang van dit nummer dienen alle reacties, bijdragen enzovoort gestuurd
te worden naar NIAM ter attentie van Siska Ket. Het adres is Neuhuyskade 94, 2596 XM
Den Haag.

Frank Roos, Jan Mahieu en Henk Huijsmans stoppen om diverse redenen met het
redactiewerk.

Onder auspicién van de Nederlandse Onderwijscommissie voor de Wiskunde
(NOCW) is een brede schrijversgroep gevormd en een nieuwe redactie samengesteld.

Deze redactie zal onveranderd veel aandacht besteden aan onderhoudende
wiskundeproblemen, interessante wetenswaardigheden en de Pythagoras Olympiade.
Daarnaast komen er nieuwe onderdelen, zo zal er elke jaargang een onderwerp op
thematische wijze in de belangstelling geplaatst worden. Komend jaar is dat ‘Chaotische
dynamische systemen’ onder redactie van prof. F. Takens.

Verder komen aan bod: * Een geschiedenisrubriek ‘Varia Historica’., ® Een inter-
netrubriek, over het internet en de wiskunde die daarop te vinden is. ® Een computer-
rubriek, met medewerking van prof. H. Lauwerier.

Tenslotte krijgt Pythagoras een homepag, waarop nu al informatie te vinden is over de
inhoud van het eerste nummer.

Het adres is: http:/ / www.fwi.uva.nl/ misc/ pythagoras/

Op de Olympische Spelen in Atlanta zijn op diverse loopnummers uitstekende
prestaties geleverd. Is er verband tussen de tijden op de diverse loopnummers?
Lees verder op pagina 8.

De Stelling van Fermat staat volop in de belangstelling. Zie pagina 12.
Op pagina 22 vind je een aantal eigenschappen van regelmatige veelhoeken.

Verder wordt onder andere aandacht besteed aan de volgende onderwerpen:
‘Kransen’, ‘Trillingen’, ‘Cyclische rijen’, ‘Even en oneven functies’ en ‘Breuksplitsen’.

Hopelijk kan iedereen weer wat van zijn gading vinden.

Veel lees- en puzzelplezier.
Henk Huijsmans
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Stuur je
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naar,
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Olympiade
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Stuur bij je
antwoorden
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Pythagoras.

Veel succes,

Wim Oudshoorn,
Ronald Luijk,
Sander van Rijnswou.

A

(pythagoras 1, jaargang 35)
Je hebt gewichten van 1,2,3,...,n-1 en n kilo. Voor welke n kan je de
gewichten verdelen in twee groepen met gelijk gewicht.

We ontvingen vier oplossingen waarvan 2 helemaal correct.
De oplossingen kwamen van Gerben de Klerk, Murat Durant, Marie-
ke Quant en Florian Allaart.

Om de gewichten in twee groepen van gelijk gewicht te verdelen
moet de som van alle gewichten even zijn.

De som van alle gewichten is:

142+, 4n=(1+n)+(2+n-1)+...= n(n+1).

Dit moet even zijn, dus moet n(n+1) een viervoud zijn. Als n een vier-
voud plus 1 of een viervoud plus 2 is is de gevraagde verdeling dus
niet mogelijk.

Als n een viervoud is, dus van de vorm 4k, dan kunnen we de
volgende verdeling maken:

3n2
4 n-3

2k-1 2k+2
2k 2k+1

GroepA:1n
Groep B : 2 n-1

Als n een viervoud plus 3 is, dus van de vorm 4k-1, dan werkt de
volgende verdeling:

6n2 .. 2k 2k+3
7 n-3 2k+1 2k+2

GroepA:12 4n
GroepB: 3 5n-1

(pythagoras 1, jaargang 35)
Vind een afbeelding fvan N naar N met de eigenschap f"(n) en waar-
voor f(35) zo klein mogelijk is. Een f die voor de hand ligt is f(x)=x, en
hierbij is f(35)=35.

[Opmerking f(x) betekent dat je de functie f n maal moet toepassen.
Dus bijvoorbeeld f3(3)=f(f(f(3)))].
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Deze opgave bleek erg moeilijk want we kregen maar een correcte oplossing van Gerben de
Klerk. Hieronder volgt een aangepaste versie van zijn oplossing.

Zij k het kleinste getal, groter dan nul, zodat f%(35)=35. We kunnen dit illustreren met het
volgende plaatje.

35— f(35) ——> 2(35) ——> F3(35)—...—>fk1(35)

A

Deze k is ook het kleinste getal waarvoor geldt f%(f(35))=A(35).

In de opgave staat dat f33(35)=35, dus k is kleiner of gelijk aan 35. We beweren dat k een
deler is van 35. Deel 35 door k met rest: 35=ak+r. Dan is de rest r groter gelijk nul en kleiner
dank. Als we nu f(35) uitrekenen krijgen we

FI(35)=F(FK(35))=F(FK(FX(...(35)...)))=F(FK(35)) =
=9 41(35)=f35(35)=35.

Omdat k de kleinste waarde groter dan nul is zodat fX(35)=35, zien we dat r gelijk is aan nul
en dus is k een deler van 35.

Het is nu niet moeilijk te zien dat k ook een deler is van f(35). Immers k is het kleinste getal
waarvoor fX(f(35))=(35) en als we het argument voor 35 herhalen met f(35) zien we dat
k het getal f(35) deelt.

f(35) is dus een veelvoud van k, met k een deler van 35.

f(35) is dus minstens k en k kan de waarden 1,5,7 of 35 aannamen.
Als k=1 dan geldt dat f(35)=f'(35)=(35)=35.

Nu weten we dus dat {35) minstens 5 is.

Als k=5 dan kunnen we de volgende functie vinden:

f(35)=5
f(5)=10

f(10)=15
f(15)=20
f(20)=35

en f(n)=n voor alle andere n.
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(Pythagoras 3, jaargang 35)

Teken een driehoek met zijn zwaartelijnen.
(Zwaartelijnen gaan vanuit een hoekpunt
naar het midden van de overstaande zijde.)
De zwaartelijnen verdelen de driehoek is zes
gebieden. Bewijs dat deze zes gebieden
dezelfde oppervlakte hebben.

Deze opgave is correct opgelost door Murat
Duran, Florian Allaart, Gerben de Klerk,
Bart van de Woestijne, Marieke Quant en

door H. Verdonck.

Deze oplossing is van Bart.

T

M

C

De driehoeken in het plaatje hebben we met
romeinse cijfers genummerd. Lijnstukje AM is
even lang als MB en de hoogte van driehoek
| is gelijk aan die van driehoek Il dus de
oppervlakte van | is gelijk aan de oppervlakte
van Il.

Evenzo is de oppervlakte van Ill gelijk aan
die van IV en die van V aan VI. Ook de drie-
hoeken AMC en MCB hebben gelijke basis

en gelijke hoogte.

Dus: Oppervlakte van II+llI+IV=Oppervlakte
van 1+VI+V.

Met het bovenstaande word dit
2xOppervlakte IV=2xOppervlakte V.

Op deze manier kunnen we ook inzien dat
Oppervlakte Il gelijk is aan Oppervlakte III.
Nu zien we dat de oppervlakten van alle
driehoeken aan elkaar gelijk zijn.

Opmerking: Je weet nu dat oppervlakte |+lI
gelijk is aan § van de oppervlakte van de
hele driehoek. Dat betekend dat de hoogte
van ABZ ook § moet zijn van de hoogte van
ABC. Je kan nu makkelijk zien dat ook ZM een
derde is van CM.

Met andere woorden, de zwaartelijnen in
een driehoek verdelen elkaar in een ver-

houding van 2:1.

(Pythagoras 3, jaargang 35)
Bewijs dat voor alle positieve reéle getallen
ab+bc+ca<a?+b?+c2.

Deze opgave is correct opgelost door Murat
Duran, Florian Allaart, Gerben de Klerk,

Bart van de Woestijne, Marieke Quant en
door H. Verdonck.

De volgende oplossing kregen we van
Marieke Quant.

Kwadraten zijn altijd positief dus hun som
ook: 0=(a-b)2+(b-c)%+(a-0)?.

Haakjes wegwerken geeft
2ab+2bc+2ac<2a?+2b%+2¢2.

Hieruit volgt de som direct.

(Merk op dat de som niet helemaal correct
was, er is gelijkheid als a=b=c)

PYTHAGORAS

4

N




Van twee gehele positieve getallen reken ik de som uit, het
verschil, het product en het quotient. Deze vier uitkomsten
tel ik bij elkaar op.

Het resultaat is 219, Geef alle mogelijke begingetallen.

Een leraar geeft een van zijn vervelende leerlingen het
volgende strafwerk op. Hij moet 1 woord overschrijven van
hoofdstuk 1 en 2 woorden uit hoofdstuk 2, 3 woorden uit
hoofdstuk 3 etc. Als hij de woorden uit de hoofdstukken 1
tot en met 14 heeft opgeschreven is hij precies op de helft.
Hoeveel hoofdstukken heeft het boek.

Je hebt 32 lucifers verdeeld over drie stapels. Je mag lucifers
van een stapel naar andere stapel verplaatsen maar alleen als
je het aantal lucifers in de tweede stapel daarmee verdubbelt.
Bijvoorbeeld, je hebt stapels met 10,15 en 7 lucifers.

Dan mag je dit veranderen in 20,5,7 of 3,15,14 of 10,8,14.
Kan je altijd, hoe de lucifers in het begin ook verdeeld zijn,
een stapel maken met daarin alle lucifers.

¢ Inde figuur staat een parallellogram ABCD.

y K is het midden van zijde AD en L het
midden van zijde BC. De bissectrice vanuit

L hoek A snijdt KL in M, de bissectrice vanuit
hoek C snijdt KL in punt N.
Druk de lengte van lijnstuk MN uit in de

B lengte van de zijden AB en BC.
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Wanneer je tijden die
gelopen worden in de
atletiek gaat uitzetten in
een grafiek, is er op het
eerste gezicht geen dui-
delijk verband te vinden.
Anders wordt het als je
gebruik gaat maken van
dubbellogaritmisch
papier, dat is grafieken-
papier, waar zowel op
de horizontale als op de
verticale as gebruik
gemaakt wordt van een
logaritmische schaal.

afstand d

100 m
200 m
400 m
800 m
1000 m
1500 m
2000 m
3000 m
5000 m

tijd
9,855
19,72s
43,295
1:41,73
2:12,18
3:28,68
4:50,81
7:25,11
12:56,96

10000 m 26:52,53
20000 m 56:55,6
21101 m 1 uur
42,195km 2u 06:50

afstand d
100 m
200 m
400 m
800 m

1000 m

1500 m
2000 m

3000 m
5000 m
10000 m

tijd
10,495
21,34s
47,60s
1:53,28
2:30,60
3:50,46
5:25,36
8:06,11
14:37,33
29:31,78

42,195km 2 u 21:00

naam

Leroy Burrell (VS)

Pietro Mennea (It)

Harry Lee Reynolds (VS)
Sebastian Coe (GB)
Sebastian Coe (GB)
Noureddine Morcelli (Alg)
Said Aiouta (Mar)
Noureddine Morcelli (Alg)
Haile Gebreselassie (Eth)
William Segel (Ken)
Arturo Barrios (Mex)
Arturo Barrios (Mex)

Belayneh Densimo (Eth)

datum
6-7-1994
12-9-1979*
17-8-1988
10-6-1981
11-7-1981
6-9-1993
16-7-1987
2-8-1994
22-7-1994
22-7-1994
30-3-1991
30-3-1991
17-4-1988

*is onlangs verbeterd

naam
Florence Griffith (VS)
Florence Griffith (VS)
Marita Koch (DDR)
Jarmila Kratochvilova(Tsj)
Tatjana Proviclochina (SU)
Qu Yunxia (Chi)

Sonia O’Sullivan (GB)
Wang Junxia (Chi)

Ingrid Kristiansen (No)
Wang Junxia (Chi)

Ingrid Kristiansen (No)

PYTHAGORAS

Y

datum

16-7-1988
29-9-1988
6-10-1985
10-6-1981
20-8-1978
10-9-1993

8-7-1994
13-9-1993

5-8-1986

8-9-1993
21-4-1985
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Laat t de tijd zijn in secon-
den. Zet de getallenparen
(d,t) uit op dubbelloga-
ritmisch papier.

Je krijgt dan een grafiek
zoals in figuur 1.

Je ziet dat zowel bij de
mannen als bij de vrouwen

10¢
9
8
de punten nagenoeg op een | -
rechte lijn liggen. ;
Een nader onderzoek naar de | =

~

mate van de samenhang kan
gedaan worden met behulp

van ‘Correlatie en Regressie’, ‘Z

de laatste jaren een keuze- > i

onderwerp bij wiskunde A N i 2

van het vwo. , WEERR]) B

Deze samenhang wordt | E

uitgedrukt in een getal, de B P l TITmL 11
meetpapier - wormer H 11473

pmcc r (de produkt-

w o aune>

a > >u@Og

@z

08 1 i N
4 567890 a0’

x-as log verdeeld 1.10"  y.as log ~verdeeld 110* Eenheid 50 mm

2 3 4 5678

moment-correlatie-coéfficiént), dat ligt tussen -1 en 1.

Bij een pmcc 0 is er totaal geen lineaire samenhang.
Wanneer de pmcc gelijk is aan -1 of aan 1 is er sprake van
een volledig lineair verband.

Het berekenen van de pmcc is een vervelend werk waarvoor
gelukkig de computer gebruikt kan worden.

Neem x=logd en y=logt.

Xy —Xey

pmcc r= ————
SD(x)+SD(y)

Hierin stelt SD de standaarddeviatie van alle getallen x
respectievelijk y voor.

Met de computer kun je ook de vergelijking van de ‘best
passende lijn’ bij de punten vinden. Zo'n lijn wordt bepaald
met behulp van de methode van de kleinste kwadraten.
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Daarbij wordt gekeken naar de verticale afstanden van de
gegeven punten tot een lijn.

De beste lijn is dié lijn, waarbij de som van de kwadraten
van de afstanden van deze punten tot die lijn minimaal is.

Invoeren van de gegevens van de wereld-records levert op:

som x :43.71 som x : 35.0847
som y :32.4534 som y : 25.9406
som x-kwadraat : 154.8421 som x-kwadraat :117.644
som y-kwadraat : 90.85665 som y-kwadraat : 68.3385
som x maal y 1179129 som x maal y : 89.14839
pmcc r :.9990474 pmcc r :.9995666
lijn: y=1.116679x- 1.258203 lijn: y=1.116663x- 1.203381

Je ziet dat zowel bij de mannen als bij de vrouwen de
samenhang bijna optimaal is.

De lijn op dubbellogaritmisch papier heeft de vergelijking
y=ax+b.

Dus logt = alogd + b.

Dat geeft als formule t=c.d?.

Wat rekenen levert de formules:
mannen: t=0,0552 d1.1167
vrouwen: t=0,0626 d1.1167

Verrassend is hierbij dat de beide exponenten pas na de
vierde decimaal gaan verschillen.

De verschillen in de tijden komen tot stand door de twee
constanten.

Grote vraag: zullen nieuwe records in de toekomst leiden
tot aanpassing van de constanten of van de exponenten?
Kan een biofysicus deze empirisch gevonden regel mis-
schien theoretisch onderbouwen?

Jan Mahieu
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Zeer fascinerend is
de manier waarop
priemgetallen op de
getallenlijn zijn ver-
deeld. We bekijken
een paar aspecten.

Aardigheden uit de

** De priemgetallen zijn erg onregelmatig verdeeld: er zijn
af en toe grote gedeelten op de getallenlijn waar helemaal
geen priemgetallen voorkomen. Er zijn ook veel priem-

getallen-tweelingen, zoals (3,5), (11,13), (17,19) en (29,31).

Het verschil van zo’'n paar is 2.
Het is niet bekend of er oneindig veel van deze tweelingen
bestaan.

** De aantallen priemgetallen kleiner dan 10", met nvan
1 tot en met 10, zijn de volgende:

nM= 4  n6)= 78.498
n2)= 25 n(7)=  664.579
n3)= 168 n(8)= 5.761.455
n4)=1229  n@9 = 50.847.534
n(5)=9592  n(10)=455.052.511.

** Het aantal priemgetallen kleiner dan n nadert

asymptotisch
tot — 21 en schommelt daar omheen.
In(n)

Dit is de priemgetalstelling.

** \/oor elke n groter dan 48 bestaat er een priemgetal
T 9

tussen of gelijk aan nen Zn.

** Voor elke n groter dan 117 bestaat er tussen nen

priemgetal van elk van de vormen: 4m+1, 4m-1, 6m+1 en

6m-1.

een

** Nog niet bewezen: tussen twee opeenvolgende kwa-
draten n en (n+1)? ligt altijd tenminste één priemgetal.

Whee Ky Ma
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De stelling van

Pierre de Fermat
(1601-1665) was een
Franse jurist die als hobby

veel aan wiskunde deed.
Hij correspondeerde met
bekende geleerden van
zijn tijd over zijn ontdek-
kingen. Hoewel hij lang
niet alles bewees, bleken
achteraf veel van zijn
uitspraken waar te zijn.
Alleen duurde het soms
honderden jaren voordat
iemand een bewijs vond.

Priemgetallen zijn natuurlijke getallen, die alleen door 1
en zichzelf deelbaar zijn. Bijvoorbeeld 2, 3, 11, 43.

Er bestaat geen formule die je alle priemgetallen geeft.
Fermat dacht dat hij een formule had gevonden die altijd
priemgetallen oplevert, namelijk A(n) = 227 + 1.

Hij voelde zich zo zeker van zijn zaak dat hij in de bloemrijke
taal van zijn tijd daarover zei: ‘Ik heb er geen bewijs van,
maar zo’'n groot licht verlicht mijn denken, dat ik slechts
met moeite mijn woorden zal herroepen.

Als je een paar van deze zogenaamde ‘Fermatgetallen’
uitrekent: A0)=3, K1)=5, K2)=17, R3) =257,

H4) = 65 537, H5) =4 294967 297, zie je dat ze al snel
ontzettend groot worden. Het aantal cijfers verdubbelt elke
keer ongeveer.

Dit maakt het erg moeilijk om te kijken of de getallen priem
zijn. Zeker in die tijd, toen alles nog met de hand werd uit-
gerekend.

Tot en met H4) lukte dat nog wel, maar het is niet zo
verwonderlijk, dat Euler pasin 1738 ontdekte dat A(5)
deelbaar is door 641. Pech voor Fermat! (Zie ook Pythagoras
van juli 1994.)

Sterker nog, het lijkt juist of het tegendeel van zijn vermoe-
den waar is: tot nu toe is er nog geen nieuw Fermatgetal
gevonden dat priem is!

H6) tot en met A21) zijn geen van allen priem.

Begin 1995 werd bekend dat ook A22), een getal van
maar liefst 1 263 612 cijfers, niet priem is.

Een ander vermoeden van Fermat heeft te maken met
Pythagoreische drietallen.

Dit zijn drietallen natuurlijke getallen die aan de stelling
van Pythagoras voldoen: a2 + b? = 2.

PYTHAGORAS

N




Een bekend geval is 32 + 42 = 52,

Zoals de trouwe Pythagoraslezers weten bestaan er oneindig
veel van deze voorbeelden.

Je krijgt ze allemaal door k en m willekeurig te kiezen en
dan uit te rekenen: a = k?- m? , b= 2km , ¢ = k*+ m?.

Neem bijvoorbeeld k=2 en m=1.

Fermat wist dit ook, want het stond in een van zijn boeken
over getaltheorie. In de kantlijn had hij erbij geschreven:
Cubum autem in duos cubos quadratoquadratos, et generaliter
nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos
eiusdem niminis fas est dividere: cuius rei demonstrationem
mirabilem sane detexi. Hanc marginis non caperet.

Latijn was toen de wetenschappelijke voertaal; tegenwoor-
dig zou hij Engels, of gewoon zijn eigen taal, Frans, hebben
gebruikt. Vrij vertaald staat er:

Een derde macht is nooit de som van twee derde machten,

en ook voor hogere machten is dit nooit zo. Ik heb hiervoor
een prachtig bewijs, maar het past helaas niet in de kantlijn.
Eigenlijk zegt Fermat hier dat er geen natuurlijke getallen

a, b en ¢ zijn waarvoor geldt: a" + b" = "

als n minstens drie is.

Waarschijnlijk kwam hij er later achter dat zijn prachtige
bewijs niet helemaal klopte, want hij is er in zijn brieven
nooit meer op teruggekomen.

Wel weten we dat hij een bewijs had voor n=4 en waar-
schijnlijk ook voor n= 3.

Hoewel het vermoeden van Fermat waar leek te zijn, lukte
het maar niemand om een bewijs te vinden. Dat wil heel
wat zeggen, want in de honderden jaren die ondertussen
verstreken zijn, hebben er erg veel begaafde wiskundigen
aan gewerkt.

Zo was bijvoorbeeld al bekend, dat n groter moest zijn dan
4 000 000, wilde er een oplossing zijn.Ook zijn een aantal
‘bewijzen’ geleverd die later toch fout bleken te zijn.
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Ben je een

Draai je om zodat je
met je rug naar je
toehoorders staat.

Vraag iemand om een
getal van drie cijfers op
te schrijven. Laat hij of zij
hetzelfde getal er achter
zetten, zo dat er een
zescijferig getal ontstaat.
Ik neem nu als voorbeeld
563563. Zeg nu dat dit
getal gedeeld moet
worden door zeven.
Uitkomst: 80509.

Dit getal moet daarna
door elf gedeeld worden.
Uitkomst: 7319.
Geef vervolgens de
opdracht door 13 te
delen. Je krijgt nu de
oorspronkelijke drie cijfers
terug: 563.

Met een mooi verhaal er
omheen, kun je je
vrienden verbijsteren.

Het mysterie is simpel.
Elk drie-cijferig getal, dat
zich herhaalt tot een zes-

cijfferig getal is deelbaar
door 1001 en dit getal is

weer deelbaar door

7,11 en 13. Vandaar!

&




4! betekent 1 x2x 3 x 4.
0! en 1! zijn gedefinieerd
met de waarde 1.

Het vinden van een tegenvoorbeeld lukte ook maar niet.

Je kunt je de verrassing voorstellen toen

Andrew Wiles, een bekende Engelse wiskundige, in 1993
aankondigde dat hij na zeven jaar ploeteren een bewijs had
gevonden.

Omdat het bewijs erg lang en ingewikkeld was, duurde het
maanden voordat een paar anderespecialisten het helemaal
hadden nagekeken.

Er bleek toch nog een foutje in te zitten!

Wiles ging weer aan de slag, maar hij kon de fout niet repa-
reren. Daarom viel hij terug op een eerder idee en maakte
zo een nieuw bewijs. Dit bewijs werd eind 1994 weer
gecontroleerd en bleek helemaal goed te zijn.

In mei 1995 is het bewijs van ruim 100 pagina’s gepubli-
ceerd in het wiskundige tijdschrift Annuals of Mathematics.
Na 350 jaar mogen we het ‘vermoeden van Fermat’ nu

de ‘stelling van Fermat’ noemen.

Hans Melissen

n'(n+1)!
819! = (3 x 8!)?
Onder welke voorwaarde is n!(n+1)! een kwadraat?

Al(n+ 1! = nl« {nY(n+1)} = (n")? x (n+1).
Dit is een kwadraat als n+1 een kwadraat is.
Het aantal voorbeelden is oneindig groot.

Kies je n=8, dan vind je het eerste voorbeeld.
Met n=3 vind je 34! =312 x 4 = (3! x 2)2 = 122 of
314! = (3 x 4)2. Dit roept de volgende vraag op.

Voor welke waarden van m en m is min! = (mn)??

Gezien het voorgaande lijkt het er op, dat alleen 3 en 4 een
oplossing bieden. Daarmee is 34! = (3 x 4)2 = 122 een
uniek voorbeeld. Wie kan dat weerleggen?

Tjalie Weéry
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Construeer een rij,
waarin een deel van de
termen gaat herhalen.
Dat kan op veel
manieren.

Hier volgt er één.

opdracht 1: kies een startgetal.

opdracht 2: vind de volgende term door bij de vorige
term 3 erbij op te tellen.

opdracht 3: als dat getal kwadraat is dan is de volgende

term de wortel uit dat kwadraat.
opdracht 4: ga naar opdracht 2.

Neem startgetal 30, dan krijg je 33, 36, 6,9, 3,6,9, 3, *++
De deelrij 3, 6, 9, 3, + + « is cyclisch.

Neem startgetal 46,

dan krijg je 49, 7,10, 13,16, 4, 2,5,8, 11, ss+

Deze rij neemt onbegrensd toe en voldoet niet, omdat er
geen herhaling komt.

Geval 1: als startgetal = 3nis, dan “eindigt” de rij altijd in
de lus 3-6-9-3.

Geval 2: startgetal 3n+2 laat de termen onbegrensd
groeien, want een kwadraat, dat je door drie deelt
geeft nooit rest 2.

Geval 3: startgetal 3n+1 leidt vroeg of laat altijd tot een
kwadraat, want als je een kwadraat deelt door 3,
dan kan de rest 1 zijn.

Na het worteltrekken kom je weer in geval 1, 2 of 3.
Onderzoek zelf op deze manier, of je een “ringrij” krijgt, als
je in de algoritme “3 erbij” vervangt door “4 erbij” of door

“5 erbij” of door “m erbij”.

Kun je ook totaal andere ringrijen construeren?

July February
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Breuksplitsen is het
omgekeerde van breuken
optellen. Deze bezigheid
is een belangrijke voor-
bereiding op het leren
integreren van een
bepaalde soort ingewik-
kelde breuken.

In dit artikel zien we,
wat breuksplitsen is en
hoe het werkt.

Een vorm als x*-4x3-x2+12x-25 is een voorbeeld van een
polynoom of veelterm.

Je kunt letten op het aantal termen. Dat is in dit geval vijf.
Daarom kunnen we deze veelterm een vijfterm noemen.
We kunnen ook letten op de hoogste macht van de varia-
bele x. Die is nu vier. Daarom heet deze vijfterm van de orde
vier of van de vierde orde.

Tweede-orde veeltermen noemen we ook wel kwadratische
twee- of drietermen. 5x? is een kwadratische éénterm.

We definiéren een constant getal als een polynoom van de
orde nul.

Een voorbeeld:
1 " 1T 1(x+2) 1(x-4) = 2x-2
x4 x+2  (x40+2)  (x-D(x+2)  x2-2x-8

Duidelijk herkennen we “breuken gelijknamig maken”.

We gaan uit van de volgende breuk:

polynoom van de orde t
polynoom van de orde n

t = orde van de teller.

n = orde van de noemer.

Hierbij spelen twee gevallen een belangrijke rol:
geval 1: of t=n,

geval 2: of t<n.

We proberen
x4-4x3-x2+12x-25
x2-2x-8

te splitsen in twee of meer delen.
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Duidelijk is, dat t=4 is en n=2 zijn.

Het doel is om de breuk zo te herschrijven, dat de orden van de

een rol spelende polynomen lager wordt.

Als n> m is, dan kunnen we de gegeven breuk splitsen in
een breukloos deel en een nieuwe breuk.
Met het gegeven voorbeeld gaat dat zo:

x2-2x-8 | x*-4x3- x2412x-36 \ x2-2x+3

x*-2x3-8x2

25347 x2412x
-2x344x%+16x
3x2- 4x-36

3x2- 6x-24

rest 2x-12

Sommigen noteren een staartdeling als volgt:

x2-2x-8 ‘ I x2-2x+3

X-4x3- x2+12x-36
x*-2x3-8x2

enz.

Nu geldt:

XA-4x3-x2412x-36
x2-2x-8

2x-12

x2-2x+3) +
( ) x2-2x-8

De hoogste orde 4 is nu verlaagd tot 2.
De resterende breuk bekijken we nu als geval 2, bedoeld

met t < n, omdat 1 < 2.

PYTHAGORAS
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Een aantal lezers maakten ons
attent op fouten in het artikel
“Parallellogrammen in een
vierhoek” (35e jaargang, nr. 4,
pag, 22).

De titel “In een vierhoek
Parallellogrammen” is niet
juist moet zijn:
“Parallellogrammen in een
vierhoek”. De figuren 2 en 3
zijn niet goed omdat de zijden
van V niet in drie gelijke delen

zijn verdeeld.




De noemer x2-2x-8 gaan we, als dat mogelijk is, ontbinden \ ‘ ‘ /
in factoren.

Als we de algemene, kwadratische polynoom ax?+bx+c
willen ontbinden, dan is dat a(x-x;)(x-x,).

Hierin zijn x, en x, de oplossingen van ax?+bx+c = 0.

Als de discriminant onverhoeds < 0 is, dan zijn er geen
oplossingen en dat betekent, dat de ontbinding met reéle
getallen niet mogelijk is.

Zo vinden we hier x2-2x-8 = (x-4)(x-2)

Nu proberen we de breuk

2x12 4o splitsen:
x%-2x-8
212~ p q

D4 x2 | x4

p(x-4) 7 q(x-2)
(x-2)(x-4)  (x-2)(x-4)

(p+q)x + (-4p-2q)
(x-2)(x-4)

Blijkbaar moeten p+g=2 en -4p -2q = -12 zijn.
Dan zijn p=4 en g=-2

De oorspronkelijke, te splitsen breuk

x*-4x3-x2412x-36
x2-2x-8

is dan, tenslotte geheel gesplitst:

2.2x43 + 4 4 -2
X X+ +X—2 W)

In de oude vorm was de breuk niet te integreren.
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Voorbeeld
p= 248
q= 482
r= 824

s=1554 =42 x 37

Dus 248 + 482 + 824
is deelbaar door 37

In de nieuwe, breukgesplitste vorm komt de kenner
slechts (bijna-)standaard integralen tegen.

Probeer zelf eens

X4-5
X4

te splitsen. Zie zonodig bladzijde 44.

Frank Roos

Schrijf een getal p van drie cijfers op.

Schrijf het getal g eronder, dat je vindt door het eerste cijfer
van p achteraan te zetten en de ander twee naar voren te
schuiven.

Schrijf daaronder het getal r, dat je vindt door het eerste
cijffer van g achteraan te zetten en de ander twee naar voren
te schuiven.

sisdesomvanp, genr.

Kun je nu bewijzen, dat s altijd deelbaar is door 377

Zie zo nodig bladzijde 44.

Frank Roos
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Veel getallen zijn te
schrijven als verschil van
twee kwadraten.

Met vele lukt het echter
niet, zoals 6, 10 en 14.

Het verschil van

-~

Hier volgen enige voorbeelden, waarmee het wel lukt:
160 = 132 - 32 en 45 = 72 - 22, We laten de nul buiten
beschouwing. Het kleinste getal, dat we kunnen schrijven
als het verschil van twee kwadraten, is 3 = 22 - 12,

Als we nu bijvoorbeeld 80 willen schrijven als het verschil
van twee kwadraten, hoe moeten we dat dan aanpakken?

Onder welke voorwaarde(n) is een getal k te schrijven als
het verschil van twee kwadraten?

Stel, dat het om @2 - b? gaat, waarbij k, a en b positieve
gehele getallen zijn en b < a < k. Nu is @? - b? = (a+b)(a-b),
dus k = (a+b)(a-b). Dan moet k te ontbinden zijn in twee
factoren p en g, waarvoor geldt:

p=a+b en g=a-b. Lossen we dit “stelsel van twee
vergelijkingen met twee onbekenden” op, dan vinden we:
a=3(p+qgenb=1(p-q).

Vanwege de % moeten we eisen, dat p+g even is. pen g
zijn dan beide even of beide oneven.

In beide gevallen is p-q dan even.

We kunnen een getal schrijven als het verschil van twee kwadraten, als dat getal te
ontbinden is in twee factoren, die samen even zijn.

Nu kunnen we proberen 80 te schrijven als het verschil van
twee kwadraten.
80=80x1=40x2=20x4=16x5=10x 8.

Bij de onderstreepte ontbindingen zijn de factoren samen
even.

Er zijn drie verschillende mogelijkheden:

1) a= 1(40+2) en b = 3 (40-2), dus 80 = 212 - 192,

2) a= 5 (20+4) en b= 3 (20-4), dus 80 = 122 - 82,
3)a=1(10+8)en b= 1(10-8), dus 80 = 92- 12
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Elk oneven getal g groter dan 2 is te schrijven als het verschil van twee kwadraten:

g=1{3 @M - {3 (@Y

Met 1 lukt het niet, tenzij we 02 toelaten: 12 =12 - 02

Als de bedoelde ontbinding mislukt, dan is het getal niet
te schrijven als het verschil van twee kwadraten. Bij welke

verzameling getallen is het tot mislukken gedoemd?

Als p een priemgetal groter dan 2 is, dan is 2p slechts te

ontbinden in 2 x p. 2+p is oneven, dus hier gaat het fout:

Getallen van het type 2p, waarbij p een priemgetal is of 1, zijn niet te schrijven als

het verschil van twee kwadraten.

Het gaat dus om de getallen

2,4,6,10, 14, 22, 26, 34, « + «. Deze getallen vormen een

grilrij. Zie hiervoor Pythagoras 6 van 1993.

Rechthoekszijden zijn van het type 2mn of van het type

n%-m?2.

Welke waarden van de natuurlijke getallen kunnen zij niet

aannemen? Zie voor de oplossing pagina 45.

Frank Roos
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Regelmatige veelhoeken
worden vaak beschouwd Van een regelmatige 3-hoek, de gelijkzijdige driehoek, zijn
als ‘ideale’ meetkundige de hoeken 60°. Van een regelmatige 4-hoek, een vierkant,

vormen. In dit artikel zijn de hoeken 90°. En van een regelmatige n-hoek?
kijken we naar een aan-  Elke n-hoek kun je verdelen in n driehoeken: het middel-
tal eigenschappen van punt M is de top van elk van die driehoeken.

deze veelhoeken. De som van de hoeken van die driehoeken is n+180".

De som van de hoeken bij de omtrek is dan 360" minder.
Elke hoek van de n-hoek is dan

n2 180

Als je dit uitrekent voor enkele waarden van n, dan krijg je

n hoek n hoek

3 60° 7 i Bereken zelf 3.

4 90° 8 | 135°

S 108° 9 | 140°

6 120° 10 | 144°
regelmatige Natuurlijk nadert de hoek tot 180 graden als n steeds groter
24-hoek wordt. De figuur gaat dan steeds meer op een cirkel lijken.

We willen de oppervlakte van een regelmatige n-hoek met
zijde z bepalen. Daartoe berekenen we als inleiding de
oppervlakte van een gelijkbenige driehoek.

De algemene formule voor de oppervlakte van een driehoek
is % - basis « hoogte. In dit geval is de basis z.

£

tano = =, dus de hoogtelijn vanuit de top is
_Z 22
h = 52— De oppervlakte wordt nu dus -=—-.

Voor een gelijkzijdige driehoek is dat overigens z2\3.
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s

N =

N|—

Wat is de opperviakte van een regelmatige n-hoek met zijde z ?
Hiertoe verdelen we de n-hoek in n driehoeken, met het
centrum als top en een zijde als basis.

In de figuur is dat gedaan voor een regelmatige vijfhoek.
De tophoek heeft een grootte van Z—;f rad. We drukken in
het onderstaande steeds de hoeken uit in radialen.

Er geldt: = rad = 180",

We laten nu een loodlijn neer vanuit de top op de basis en
noemen de lengte van het lijnstuk h. De halve tophoek is
gelijk aan % , dus er geldt:
52z Z
2° i =
2tan &
n

1
T
tann— h

De oppervlakte van het driehoeksegment is nu:

¥
O0.=1zh=—2
i~ 2 4tan %

De totale oppervlakte van een regelmatige n-hoek is dus:

__nez%
4tan(%)

Voor bijvoorbeeld n=4, het vierkant, wordt dit:
0=422 _ ;2
4tan %c

Voor n=3, de regelmatige driehoek, wordt de oppervlakte:

0= 322 _3.22/(a\3) = 1322,
4tan§

De grootste cirkel die nog net in een veelhoek past heet
de ingeschreven cirkel. Deze cirkel raakt alle zijden.
De kleinste cirkel die nog net om die veelhoek past heet de

omgeschreven cirkel. Deze cirkel gaat door alle hoekpunten.
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De ingeschreven cirkel heeft als straal wat hierboven met l
h is aangegeven:
z !

. =
i 2tan%

De omgeschreven cirkel heeft als straal de afstand centrum-
hoekpunt. Deze berekenen we op dezelfde manier of met

Pythagoras): =~ . 1z
Sin %N = r =
max
PR
max ~— s T0
2sin +

De ingeschreven en de omgeschreven cirkel hebben dus de
volgende oppervlakten:

2 2

2 _ _TZ —_mr2 _ _TNZ
min— en Oom— nr max — i 2. JC
4sin“ 5

O=mnr
) 4tan? 7+

De verhouding (ratio R) tussen de twee oppervlakten is:

R— O, _ i _ sin - -y
Owm r2.. tan? % n
Op pagina 15 in het vorige Dit is een goede maat om te kijken hoe goed de veelhoek
nummer werd gevraagd een een cirkel benadert. Voor een cirkel als “regelmatige
goed advies uit te brengen. oneindig-hoek” is deze verhouding 1, en de limiet voor
De kans dat hij bij zijn eerste n— oo van Ris cos?0 = 1, dus dat klopt.
keus goed staat is 1, de kans
dat hij fout staat is % . Uit de volgende tabel kun je een indruk krijgen hoe goed de
Bij veranderen is de kans op cirkelbenadering is. Hoe dichter bij 1, hoe beter:
de auto het grootst!
n R n R
Jan Mahieu 3 0,25 9 0,88
4 0,50 10 0,90
3 0,65 1 0,92
6 0,75 12 0,93
7 0,81 13 0,94
8 0,85 14 0,95
Whee Ky Ma =
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Met letters maak je woor-
den. Met cijfers maak je Je kunt op 5! =1+2+3+4+5 =120 verschillende volgordes

getallen. 5 verschillende voorwerpen op een rijtje neerleggen.
In het decimale talstelsel Dat heeft tot gevolg, dat er 120 getallen zijn, die uit dezelf-
zijn er tien cijfers. de 5 cijfers bestaan, mits je een nul voorop toestaat. Deze

120 getallen noemen we hier een permutatieverzameling.

Als je je eerste cijfer kiest, dan zijn er 10 mogelijkheden.
Als je je tweede cijfer kiest, dan zijn er 9 mogelijkheden
over. Als je je derde cijfer kiest, dan zijn er nog 8 mogelijk-
heden. Als je je vierde cijfer kiest, dan zijn er nog 7 moge-
lijkheden. Als je tenslotte je laatste cijfer kiest, dan zijn er
nog 6 mogelijkheden.

Het totale aantal mogelijkheden van kiezen is dan
1029+8+7-6 =10!: 5! = 30240. Er bestaan dus in totaal
30240 getallen van 5 verschillende cijfers.

Daarbij sta je als eerste cijfer ook daadwerkelijk een nul toe.

Kies een willekeurig getal uit de verzameling van alle 30240
getallen van 5 cijfers. Deze heeft nog 120-1 = 119 per-
mutatiebroertjes. Daarom zijn er blijkbaar 30240 : 120 = 252

9 )) verschillende permutatieverzamelingen.

Kies een getal van 5 verschillende cijfers en schrijf de
119 broertjes eronder. Het is natuurlijk een hele klus om
al die getallen te noteren. Dan bepaal je de som

van die 120 getallen.

Kun je de som ook bepalen zonder het voorgaande
daadwerkelijk uit te voeren? Kun je ook aantonen, dat
die som altijd deelbaar is door 266664, ongeacht de
: ) keus van de 5 cijfers?

1 Zie zo nodig bladzijde 45.

Frank Roos
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Dit artikel is vooral
bestemd voor mensen
met natuurkunde in
hun vakkenpakket.

Een harmonische trilling is een periodieke beweging langs

een lijnstuk.
De wiskundige beschrijving is
x(t) = Asin wt.

Hierin is x(t) de steeds in tijd veranderende afstand van het
trillende voorwerp tot de evenwichtsstand, de uitwijkings-
functie of de positiefunctie.

A is de maximale uitwijking of de amplitude en w is een
afkorting van %waarin T één trillingstijd is.

ot is de fasehoek.

Demping laten we buiten beschouwing.

De snelheidsfunctie v is de afgeleide functie van de uitwij-
kingsfunctie: v(t) = A  cos t.

De versnelling a is de afgeleide van de snelheid:
a(t) = -A ®? sin ot = -®2 x(t).

Bij het differentiéren wordt de kettingregel gebruikt.
Verder gebruiken we: sina + cos?o = 1.

We laten een voorwerp zowel in de x-richting als in de
y-richting harmonisch trillen. We kiezen de maximale
uitwijking en de trillingstijd in beide richtingen

als A en T. We kiezen het zo, dat, als de uitwijking in de
ene richting maximaal is, de uitwijking in de richting
loodrecht daarop nul is.

Als we de uitwijking in de x-richting beschrijven met

x(t) = Asin ot, dan is de uitwijking in de y-richting te
beschrijven met y(t) = A cos wt.

De positie van het trillende punt is de vector 7’ = (x,y)-

PYTHAGORAS

Y




x en y veranderen steeds in de tijd, dus de positie van het
trillende principe kan dat tweedimensionaal.

Wat is de vorm van de baan, die dit voorwerp beschrijft?
We moeten blijkbaar een verband zoeken tussen x en y.

o p By A — (@))
7, B Rl L0 — (2)

Als we (1) en (2) elk kwadrateren en daarna optellen, dan
krijgen we (x(£))2 + (\(1))? = A%(sin“ot + cos?wt)

of 2 +y2 =A% ... (3) en dat is de vergelijking van
een cirkel met straal A en middelpunt (0,0).

Blijkbaar is de baan een cirkel of een deel van een cirkel.

We hebben nog geen idee hoe het voorwerp in deze cirkel
beweegt. Omdat we over trillingen praten, zou je kunnen
vermoeden, dat het voorwerp afwisselend vooruit en
achteruit in de cirkelbaan beweegt.

Of dat echt zo is gaan we nu onderzoeken.

Als x(t) = A sinmt, dan is
v(x,t) = A o cosmt = snelheid in de x-richting op het
1 ]1a 7 [ —— (€))

Evenzo is
v(y,t) = -A © sinot = snelheid in de y-richting op het
tijdstip 1. vnniann (5)

De resulterende snelheid is dan W(f) = V{ v(x,H)2 + W(y,t)?}.
Met (4) en (5) geeft dat W(t) = V[{Ancosot}? + {-Amsinmt}?]
Dat is te vereenvoudigen tot V() = Am en dat is constant.
Dat betekent, dat de cirkelbaan met een constante snelheid
wordt doorlopen. Zo'n beweging heet een eenparige cirkel-
beweging.
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a(y,t)

» ax,t)

a(t)

a(x,t) = de versnelling in de x-richting op het tijdstip t
is de afgeleide van de snelheid in de x-richting op het
tijdstip t.

a(x,t) = -A ®? sinot.

Evenzo is a(t) = -A ®? coswt.
Wegens (1) en (2) geldt ook:
a(x,t) = -w? x(t) en

a(y,t) = -w? 1t).

Dus a(f) = -7 (1) cevveeee. (6)

De resulterende versnelling a(t) is V{ a(x,t)? + a(y,t)?}.
Dat betekent, dat a(t) = Aw? en dat is een constante a.
Als we bedenken, dat o = %.E en v= Z%A

zijn, dan vinden we a =j’2 :

We herkennen de constante centripetaalversnelling van

deze eenparige cirkelbeweging.

Het inwendig product of inproduct van de vectoren
= G0 en = (. p) is
= -

Als het inproduct nul is, dan is of één van de vectoren
de nulvector (0,0) of de twee vectoren staan lood-
recht op elkaar.

Voorbeeld: het inwendige product van (4,3) en (-6,8)
is4x-6+3x8=0.
Deze twee factoren staan dus loodrecht op elkaar.

V(t) De positievector 7 loopt van (0.0) naar de feitelijke positie

van het bewegende voorwerp, dus langs een straal van de
cirkelbaan.
rev=(xy) * (Ux), vy) =

Asin ot A ® cos ot + A cos ot + -A o sin ot = 0.
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Dus de positie- en snelheidsvector staan op elk tijdstip
loodrecht op elkaar.

De conclusie is, dat de snelheid loodrecht op de straal staat
en dus op de raaklijn van de cirkel op dat tijdstip ligt.

Uit (6) volgt, dat @ gericht is van het bewegende
voorwerp naar (0,0).

d is dus terecht middelpuntzoekend of centripetaal.

v(t)

Frank Roos

In het onderstaande schema zitten de woorden verscholen, die in de bijgaande tabel staan.
Die woorden kunnen horizontaal, verticaal of diagonaal en voorwaarts of achterwaarts
voorkomen. Sommige letters zijn vaker gebruikt. Als je alle woorden wegstreept, dan blijven
een aantal letters over, die een woord met wiskundige betekenis leveren. Om welk woord
gaat het? Zie zo nodig bladzijde 45.
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met de cijfers 1 t/m 9

In nummer 3 van deze jaargang We kregen diverse reacties.

vroegen we om een programma D.Alleijn uit Vlissingen stuurde een program-
dat uit alle getallen van 9 cijfers ma in Qbasic, dat aan de eisen voldeed.

dié getallen zoekt, die Hij gaf bovendien nog een aantal verfijningen
- de cijfers 1 t/m 9 bevatten; en uitbreidingen.

- het kwadraat zijn van een Hier volgt het programma met de output.

natuurlijk getal.

10 ‘Program 123456789.bas d.d. 31.3.1996 van D.N. Alleijn Middelburg.
Programmeerprobleem Pythagoras 35 jaarg. nr 3.
20 SCREEN 12: DEFBL A-Z: CLS
30tel=0
40 LOCATE 2,10 : INPUT “INPUT: Wenst U een LPRINT (J/N) 2 “, |$
50 LOCATE 2,10 : PRINT SPACE$(40)
60 LOCATE 1,1
70 TIJD = TIMER
100 START = INT(SQR(123456789))
110 EINDE = INT(SQR(987654321))
200 FOR A=START TO EINDE
210 B=A*A
220 B$=STR$(B)
230 FOR P=1 TO 10’ hier is 10 genomen, anders pakt MID$ het 9e cijfer niet
240 P$(P)=MID$(B3,P,1)
250 IF P$(P)="0" THEN GOTO 900
260 NEXT P
300 FORQ=1TO9
310 FOR R=Q+1 TO 10
320 IF P$(Q)=P$(R) THEN GOTO 900
330 NEXTR,Q
340 TEL=TEL+1
350 PRINT USING “####”; TEL; PRINT “ “; A; B
400 IF J$=")" THEN LPRINT USING “###########"; TEL; A; B
900 NEXT A
910 LPRINT: LPRINT “Benodigde tijd : “; :
LPRINT USING “###.##"; TIMER-TI|D; :
LPRINT ” sec.”
990 END

@ PYTHAGORAS
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Dit programma geeft

de volgende output. 403 B J $ =

11826 139854276 .J HHH U?ING
12363 152843769 (R) = o1=3

12543 157326849
14676 215384976
15681 245893761
15963 254817369
18072 326597184
19023 361874529
19377 375468129
19569 382945761
19629 385297641
20316 412739856
22887 523814769
23019 529874361
23178 537219684
23439 549386721
24237 587432169
24276 589324176
24441 597362481
24807 615387249

0N E BN DD RN Bk -

N
o

S De werking van dit toch al snelle programma kan

Se i A el 10% nog sneller worden door te bedenken dat van een

23 | 43981 .67293048] getal dat samengesteld is uit de cijffers 1 t/m 9,

24 26409 697435281 de som van de cijfers 45 is.

25 26733 714653289

26 27129 735982641 Zo'n getal is dus een 9-voud.

27 27273 743816529 Als zo'n getal een kwadraat is, dan is het een

28 29034 842973156 kwadraat van een 3-voud.

29 29106 847159236

30 30384 923187456 Door te beginnen met het kleinste 3-voud onder

V123456789, ditis 11109, en daarna telkens 3

Benodigde tijd : 101.72 sec. verder te gaan, wordt bij twee derde van de

getallen het onderzoek overgeslagen.
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Even en oneven

Bekijk f(x) = x2 en stel vast, dat f{(-x) ook x? is, dus f(x) = f(-x).
Hier staat dus: als je x vervangt door -x, dan verandert de
functiewaarde niet. Die laatste voorwaarde is de definitie
van een even functie. Uit de definitie volgt, dat de grafiek
spiegelsymmetrisch is ten opzichte van de y-as.

Bekijk f(x) = 3x en stel vast, dat f(-x) = -3x = -f(x) is, dus
f(-x) = - f(x). Dit is juist de definitie van een oneven functie.
De grafiek ervan is puntsymmetrisch ten opzichte van het
punt (0,0).

ledere functie f(x) kan op precies één manier gesplitst
worden in twee termen: de ene term g(x) is een even
functie, terwijl de andere, h(x) een oneven functie is.

Die functies vind je als volgt, voor zover g(x) en h(x) bestaan:

g(x) — f(X) '*2' f(-X) en h(X) — f(X) é f(-X)

f(x) = x2 + 3x volgt direct uit de eerste voorbeelden.

f(x) = 4x* + 2x3
g(x) = [(4x* + 2x3) + {4(-x)* + 2(-x)3] : 2 = 4x4.
h(x) = [(4x* + 2x3) - {4(-)* + 2(-%)3] : 2 = 23

Het zal je duidelijk zijn, dat polynomen altijd te splitsen zijn:
de even functie bevat de termen met even exponenten en

de onevenfunctie de oneven exponenten.
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f(x) = e~ f(x) = In(x)

g(x) = (e*+e™):2. g(x) = {In(x)+In(-x)}:2

h(x) = (e*-e™):2. Eén van de twee termen
(e*+e-X):2 is per definitie gelijk aan de functie cosinus heeft bestaansproblemen!
hyperbolicus x of cosh(x). g(x) = 3 +In(-x?) bestaat
(e*-e-X):2 is per definitie gelijk aan de functie sinus niet, want slechts de
hyperbolicus x of sinh(x). logaritme van een positief
Deze twee functies staan op de wat betere zakreken- getal bestaat.

machines vermeld. h(x) = {In(x)-In(-x)}:2

Dus: e* = cosh(x) + sinh(x). = {In(-1)}:2 vertoont
Nadere informatie hierover staat in het volgende artikel. dezelfde problemen.

De Hyperbolische

De volgende eigenschappen doen heel sterk denken aan overeenkomstige eigenschappen
van de goniometrische sinus- en cosinus-functies:

cosh?(x) - sinh2(x) = 1 naast
cos2(x) + sin?(x) = 1

sinh(2x) = 2sinh(x)cosh(x) naast
sin(2x) = 2sin(x)cos(x)

De afgeleide van sinh(x) is cosh(x) naast de afgeleide van sin(x) is cos(x).
De afgeleide van sinh(x) is cosh(x) naast de afgeleide van cos(x) is -sin(x).

Als je de punten (x,y) = (sin(t) , cos(t) ) voor allerlei waarden van t tekent, dan krijg je de
cirkel x2+y2=1. Daarom heten de sinus en de cosinus ook wel cyclometrische functies.

Als je de punten (x,y) = ( sinh(t) , cosh(t) ) voor allerlei waarden van t tekent, dan krijg je
de hyperbool x?-y?=1 met x>1. Daarom zijn dit hyperbolische functies.
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Het getal J (9+V17) is ongeveer 6,5615528.

De wortel hieruit is ongeveer 2,5615528.

Het valt op, dat de cijfers achter de komma gelijk zijn.

Dat betekent, dat het verschil van dat getal en zijn wortel

een geheel getal oplevert.

Nu zijn beide getallen benaderingen. Wortelvormen heb-

ben oneindig veel decimalen, die niet repeteren.

Dit roept de volgende vragen op:

* hoe komen we aan zo’n voorbeeld?

» zijn alle decimalen van beide getallen gelijk?

» als alle decimalen gelijk zijn, kunnen we dan meer voor-
beelden verzinnen?

Het probleem in zijn algemeenheid:
kunnen we het positieve reéle getal g zo kiezen, dat
g - Vg = n, waarin n een positief geheel getal moet zijn?

Als g een kwadraat is, dan hebben we onmiddellijk een
oplossing te pakken. Kies bijvoorbeeld g = 16, dan is Vg = 4
en het verschil is het gehele getal n =12

De kwadraten vormen, zoals we zullen zien, een deelver-
zameling van het totale pakket aan oplossingen.

g-Ng=n =>g-n=g

F-2ng+nt=g

¢ -(2n+1)g+n?=0

Los hieruit g op met de abc-formule:

g= 3 +{(2n+1) £N(4n+1) }

Vanwege de wortel moet n > 0 zijn. Het minteken voldoet
niet, omdat g >0 moet blijven.

Elk natuurlijk getal n levert een bijbehorend reéel getal g op.
Er zijn dus oneindig veel oplossingen en voorbeelden te
verzinnen.
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De eerste uit de verzameling zijn met afronding:

n g Vg

0 1 1

1 1(3+V5) =2,618 1,618
2 4 2

3 1(7+13)=5,303 2,303
4 1 (9+17)=6,562 2,562
5 1 (11+21)=

Is het te begrijpen, dat

31 +V61 ,\/31 + V61

2 2

een geheel getal moet zijn?

Stel, dat we het voorgaande verhaal niet kennen,

31 +V61 A /31 + V61
2 2

dan vereenvoudigen?

kunnen we

Zie zo nodig bladzijde 46.

Frank Roos
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De omtrek van pythagoras

driehoek (12, 16, 20) is 48.

Zijn er meer pythagoras-
driehoeken met omtrek
48?7

s=km(m+n)

c=k(m?*+n?)

L. b=k(m%*n?

In een driehoek is het gebruikelijk om de omtrek aan te
geven met 2s.

In elke pythagorasdriehoek (a, b, ) geldt:

oL @)
b= k(m2-n2) .......... (2)
metm>n>0....(3)
c=km?+n?) ... (4
De omtrek: 2s = 2kmn + 2km? of s = km(m + n) .......... (5).

Hierbij zijn alle variabelen positieve gehele getallen.....(6).

25=48, dus s = 24

2s= kxmx(m+n)= k x mx ( m+n)

24= 1x 1 x24=1 x 1 x(2341); zie (3).
= ITx2x12=1 % 2 x(10+2); zie (3).
= 1Xx3x8=1x3 x(5+3); zie(3).
= 1x4x6=1x4 x(2+4); oplossing 1.
= 1x6x4=1x 6 x(-2+6) ; zie (6).
....................................................... zie (6)
= 1x24x 1 =1 x24x(0+1); zie (6).
= 2% 1. xT2=2 % 1 {1141} 26 {3).
= 2X2X6=2x 2 x(4+42); zie (3).
= 2x 3 x4 =2 x 3 x(1+3); oplossing 2.
= 1x 2 x12=1 x 2 x(11+1); zie (3).
= 3x 1 x8=3x1 x(741); zie (3).
= 3x2x4=3x 2 x(2+2); zie (3).
= 4x 1 x 6 =4x1 x(5+1); zie (3).
= 4x 2 x 3 =4 x 2 x(1+2); oplossing 3.
= 6x1 x4=6x1 x(3+1); zie(3).
= 6Xx2x2=6x 2 x(0+2); zie (6).
= 8x1x3=8x1 x(2+1); zie (3).
=12x 1 x2=12x 1 x(1+1); zie (6).
=24x 1 x 1 =24x 1 x(0+1); zie (6).

PYTH/AGORAS

N




Oplossing 1:
k= 1. m=4enn=2a=16;b=12enc= 2.

Oplossing 2:
k= 2 m= 3enn=T0=12 b=16enc= 20.

Oplossing 3:
k=4,m= 2enn=1;,a=16,b=12en c= 20.

We vinden drie dezelfde driehoeken.
Blijkbaar was de gegeven pythagorasdriehoek de enige
met omtrek 48.

Frank Roos

Zo’'n honderd jaar geleden kon je op Engelse
kermissen een spelletje spelen dat als volgt
ging. Op een tafel lag een kleed waarop een
grote rode cirkel was geschilderd. De speler
kreeg, na betaling uiteraard, vijf even grote
metalen schijven.Hij kon een prijs winnen als
het hem lukte om met de vijf schijfjes de
grotere rode cirkel, met het binnengebied,
helemaal te bedekken.

Dat lijkt misschien niet zo'n kunst, maar één van de
regels van het spel was dat je geen enkele schijf na het
neerleggen meer mocht verschuiven.

Je kunt je voorstellen dat dit zeer verslavend kan werken
als het nét niet lukt.

Probeer het zelf maar eens door met een passer vijf
cirkels met een straal van 5,5 cm op karton of papier
te tekenen en ze dan heel precies uit te knippen.

Op een vel papier teken je nu een grote cirkel met

een straal van 9 cm.

Veel plezier! Je vind op pagina 47 een oplossing.

Hans Melissen

PYTHAGORAS
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Wij gaan nog even terug
naar de Napoleontische
tijd toen de soldaten
nog in een carré
(volmaakt vierkant)
vochten.

Tijdens een aanval op de
vijand verloor een carré
169 manschappen.
De bevelvoerende
generaal was verrast toen
hij merkte, dat hij
met de overige soldaten
nog altijd een perfecte
carré kon vormen.

Wat was het maximum
aantal manschappen,
dat de generaal v66r de
strijd onder zijn bevel
had staan?

De oplossing kun je vinden
op pagina 47.

Bob de Jongste
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Zeer vaak hebben de fans
van dit tijdschrift iets
kunnen vernemen over
Pythagorasdriehoeken en
Fibonaccirijen, maar een
combinatie van de twee
onderwerpen is nieuw.

Voor de nieuwe lezers:

a: een Pythagorasdriehoek is een rechthoekige driehoek
met heeltallige zijden. Het meest bekend zijn de 3,4,5 -
en de 5,12,13 -driehoek.

b: in een Fibonacci-rij vind je een volgende term door de
twee voorgaande termen op te tellen. De eerste twee
termen zijn vrij te kiezen. Als voorbeeld voor het vervolg
kies ik de rij:

nummer1 23456 7 8 9 10 11 -«
term 1123581321 345589«

Kies vier opeenvolgende termen uit een F-rij, bijvvoorbeeld:
3, 5, 8 en 13. Bepaal het produkt van het eerste en vierde
getal, dus 3 x 13 = 39. Dit wordt de ene rechthoekszijde
van een rechthoekige driehoek.

Bereken nu het dubbelprodukt van de tweede en derde
term, dus 2 x 5 x 8 = 80. Dat wordt de andere rechthoeks-
zijde. Je kan dan met de stelling van Pythagoras berekenen,
dat de schuine zijde 89 is.

Nu is 89 de elfde term van de gekozen Fibonacci-rij.
Tellen we de vier nummers van de vier gekozen termen bij
elkaar op (4 + 5 + 6 + 7 = 22) en delen we vervolgens door
2, dan vinden we weer 11, het termnummer van 89.

Het produkt van de vier gekozen opeenvolgende termen

blijkt juist gelijk te zijn aan de oppervlakte van deze
Pythagorasdriehoek: 3 x 5 x 8 x 13 =1560 = 39 x 80:2.

Arnold de Greef
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Van de Griekse wiskundige Hero van Alexandrié
kennen wij het volgende probleem.

Een regenbak kan door vier bronnen worden gevoed.
De eerste bron levert zoveel water
dat daarmee de bak in één dag gevuld kan worden.

De tweede bron heeft twee dagen nodig;
de derde bron drie dagen en de vierde bron heeft
vier dagen nodig om de bak te vullen.

In hoeveel tijd zou de regenbak vol zijn als
alle vier bronnen gelijktijdig water leveren.

De oplossing staat op pagina 47.

Bob de Jongste

Anja heeft een globe
met een omtrek van
240 cm.

Ze neemt twee steden
A en B op die globe
tussen de passer.

Als zij de punten van
de passer bij een liniaal
houdt, dan meet zij een
afstand van 40,0 cm.

Een ring bestaat uit
twee cirkels met
hetzelfde middelpunt.

De stralen zijn 2 cm en 3 cm.

De oppervlakte
van de ring is dan
zonder afronding 5t cm?.

Maar wat is nu de omtrek
zonder afronding?
41 cm, 6m cm of 10w cm?

Bob de Jongste

Een vliegtuig vliegt in het echt “linea recta” van die ene
stad naar de andere met een gemiddelde snelheid van 800

km per uur.

Bereken, hoe lang het viiegtuig onderweg is.

De oplossing staat op bladzijde 46.
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Aflevering 2

Dit is een vervolg op het artikel N-kransen uit aflevering 3,
jaargang 35.

De 14 regelmatige zevenhoeken in figuur 1 hiernaast
vormen een 7-krans-2. In de figuur 2 is een detail van de
vorige figuur wat verder uitgewerkt:

De voorwaarde om een nette, gesloten krans te krijgen, is

blijkbaar, dat d een geheel aantal keren past in 360°.
Figuur 1

) o
o= / 51

o + 28 = 180°, dus B = 642°
en d = 360" - 40 - 28 = 253"
20
ﬁ% Deze hoek is 360°:14. De krans bevat dus exact 14 regel-

matige zevenhoeken (Zie figuur 3).

20
Stel p is het aantal ribben, dat bij aanleggen van een nieuwe
regelmatige n-hoek wordt overgeslagen.

Figuur 2 Bij de krans, die bestaat uit 14 regelmatige zevenhoeken

~lw
®

is p = 2. Zie de vet getekende ribben in figuur 4.

Als p= 1 n-1meteven n, dan
“loopt de krans rechtdoor” (Zie figuur 5).

Als p> 1 n-1, dan “draait de krans de andere kant” op in
plaats van “de ene kant” (Zie figuur 6).

Samenvatting over p:
p is een natuurlijk getal dat kleiner is dan 1 n-1.

Figuur 3
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Figuur 4

;

Figuur 5

e

Figuur 6
B
C

N

%N

Figuur 7

We bekijken in figuur 7 nu een krans van regelmatige
n-hoeken, waarbij steeds p ribben worden overgeslagen.
In de tekening hiernaast is p = 3. Vergelijk hem met figuur 2.

Voor de drie hoeken o, B en d geldt in het algemeen:
a=360":n, terwijl n een natuurlijk getal groter dan 2 is;
2% + a= 180" en in vierhoek

AMBN zienwe: (p+ 2) - a+ 2B + d = 360°

We kunnen nu d uitdrukken in n.

Als 360°: d een geheel getal is, dan hebben we het aantal
regelmatige n-hoeken in de krans gevonden.
Ga maar zelf na:

Minimum aantal

Om een krans te kunnen maken heb je natuurlijk altijd
minstens drie n-hoeken nodig. Dat kun je op je klompen
aanvoelen. Maar dat kun je ook zo inzien: voor elke waarde
van n groter of gelijk 3 is de breuk groter dan 2, ook als je
n extreem groot kiest. Omdat het aantal een geheel getal
moet zijn, is het minimum 3.

Maximum aantal

Het maximum wordt bereikt als p maximaal is.

Als n even is, dan is het maximum van p gelijk aan

%n - 2 en het maximum aantal regelmatige n-hoeken is
dan n.

Als n oneven is, dan is het maximum van p gelijk aan
2n-13 en het maximum aantal regelmatige n-hoeken
is dan 2n.

Laten we afspreken, dat [p n m] een krans voorstelt van m
regelmatige n-hoeken, die zo aan elkaar vast zitten, dat er
steeds p ribben worden overgeslagen, dan krijg je op de
volgende pagina een aantal mogelijke kransen.
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[0 3 6] [0 4 4] [0 6 3]

[1510] [1 6 6] [184] [1123]
[2714] [2 8 8] [29 6]

[2105] [2124] [2183]

[398] [31010] [3126]

[3164] [324 3]
[41122] [41212] [4147)

[4156] [4204] [4303]
[51326] [51414] [51510] [5168]
[5186] [5205] [5244] [5363]

Verdere kransen bevatten regelmatige veelhoeken, die
steeds meer op een cirkel gaan lijken.

Bij elke regelmatige n-hoek kun je een krans krijgen.

Stel nu, dat n een priemgetal groter dan 2 is.

1a Is er dan voor elke n precies één krans mogelijk van
het type [ n-1 n 2n]?

1b Zo ja, kun je dan een andere definitie voor een
priemgetal geven?

Nuis n weer een willekeurig natuurlijk getal groter dan 2.
y(n) definiéren we als het aantal verschillende delers van n
waarbij deler n niet wordt meegerekend en deler 1 wel.

36=1:36=2-18=3:12=4:9=6-6.
Zois y (36) = 8.

2 Is het aantal mogelijke kransen, gemaakt van regelmatige
n-hoeken dan gelijk aan y(n) ?

3 Kun je bij elke krans de straal van de om- en ingeschreven
cirkel geven?
(Zie figuur 8).

Figuur 8 Frank Roos
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H.Verdonk uit Den Haag stuurde ons nog
twee totaal verschillende bewijzen voor

(Zie Pythagoras 1 van deze jaargang.)
We zullen ze allebei laten zien.

£.9

Neem: A g

|~

Stel nu: x = %,y:%,danisxy:%,dus
I 1
A= 7+7+xy
We weten:

x|~ |

2
- 7’)20,ofwel
1 | |
-+ v 22\/;dusook
1 1 1
it }/—+xy2xy+2\/x:y.

PYTHAGORAS

Hierbijis a= 0.

xy+2\f}i—/: gi—+2c:=f(a)

Met behulp van f(a@) vind je een minimum
3 voor f bij a=1.
Conclusie:

i3
7+7+xy > 3 en dus

B8 b
GIE P

2
Bekijk de functie f(x) = e*.
De lijn y=x+ 1 raakt de grafiek van

fin het punt (0,1). Verder ligt de grafiek
van f altijd boven deze lijn, dus e*=x+ 1.

Stel nu:
%=e"‘,—?=e3, danis%e‘A‘B
want B, S ;

:ENE ]

Omdate*>1+A,ef>1+8B
en e#B>1 .A - B is hiermee de stelling
bewezen.

.t
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Z
U
Z
)
Vo
9
aw
O

x5 x4 -4 Omdat deze breuk voor elke x
= 3 = s . -4
1 A1 XA gelijk moet zijn aan —_
4
+
(x2+1) (x2-1) moeten

a+c+d =0,

T+ A b-c+d=0

(x%+1) (x+1) (x-1) = L

-a+c+d=0en

T ax+b & C r d -b-c+d = -4 zijn.

241 x+1 x-1

De oplossing van deze vier verge-

Tellen we de laatste drie breuken lijkingen met vier onbekenden is

weer op, dan krijgen we, na enige a=0, b=2, c=1 en d=-1.

herleiding

(a+c+d)x? + (b-c+d)x? + (-a+c+d)x + (-b-c+d)

x*-1
Dat leidt tenslotte tot:
x1-5 2 1 -1
=1+ + +

X1 +1  x+1 x1

Stel, de drie cijfers zijn a, ben c.

De waarden van de drie getallen zijn dan respectievelijk
100a+10b+c

100b+10c+a en

100c+10a+b

Hun som is dan (100+10+1)(a+b+c) =
111 maal de som van de cijfers.
Dat is altijd deelbaar door 37, want 111 = 3 x 37.
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In het artikel hebben we gezien, dat n?-m? nooit de waarden
2,4,6,10, 14, 22, 26, 34, «++ aannemen.

2mn kan alle even waarden krijgen, behalve 0 en 2.
De samenvattende conclusie moet deze zijn:

Rechthoekszijden van een pythagorasdriehoek hebben nooit de lengte 2.
Alle andere lengtes binnen het bereik van de positieve gehele getallen komen wel voor.

Stel, dat de cijfers, die je kiest g, b, ¢, d en e zijn.
Dan heeft het eerste getal de waarde 10000a+10005b+100¢+10d+e.

Hieronder komen alle permutatie. Eén van de 119 is b.v 10000¢+1000a+100e+10b+d

In de kolom termen, die de factor 10000 gemeenschappelijk hebben,
komt de a 120:5 = 24 keer voor.
Hetzelfde geldt voor de andere cijfers, maar ook voor de andere 4 kolommen.

De som van de 120 getallen is dus:

{24 x 10000(a+b+c+d+e)} +

{24 x 1000(a+b+c+d+e)} +

{24 x  100(a+b+c+d+e)} +

{24 x 10(a+b+c+d+e)} +

{24 x (a+b+c+d+e)} =
24(10000+1000+100+10+1)f, waarin f = a+b+c+d+e.

Dus de som is 24 x 11111f= 266664f.
De som van al die getallen is dus 266664 maal de som van de cijfers.
Die som is altijd deelbaar door 266664 = 24 x 41 x 271.

Er blijft achterstevoren over: SUBSTITUEREN
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31 + V61 _.\/31 +V61 _
2 2
31 +V61-2n=2 -\/31%‘/@

31242+ 31 « V61 +61 -2 31 +V61) + 2n+4n2 =2 (31 +V61)
m- (31 +V61)n + 240 + 15V61=0

Los n op met de abc-formule:
n=1(31+ «/61)¢\/62 +2V61) =
1(31 VetV + V612

Nu kunnen we probleemloos worteltrekken.

31 +V61 (1 +V61)
S 2

Het plusteken geeft een irrationale oplossing, die niet voldoet. Het minte-

ken geeft de gevraagde n=15.

Zie de figuur. Er zit een adder onder het gras. De met de passer gemeten
afstand dis de “linea recta” afstand, de afstand gemeten langs een rechte
lijn en niet langs het globe-oppervlak, want dat is s!

De omtrek van de aarde is 2nr = 40000 km, dus r = 6366,2 km.
240 cm is in werkelijkheid 40000 km. Dus 40,0 cm is in werkelijkheid 6,67
megameter = 6,67 Mm.

De cosinusregel in AABC geeft:
&2 = r2+r2-2rlcoso. =>

d? _,__ (6,67 Mm)?

cosa=1-o7=1-37163662 Mmy? - 11

o= 1,108 rad.

s=oar=1,108 rad x 6,3662 Mm = 7,020 Mm.
afstand = gemiddelde snelheid maal tijdsduur.
7020 km = 800 km/uur x tijdsduur.

Tijdsduur = 8 uur en 47 min.
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Een mogelijke oplossing krijg je door de eer-
ste cirkel zo neer te leggen, dat het mid-
delpunt M van de grote cirkel op de rand
komt te liggen. De kleine cirkel snijdt de
grote cirkel in twee punten A en B.

Zie de figuur hieronder.

| ‘l‘ M2 ' M3 ‘l

\ -

N / \ o %

@\\ ;Jl(// M1 N k. @3)
i > -

N6
Vervolgens leg je de tweede en de derde
cirkel zo neer, dat ze elk door zo’n punt
gaan en dat het diametraal tegenover
liggende punt ook op de grote cirkel ligt.
De plaats van de twee overgebleven cirkels
wijst zich nu vanzelf.

Het is nog interessant om te weten wat de
kleinst mogelijke straal van de kleine cirkels
is, die de grote cirkel nog kunnen bedekken.
Voor de oplossing die net beschreven is, is
de straal van de kleine 0,6099579334...
maal die van de grote cirkel.

Deze oplossing kan nog iets verbeterd wor-
den door de eerste cirkel iets over het mid-
delpunt M te schuiven, zoals in de tekening
is gedaan. De straal van de kleine cirkel is
dan 0,609382827.. (een nulpunt van een
achtste-graads polynoom!) maal de grote
straal.

Hoewel deze overdekking al in 1915 werd
gepubliceerd, werd pas in 1983 door de
Hongaarse meetkundige Karoly Bedzek
bewezen dat het niet beter kan. Door een
rekenfout had hij alleen niet precies de juiste
waarde gevonden.

De generaal verloor 169 manschappen. Dit is 132.

Laat n? het oorspronkelijk aantal soldaten zijn.

We weten nu dat n?- 132 = m? of n?-m? = 169. Hieruit volgt dat (n + m)(n - m) = 169.
Er is nu maar één oplossing mogelijk. n+ m=169enn-m=1.

Hieruit volgt dat 2n =170 en n = 85.

De oorspronkelijke carré is dus n? = 7225 soldaten.

Wij noemen de bronnen A, B, Cen D.

Bron A levert % van de bakinhoud per uur, bron B

50

1 1 1
T bron C 35 €n bron D 36 *

Tesamen leveren ze dus 2~ van de bakinhoud per uur.

576

Om de bak vol te krijgen is dus 576 : 50 uur nodig.

Dit is dus 11 uur, 31 minuten en 12 seconden.
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