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Redactioneel 
Met wiskunde kun je oud worden! 
Het stukje over Simon Stevin in dit num-
mer van Pythagoras is geschreven door 
professor Dirk Struik. Dirk Struik is 102 
jaar oud en woont in Amerika, maar is af-
komstig uit Nederland. Hij is een bekende 
wiskundige die veel afweet van de geschie-
denis van zijn vak. Zijn in 1948 verschenen 
boek 'A Concise History of Mathematics" 
is in tenminste 18 talen, waaronder het Ne-
derlands, vertaald en er zijn ettelijke her-
drukken verschenen. 
Struik, geboren in Rotterdam op 30 sep-
tember 1894, zou gemakkelijk in het 
'Guinness Book of Records' kunnen staan, 
want ondanks het feit dat hij inmiddels 
102 jaar oud is werkt hij gewoon door. Hij 
heeft het zelfs erg druk. Hij reist veel (in 
oktober jl. was hij nog even in Nederland) 
en hij schrijft artikelen. 
Dirk Struik is in allerlei opzichten een bij-
zonder man. Hij heeft belangrijke bijdra-
gen aan de wetenschap geleverd en vele 
grote geleerden uit de 20ste eeuw, waar-
onder Albert Einstein, persoonlijk gekend. 
Hij is een wandelende encyclopedie, die 
vrijwel alles wat in de 20ste eeuw is ge-
beurd bewust heeft meegemaakt: vanaf de 
Boerenoorlog via de eerste wereldoorlog, 
de Russische revolutie, de tweede wereld-
oorlog tot het uiteenvallen van de Sovjet 
Unie. 
Voor zijn vertrek naar Amerika was hij po-
litiek zeer actief in de Nederlandse arbei-
dersbeweging. Tijdens zijn studietijd in 
Leiden heeft hij zich serieus afgevraagd 
wat hij later moest worden: professioneel 
politicus voor de socialistische partij of 

een wiskundige met politieke interesses. 
Het werd het laatste: in het najaar van 
1926 vertrok Struik uit Nederland omdat 
hij benoemd was tot hoogleraar aan het 
MIT (Massachusetts Institute of Techno-
logy), één van de top-universiteiten in de 
Verenigde Staten. Zijn linkse sympathieën 
hebben hem in Amerika na de tweede we-
reldoorlog nog grote problemen bezorgd; 
ten tijde van de heksenjacht op vermeende 
communisten onder McCarthy heeft hij en-
kele jaren geen college mogen geven. ^ 

Foto: Dirk Struik in 1973 



De Pythagoras Olympiade is een vast onderdeel van Pytha-
goras, bestaande uit twee opgaven per aflevering. De lezer 
wordt uitgenodigd deze opgaven op te lossen. Per opgave 
wordt onder de inzenders van goede oplossingen een 
boekenbon van 25 gulden verloot. Tevens levert elke goede 
oplossing 1 punt op in een laddercompetitie. 

Pythagoras Olympiade 

Opgave 19 
In de figuur rechts zie je drie even grote cir-
kels met middelpunten A. B QWC. De drie 
cirkels gaan alle door het punt M. Geef de 
drie overige snijpunten van de cirkels aan 
met E. F en G. Bewijs dat driehoek ABC 
gelijkvormig is met driehoek EEG. 

Opgave 20 
Deze opgave gaat over het land Dil en het 
land Dal. In Dil betalen de mensen met dil-
lars en in Dal met dallars. In Dil krijg je 
10 dillars voor 1 dallar, in Dal krijg je voor 
1 dillar 10 dallars. Je begint met 1 dillaren 
geen dallars. Door herhaaldelijk te wisse-
len kun je erg rijk worden: als je je enige 
dillar inwisselt voor 10 dallars en vervol-
gens 1 dallar voor 10 dillars hebje 9 dallars 
en 10 dillars. De vraag is niet "Hoe wordt 
je zo snel mogelijk rijk", maar "Kun je door 
herhaaldelijk wisselen er voor zorgen datje 
even veel dillars als dallars hebt?" Je mag 
steeds alleen maar een geheel aantal dillars 
en dallars wisselen en geld weggooien is ui-
teraard niet toegestaan. 

Stuur je oplossingen naar: 

Pythagoras Olympiade 
TU Eindhoven 
Faculteit Wiskunde en Informatica 
Hoofdgebouw kamer 9.84 
Postbus 513 - - ^ ^ 
5600 MB Eindhoven '* 
email: sander@win.tue.nl 

Vermeld bij de oplossing naam, adres, 
school en klas. Stuur bij de antwoorden 
ook een toelichting, waarin uitgelegd wordt 
hoe je aan het antwoord gekomen bent 
(een berekening of een bewijs). Insturen 
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De Newton-methode is een efficiënte methode voor het benaderen van nulpunten van 
functies. Zelf geef je een eerste benadering, waarna deze methode je stap voor stap steeds 
betere benaderingen geeft. In dit artikel zien we wat er gebeurt als de eerste benadering 
niet goed genoeg is: de Newton-methode begint zich als een dobbelsteen te gedragen. 

Chaos in de Neivtoii-itiethode 
Floris Takens 

In de wiskunde wordt de methode van 
Newton (1642-1727) gebruikt om de nul-
punten van willekeurige functies te bena-
deren. Zo'n methode is van belang als 
we nulpunten nodig hebben van functies 
waarbij we niet zoiets hebben als een ahc-
formule voor het bepalen van de nulpunten. 
De methode van Newton werkt als volgt. 
Stel dat ƒ een functie is waarvan we een 
nulpunt willen vinden. We beginnen met 
een benadering XQ van het nulpunt (zie fi-
guur la). Trek nu de raaklijn aan de gra-
fiek van ƒ in het punt (.VQ,/(XQ)). Deze 
lijn heeft richtingscoëfficient / ' ( .ÏQ) en gaat 
door (.ï()./(.ÏQ)). Je kunt narekenen dat de 
raaklijn de .r-as snijdt in 

fM 
Xi = Xo -

/'(•ïo) 

Aan de figuur zie je dat wanneer xo een 
goede benadering is voor het nulpunt, 
xi een nog veel betere benadering is. Wan-
neer we nu het voorgaande toepassen op xi 
in plaats van .ÏQ, dan vinden we een nog be-
tere benadering .xj (zie figuur Ib). Dit pro-
ces kunnen we blijven herhalen. Als.v,, een 
benadering is, dan wordt de volgende be-
nadering x„^i gevonden met de volgende 
iteratieformule: 

fM 

Fii>uiir la Eersic hi'/huleri/ii; 

- y 

,-y^^X 

^ ^ 1 "1 1 * 1.8 x„ 2.2 X 2.4 

Figuur Ih. Tweede benadering 

f'M 
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Een voorbeeld 
We laten zien hoe we de Newton-methode 
kunnen gebruiken om de decimale ontwik-
keling van \/2 te berekenen. De wortel 
uit 2 is een nulpunt van ƒ (x) =x^ — 2 en dit 
nulpunt gaan we benaderen met de Newton 
methode. De iteratieformule luidt: 

Laten we als eerste benadering nemen XQ = 
2. Als we de iteratieformule vier keer toe-
passen, dan vinden we: 

xo = 2 
xi = 1,5 
X2= 1,416666667 
X3 = 1,414215686 
X4= 1,414213562 

Als je \/2 intikt op je rekenmachine, dan 
vind }e V2= 1,414213562, hetzelfde als 
de waarde die we vonden na vier iteraties. 
In het algemeen werkt deze methode heel 
goed als we voldoende dicht bij een nul-
punt beginnen. De benaderingen worden 
zelfs heel snel beter: op den duur wordt 
bij elke stap het aantal correcte decimalen 
steeds twee keer zo groot! 

Chaos bij ontbreken van nulpunten 
Door een functie te gebruiken die géén 
nulpunten heeft, kunnen we de Newton-
methode voor de gek houden. In dat geval 
zal herhaald toepassen van de iteratiefor-
mule nooit naar een vast getal convergeren 
(want zo'n getal zou een nulpunt moeten 
zijn). Het herhaald toepassen van deze for-
mule kan dan tot chaotisch gedrag leiden. 
Als voorbeeld nemen we de functie ƒ (x) = 
x̂  -f fl. Als a < O dan heeft deze functie nul-

5 Wiskunde en chaos 
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punten. Om te demonstreren wat er met de 
Newton methode gebeurt als de nulpunten 
verdwijnen, hebben we het volgende ge-
daan. We nemen een willekeurig beginpunt 
en passen de iteratieformule 

' ' " + ' " ' ' " 2x„ 

2000 keer toe. Terwijl we dat doen, laten 
we de waarde van a heel langzaam toene-
men, van —0,1 tot 0,2. 
Tijdens de eerste 2000/3 iteraties zien we 
weer dat de verkregen waarden heel dicht 
bij een nulpunt liggen van ƒ (x) = x^ + a, 
namelijk \ / ^ . Deze nulpunten vormen 
in het (a,x)-vlak een parabool a — —x̂ , 
waarvan in de figuur alleen de bovenste 
helft (x > 0) te zien is. Als a positief wordt 
is er in de resultaten weinig struktuur meer 
te onderscheiden. Hier is sprake van chao-
tisch gedrag. 

o 0.1 a 0.2 

Newton iteratie met f(x) =x^ +a, waarbij a toeneemt 
van -0.1 tot 0.2. De gevonden waarden zijn weerge-
geven voor zover ze liggen tussen —1 en 1. 

llllllllllllllillllMlllli 
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Chaos bij twee nulpunten 
Wat gebeurt er als we wèl nulpunten heb-
ben, maar niet in de buurt van een nulpunt 
beginnen? De Newton-methode blijkt zich 
dan als een dobbelsteen te kunnen gaan ge-
dragen. We demonstreren dit met de func-
tie /(x) = (x^ - l ) ( (x-5)2-M). Omdat 
de tweede factor overal positief is, zijn de 
nulpunten van ƒ precies de nulpunten van 
de eerste factor, dus gelijk aan ± 1. 
Het gaat hier niet om het ontdekken van 
onbekende nulpunten, maar om het demon-
streren van de werking van de Newton-
methode. We stellen onszelf de volgende 
vraag: als we een willekeurig begin-
waarde x nemen en dan de iteratieformule 
voldoende vaak toepassen, bij welk nul-
punt komen we dan terecht? Bij — 1 of 
bij 1 ? Dit hebben we met de computer on-
derzocht. De resultaten daarvan zijn op de 
volgende pagina weergegeven in figuur 2. 
In elk van de drie plaatjes geven we langs 
de horizontale as aan welke beginwaarde 

/W = (.r-l)(U-5)^ + 1) 

6 Wiskunde en chaos 
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gebruikt is. Op deze beginwaarde pas-
sen we 50 keer de iteratieformule toe en 
het resultaat geven we aan op de vertikale 
as. Op deze manier krijgen we een grafiek 
die meestal de waarden — 1 of I aanneemt. 
We hebben de opeenvolgende punten met 
rechte lijnen verbonden; dit levert de 'blok-
vormige' grafieken. 

In de drie opeenvolgende grafieken zoo-
men we steeds verder in op een kleiner ge-
bied: de tweede figuur is een uitvergroting 
van het gebied dat in de eerste figuur tussen 
de .stippellijntjes aangegeven is, idem dito 
voor de derde figuur. 

Aan de eerste grafiek zien we het volgende: 
elke beginwaarde tussen —1.5 en —0,2 
leidt na 50 iteraties tot het nulpunt - 1 . 
Evenzo leidt elke beginwaarde tussen 0,1 
en 1.5 uiteindelijk tot het punt I. Tus-
sen —0,2 en 0,1 ligt een overgangsgebied. 
Daar neemt de grafiek ook grotere waar-
den aan: dit heeft te maken met het be-
perkte aantal iteraties dat we uitgevoerd 
hebben. Als we maar genoeg iteraties uit-
voeren dan gaan de meeste waarden uitein-
delijk naar — 1 of 1, maar er zijn beginwaar-
den die nooit tot —1 of 1 leiden (bijvoor-
beeld die met / '(x) = 0). 

De tweede grafiek is een uitvergroting van 
het overgangsgebied. Het overgangsgebied 
blijkt een ingewikkelde structuur te heb-
ben. Er zijn bepaalde gebiedjes waarop de 
Newton-methode tot één vast nulpunt leidt 
(het interval [-0.02:0.02]), maar er zijn 
ook gebiedjes waarop het gedrag van de 
Newton-methode niet te voorspellen lijkt. 

llllllllillllllllllllllllllllllllllM 
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Figuur 2. Herhaalde toepassing van de Newton itera-
tie (50 keer) voor f(x) = (x^-\)[{x- if + 1). Voor 
elke beginwaarde (horizontale as) is de bijbehorende 
eindwaarde geplot (vertikale as). 

In de derde grafiek is zo'n gebiedje uitver-
groot: het interval [-0.11;-0,09]. Hier 
gaat de Newton-methode zich min of meer 
als een dobbelsteen gedragen. Het gedrag 
van een dobbelsteen wordt in principe be-
paald door de positie en snelheid op het mo-
ment dat we hem werpen. Daarop volgt een 
'aflopend' dynamisch proces: eerst buitelt 
de dobbelsteen in het rond, maar uiteinde-
lijk komt hij stil te liggen en kunnen we het 
resultaat aflezen. Het is practisch onmoge-
lijk van te voren te voorspellen welk van 
de getallen 1 tot en met 6 boven komt te 
liggen. Evenzo is het practisch onmogelijk 
te voorspellen bij welk nulpunt de New-
tonmethode uitkomt als we in het kritieke 
gebied beginnen. Een interessante, maar 
moeilijk te beantwoorden vraag is of hier 
de Newton-methode zich écht als een dob-
belsteen gedraagt: is de kans op — 1 als uit-
komst even groot als op 1 ? 

De punten die noch naar —1 noch naar 1 
convergeren noemen we kritieke punten. 
Als we over de getallenlijn lopen van een 
punt dat naar — 1 convergeert naar een punt 
dat naar 1 convergeert, dan zullen we altijd 
één of meer kritieke punten tegenkomen. 
Uit de figuren zien we dat de kritieke pun-
ten een uiterst gecompliceerde verzameling 
vormen: hoe ver we ook uitvergroten, er 
verschijnen steeds nieuwe kritieke punten 
(dit kunnen we ook bewijzen). Hierdoor 
treedt een gevoelige afhankelijkheid van de 
beginwaarden op: vlak bij een kritiek punt 
kan een miniem verschil in de beginwaarde 
van de iteratie een ander nulpunt tot gevolg 
hebben. We zien: kleine oorzaken, grote 
gevolgen. -^ 

7 Wiskunde en chaos 



* Simon Stevin 
Dirk J. Struik 

Simon Stevin (1548-1620) was een Brug-
genaar en aanvankelijk een boekhouder. 
Als jonge man schijnt hij veel gereisd te 
hebben, daarbij een schat van wiskundige 
en ingenieurswijsheid vergarend. In 1581 
vestigde hij zich in Leiden (later in Den 
Haag), waar hij al snel een grote produkti-
viteit ontwikkelde; hij publiceerde een aan-
tal oorspronkelijke boeken over wis- en 
werktuigkunde. Ook verwierf hij naam als 
bouwer van molens, havenwerken en ves-
tingen. Van zijn boeken zijn De Thiende 
(1585) en de Weegcon.sf en Weeghdaet 
(1586) wel de bekendste. Hij schreef over 
interest-tafels (tot dusver als koopmans-
geheim beschouwd), meetkunde, algebra, 
hydrodynamica en cosmografie (waarbij 
hij het Copernicaans stelsel verdedigde). 
Andere boeken, bijvoorbeeld Stercke Bou 
door Spilsluysen (1617), gaan over inge-
nieursproblemen. 

De jonge Republiek der Nederlanden had 
zich in 1581 onafhankelijk verklaard en 
had voor zijn economische bloei wis- en 
werktuigkunde nodig. Stevin stond gere-
geld in contact met verscheidene van zijn 
collega's, onder andere met de scherm-
meester Ludolf van Ceulen, bekend omdat 
hij n berekende tot 20 en later tot 35 de-
cimalen. Ook had Stevin contact met Jan 
Cornets de Groot, de vader van Hugo, met 
wie hij molens bouwde en proeven deed 
over valtijd en gewicht, zoals Galilei la-
ter. Dit alles trok de aandacht van Prins 
Maurits, toen bezig het Staatse leger weten-

schappelijk te reorganiseren. Hij nam Ste-
vin op in zijn staf als adviseur voor de orga-
nisatie en de vestingbouw en als leraar in de 
wiskundige wetenschappen. 

De Thiende is een pamflet van 36 bladzij-
den dat in de volkstaal geschreven is, zo-
als bijna alle werken van Stevin. Het is een 
pleidooi voor het stelselmatig gebruik van 
het tientallig stelsel, speciaal waar het breu-
ken betreft. Rekenen met breuken werd als 
moeilijk beschouwd, voornamelijk omdat 
breuken op allerlei manieren werden ge-
schreven. Stevin stelde voor om een ge-
tal, zoals bijvoorbeeld 5 | , te schrijven als 
5(0)2(1)5(2). Hier staat (n) voor 1/10 
tot de macht n. Het getal 5 | is dus gelijk 
aan 525(2). Stevin toonde aan dat op die 
manier het rekenen met breuken even ge-
makkelijk is als het rekenen met gehele ge-
tallen. Zijn voorstel vond gehoor. In Enge-
land kwamen twee vertalingen uit en deze 
brachten de Schot John Napier, de uitvinder 
der logarithmen, er niet alleen toe Stevin's 
idee over te nemen, maar ook te vereenvou-
digen, zodat hij het getal 5 | ging schrij-
ven als 5,25. Dit heeft tot op heden toe 
blijvende aanhang gevonden. Stevin stelde 
ook voor om het decimale stelsel in te voe-
ren voor maten en gewichten. Het metri-
sche stelsel voor maten en gewichten werd 
evenwel pas 200 jaar later ingevoerd, ten 
tijde van de Franse Revolutie. 

Ook nu nog wordt Stevin genoemd in 
verband met zijn zeilwagen, waarmee hij 
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in 1600 Prins Maurits en^ge¥oIg~öp het 
strand voor Schevening'en heeft geamu-
seerd. Die zeilwagen ïs> vooral een aar-
digheidje gebleven, maatr in de geschiede-
nis der mechanica blijft Stevin een belang-
rijke plaats innemen. Hij heeft als eer-
ste de gedachten van Archimedes over het 
evenwicht van vaste lichamen en vloeistof-
fen stelselmatig ontwikkeld. Hij behan-
delde ook de zogenaamde hydrostatische 
paradox, die vaak aan Pascal toegeschre-
ven wordt. 1 

Stevin was een bewonderaar van de Ne-
derlandse taal. Door hem zijn termen 
als 'wiskunde', 'meetkunde', 'evenwijdig', 

"'everirèdigheid' blijvend in de Nederlandse 
taal opgenomen. Wie meer over Ste-
vin weten wil, leze het mooie boek over 
hem van E.V. Dijksterhuis, Simon Stevin 
(Den Haag, Nghqf, 1943). A 

* De hydrostatische paradox 
Jan Aarts 

Neem twee vaten met twee even grote bo- het punt, g de versnelling van de zwaarte-
dems die tot dezelfde hoogte met deze l fdd^acht en p de dichtheid van de vloeistof. 
vloeistof gevuld zijn. Proefondervindelijk In water neemt de hydrostatische druk toe 
kun je vaststellen dat de beide bodems eeai rnet 1 atm per 10 m. Dat de krachten gelijk 
even grote hydrostatische kracht onderviik—zi n volgt uit: 
den. Dit lijkt een paradox: omdat het bo-
venste vat veel meer vloeistof bevat dan het 
onderste zou je verwachten dat de kracht op 
de bovenste bodem groter is dan die op qe 
onderste. j 
De hydrostatische druk p is de in een ruf-
tende vloeistof heersende druk, die onder 
invloed van de zwaartekracht in een punt 
wordt uitgeoefend door de massa van de er-
boven gelegen vloeistofkolom. De formule 
voor p is gelijk aan p — h \ p x g, waar 
h de hoogte van de vloei stofkolöm-boven 

kracht = druk x oppervlakte 
F = p X O 

Diis F = hxpxgxOen beide krachten 
zijn gelijk. ^ 

NB. hydro = water 
en statisch = stilstaand. 
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In het vorige nummer van Pythagoras stond een leuk vraagstuk. Nu moetje altijd 
oppassen met leuke vraagstukken, die kunnen soms razend moeilijk zijn. Dit vraagstuk 
was inderdaad lastig, een hersenbreken Er is een elegante oplossing die uitbundig 
gebruik maakt van hulplijnen. 

Hulplijnen 
Jan Aarts 

Probleem 6 
De driehoek ABC is een gelijkbenige drie-
hoek, met de tophoek 20°. Punt F ligt 
op zijde AC en punt E op zijde BC. De 
hoek ABF is 60° en hoek BAE is 50°. Be-
reken hoek CEF. 
Dit vraagstuk wordt niet eenvoudiger als 
het antwoord erbij vermeld wordt: Toon 
aan dat ZCEF = 50°. Onlangs las ik 
in een boekje van Honsberger [1] een 
fraaie oplossing die bedacht was door 
S.T. Thompson. De oplossing is eenvoudig 
zodra je weet hoe je naar de gegeven drie-
hoek moet kijken. De clou van het bewijs 
is om de gegeven driehoek te zien als een 
onderdeel van een regelmatige 18-hoek. 
Het gaat bij de oplossing van dit vraagstuk 
niet om het trekken van een enkele 'slim-
me" hulplijn, maar om het tekenen van een 
heleboel hulplijnen. 

Oplossing 
We tekenen een cirkel met middelpunt C 
waarvan de straal R gelijk is aan de lengte 
van AC. In de figuur op de rechter pagina is 
de driehoek getekend in een cirkel met mid-
delpunt C en straal CA. ABG... UV is een 
ingeschreven regelmatige 18-hoek. Omdat 
we te maken hebben met een regelmatige 
18-hoek zijn de hoeken ZVCA en lACB 
bij het middelpunt gelijk aan 20°. De drie-

hoeken VCA enACB zijn gelijkbenig en we 
vinden 

/LCVA = ZCAV = ACAB 
= ZCBA ^ ZCBG = 80°. 

Nu komt de gouden greep. Het blijkt dat E 
en F op de lijn GS liggen. Dat is niet zo 
moeilijk uit te leggen, in feite gaat het om 
een aantal eenvoudige berekeningen van 
hoeken. Al doende lossen we meteen het 
vraagstuk op, dat wil zeggen, we vinden 
ZCEF =50°. 
Bekijk VGJMPS. een ingeschreven re-
gelmatige 6-hoek van de cirkel. Omdat 
ZSCV = 60° is driehoek SCV gelijkzijdig. 
Ook AVCG is gelijkzijdig. VGCS is dus 
een ruit en de lijnstukken CV en SG delen 
elkaar in het punt D loodrecht middendoor. 
Noem het snijpunt van GS en AC even F'. 
Omdat C en V symmetrisch liggen ten op-
zichte van de lijn GS, vinden we ZDVF' = 
20°. Hieruit volgt dat ZAVF' = 60°. Om-
dat V en B symmetrisch liggen ten opzichte 
van de lijn CA, geldt ZABF = 60°. Kij-
ken we nu hoe in het vraagstuk het punt F 
was vastgelegd, dan zien we: F valt samen 
met F', dus F ligt op GS. 
Noem nu het snijpunt van GS en CB 
even E'. Omdat ZCDE' = 90° en 
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ZDCE' = 40° volgt dat ZCED = 50°. 
Hiermee is de gezochte hoek bepaald zodra 
is aangetoond dat E en E' samenvallen. 
Welnu, CE'D en BE'G zijn overstaande 
hoeken. Dus ZBE'G = 50° en bijgevolg 
ZE'GB = 50° (want ZE'BG = 80°). Om-
dat A en G symmetrisch liggen ten opzichte 
van de lijn CB, geldt ZE'AB = 50° en dus 
vallen E en E' samen. Hiermee is het be-
wijs voltooid. 

Het aardige van het bewijs is het uitbundig 
gebruik van hulplijnen. Er zijn echter ook 
bewijzen waarbij maar een enkele hulplijn 
gebruikt wordt. Zo'n bewijs staat bijvoor-
beeld in [2,1.9, Exercise 4]. Dit begint als 

volgt. Trek de hulplijn FD || AB en vervol-
gens de lijn DA. De lijnen DA en FB snij-
den elkaar in G. Dan is AASG gelijkzijdig. 
Ik denk dat je dit bewijs nu zelf af kan ma-
ken. Succes ermee. . ^ 

Literatuur 
[1] R. Honsberger, Mathematical Gems II, 
The Dolciani Mathematical Expositions 2, 
The Mathematical Association of Ame-
rica, 1976 

[2] H.S.M. Coxeter & S.L. Greitzer, Ge-
ometry Revisited, New Mathematical Li-
brary 19, The Mathematical Association of 
America, 1967 
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Kortom, we krijgen 6 punten die steeds in 
dezelfde volgorde doorlopen worden. De 
oneindige rij punten die je krijgt door de 
fase I steeds te verdubbelen blijkt peri-
odiek te zijn van lengte 6. We zeggen 
daarom wel dat ^ een periodieke baan 
heeft. 
Wat gebeurt er wanneer je begint met een 
breuk waarvan de noemer groot is? Wie 
geen zin heeft om zelf te rekenen kan de 
computer inschakelen. Het volgende pro-
gramma tekent voor een gegeven breuk 
de baan van het bijbehorende punt op de 
cirkelomtrek. Elk tweetal opeenvolgende 
punten wordt verbonden door een lijnstuk. 

SCREEN 12 : CLS 
WINDOW (-1.6,-1.2)-(1.6,1.2) 
DEFINT K-N 
M=l 'teller 
N=35 'noemer 
PI=4*ATN(1) 
CIRCLE.(0,0),1 
FOR K=0 TO N 
M=2*M MOD N 
X=2+PI*M/N 
LINE(COS(X),SIN(X)) 

-(C0S(2X),SIN(2*X)) 
NEXT K 
END 

Dit programma tekent de baan van ^ , maar 
je kunt M en N elke waarde geven die je wilt. 
In de regel M=2*M MOD N wordt de teller 
met 2 vermenigvuldigd, door 'modulo N' te 
rekenen krijgen we het gebroken gedeelte 
van M/N in plaats van M/N zelf. Omdat er 
maar 35 breuken met noemer 35 op de cir-
keionitr^k liggen, moet de baan van j ^ pe-
riodiek zijn. Daarom laten we in het pro-

13 Wiskunde met de computer 

gramma de teller K maar tot N IpjJén. Be-
kijkje met het bovenstaande OTogramma de 
baan van een breuk met eengrote noemer^ 
dan doe je een verrassendOj^^ntdekking (zie 

figuur 3). m - , - ;^s 
De lijnstukken omhuUei^^ïi^OT&rkwalaf-
dige kromme! Het is een zogenaamde car-^ 
dioide, een hartlijn. Elk lijHstük met uit-
einden P en 2P is een raaklijn aan deze 
hartkromme. Als je daarom een flink aan-
tal verschillende lijnstukken tekent, d & z i e 
je vanzelf deze kromme verschijnen. De 
hartkromme is een zogenaamde rolkromme 
(epicycloïde). Je kunt hem verkrijgen door 
een cirkel te laten rollen over een tweede 
even grote cirkel. De baan van een vast 
punt op de eerste cirkel is dan precies een 
cardioide. Het volgende programma tekent 
een hartlijn. 

SCREEN 12 : CLS 
WINDOW ( - 1 . 6 , - 1 . 2 ) - ( 1 . 6 , 1 . 2 ) 
CIRCLE ( 0 , 0 ) , 1 
FOR S=0 TO 8*ATN(1) STEP .001 

R=2/3*(1+C0S(S)) 
PSET(R*C0S(S)-1/3,R*SIN(S)) 

NEXT S 
END 

Figuur 3: de haan van 
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We gaan bekijken hoe je zelf een WWW-pagina kunt maken. Zulke pagina's worden 
geschreven in HTML, een eenvoudig te leren computertaal. Als voorbeeld maken we 
een homepage voor de wiskundige Pierre de Fermat. 

* De homepage van Fermat 
Leendert van Gastel 

Als je zelf een WWW-bladzijde gaat ma-
ken, hoefje gek genoeg niet te weten hoe 
die bladzijde er uit gaat zien. Dit komt 
omdat de lezer bepaalt met welke afme-
tingen en in welk lettertype de bladzijde 
weergegeven wordt. Dus in tegenstelling 
tot wat je bij een typemachine of tekst-
verwerker gewend bent, hoef je niet te 
vertellen waar een nieuwe regel begint. 
hoeveel ruimte je tussen de regels wilt, en-
zovoort. In plaats daarvan beperk je je tot 
de functionele structuur: je vertelt niet hoe 
de tekst eruit ziet, maar wat de elementen 
van de tekst zijn. De titel van een hoofd-
stuk is een element, de paragrafen zijn ook 
elementen. De elementen baken je af met 
behulp van speciale commando's, tags ge-
heten. 

SGML en HTML 
Gestructureerde documenten vind je niet 
alleen op Internet. Uitgevers en bibliothe-
ken zijn hier al langer mee bezig. De hier-
voor ontwikkelde standaard heet SGML 
(Standard Generalized Markup Language). 
Hierin komen hyperlinks echter niet voor. 
Voor WWW is daarom een variant op 
SGML ontwikkeld, namelijk HTML (Hy-
perText Markup Language). 

Hyperlinks 
Een hyperlink is een element in een funct-

^^^k ^^^ 

ioneel gestructureerd WWW-pagina, dat 
verwijst naar een ander WWW-pagina. 
Een browser geeft meestal zo'n hyperlink 
onderstreept aan in een afwijkende kleur. 
Het aanklikken van die hyperlink doet je 
bij de andere WWW-pagina belanden. 

WWW-documenten 
Informatie op het World Wide Web is op-
geslagen in computers, zogenaamde Web 
servers. Het kan hierbij om van alles 
gaan: HTML-documenten, plaatjes, pro-
gramma's, spelletjes, enzovoort. Met be-
hulp van een browser (Netscape, Micro-
soft Explorer) kun je dergelijke informa-
tie bekijken. Wanneer je een Web server 
bezoekt, dan kom je in de regel als eerste 
een homepage tegenkomt. Een homepage 
is een soort visitekaartje: het is een HTML-
pagina die een beknopt overzicht geeft van 
de aanwezige informatie. Hyperlinks ver-
wijzen je verder. 
Iedereen kan op WWW informatie aanbie-
den. Je kunt een homepage maken om iets 
over jezelf en je hobbies te vertellen of om 
je favoriete hyperlinks neer te zetten. Ook 
organisaties kunnen een homepage hebben. 
Bijvoorbeeld, dit tijdschrift heeft een ho-
mepage, de universiteit waar ik werk heeft 
een homepage en, in alle bescheidenheid, 
ik heb zelf ook een homepage. 

15 Wiskunde en Internet 



��
������������� 

����
� 
��	��	��� ����� ��
�
 � 

��	��� 
����
	��
��� 
���	� ������ ������ 
������ 
�� � &%���3??;�		BBB�1B4�@A,�97	84>.	;C 

����!�%���'��	� �� 
��7�#40==0�� /0 �0=8,?�	�7�� 

� � � � E L � N �

��
��020A09>�	�
� 
�#��6 -09 49 ��
� 20-:=09 49 �0,@8:9?�/ 

 459 -0=:0; 4> ,/A:.,,�G� 8459 B::9;7 
"1>.3::9 809 D4.3 845 7,?0= D,7 30=4 
B,> B4>6@9/0 >70.3?> 8459 3:--C��	#� 
��% ����%�%���'� 

;,>	�0=8,?� 5;02 

NN ��1�� ��&1�.L1� 

��
�&?07749209�	�
� 
�#�)0=>.347709/0 B4>6@9/420 >?07749209 D459 9,,= 845 209:08/���%� 
�45A::=-007/��	#� 
�(�� 
���� 459 �670490� >?077492� ,7> ���;�	�� 009 ;=40820?,7 4>� 

/,9 4> A::= 076 203007 20?,7 ���,�	�� /0 ���;�	���/0 8,.3? 
A,9 ���,�	�� 207456 ,,9 ���,�	�� 8:/@7: ���;�	����	��� 

���� 459 �7,,?>?0 >?077492�� �0D0 2,,? :A0= 8,.3?09 A,9 203070 
20?,7709 2=:?0= /,9 ?B00� A::= ���9�	���2?� � 4> /0 >:8 A,9� 51?++F 
?B00 ���9�	���/0 8,.3?09 9::4? B00= 009 ���9�	���/0 8,.3?� 

� �6 30- 340=A::= 009 8::4 -0B45> 20A:9/09� 8,,= /0D0 
3:80;,20 B:=/? ?0 7,92 ,7> 46 30? 340= :;>.3=451 ���=0�+����+ 

H���!, 8459 /::/ D,7 49 /4? �� �%��� 7�.,��?� 
��� ��3??;� 		/,4>C �@B,?0=7::� .,	�,7:;0D�:	8,?3�1 ,<	9:/0$�3?874�1=� ������ 
�E5+ �:A0=D4.3?�	�� -0>.3=0A09 B:=/09� 3:0 30? D,7 ,17:;09 
��L 80? /0D0 �7,,?>?0 >?077492���	���� � 
�	(�� ������� ��� �� � �� I��� � � ���
������� ���
�	
�� �� ��� ���� �	 
�	�"�*� J�� � � � ����� ������ 

�	�' �� 

�� ���	�
�� �
 �

��
�
 
�� �������	�������� 



HTML 
Je kunt op verschillende manieren HTML 
leren. Het handigste is door af te kijken: bij 
de meeste browsers kun je de oorspronke-
lijke HTML-code opvragen van het docu-
ment dat je aan het bekijken bent. Als je 
dus niet weet hoe iets in HTML moet, dan 
kun je gaan kijken hoe iemand anders dat 
opgelost heeft. Ook zijn op Internet hand-
leidingen voor HTML te vinden (te vin-
den op de WWW-pagina van deze rubriek 
op de homepage van Pythagoras). Verder 
bestaan er tekstverwerkers die gericht zijn 
op HTML. Je hoeft dan niet langer alle tags 
symbool voor symbool in te voeren. Ook 
de bekende tekstverwerkers hebben aan-
vullingen die dat doen. 

Fermat's homepage 
Ons voorbeeld van een HTML-document 
is een homepage die de wiskundige Pierre 
de Fermat (1601-1665) gemaakt zou kun-
nen hebben. De HTML-code ervan is op 
de pagina hiernaast afgedrukt. Je kunt dit 
HTML-document zelf maken met een wil-
lekeurige tekstverwerker. Let er daarbij 
wel op datje het bestand opslaat in ASCII-
formaat. Eenvoudige tekstverwerkers, zo-
als 'Edit' onder DOS, of 'Notepad' onder 
Windows doen dit vanzelf. Typ de code 
over, sla deze op in een bestand en open dit 
bestand met je browser ('open file'). Het 
resultaat dat je te zien krijgt is onder de 
HTML-code afgedrukt. 
De HTML-code die je ziet bevat veel spe-
ciale commando's tusssen schuine haak-
jes O ; dit zijn de tags die in een HTML-
document alle elementen afgebakenen. 
Een HTML-document begint altijd met 
de tag <HTML> en wordt afgesloten met 

</HTML>. Verder bestaat een HTML-
document uit twee delen, de 'head' en de 
'body'. De head staat tussen <HEAD> en 
</HEAD> en bevat een korte omschrijving 
van de inhoud. Onze head bevat een titel, 
geplaatst tussen <TITLE> en </TITLE>. 
Deze titel zie je alleen maar terug in de ti-
telbalk van het venster. 
Het eigenlijke document staat in de body, 
tussen <BODY> en </BODY>. De titel staat 
tussen de tags <H1> en </Hl>. Dergelijke 
tags gebruik je altijd voor kopjes: <H1> 
staat voor een 'hoofdje van grootte 1'. Dan 
komen twee paragrafen. Elke paragraaf 
staat tussen de tags <?> en </P> en wordt 
in ons geval voorafgegaan door een titelre-
gel tussen <H3> en </H3>. 
Beide paragrafen bevatten een lijst met een 
ingewikkeldere structuur: de tags <UL> en 
</UL> geven het begin en einde van de 
ongenummerde lijst aan, de tags <LI> en 
</LI> zijn voor het afbakenen van de on-
derdelen. 
De tweede alinea bevat een hyperlink. Een 
hyperlink wordt door een browser meestal 
onderstreept weergegeven in een afwij-
kende kleur. Door het aanklikken van zo'n 
hyperlink spring je naar een andere WWW-
pagina, in dit geval naar een document over 
het bewijs van FLT (Fermat's Last Theo-
rem). Een hyperlink wordt gemaakt met 
behulp van een anker-e\ement. In dit ge-
val is de tag <A> voorzien van een at-
tribuut HREF=" ... ". Tussen de aanha-
lingstekens staat het http-adres waarnaar 
verwezen wordt. In de eerste regel van de 
body wordt een afbeelding van Fermat in-
gelezen. De tag <IMG> heeft een attribuut 
IMG=" ... ", met tussen de aanhalingste-
kens het adres van een plaatje. . ^ 
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Op 13 november 1996 heeft Joel Annengaud het tot dusver grootst bekende priemgetal 
ontdekt: 2'-'̂ *^^^ — 1. Deze 29-jarige programmeur uit Parijs maakt deel uit van een 
wereldwijde groep van ruim 1050 jagers' die op jacht zijn naar zogeheten 
Mersenne-priemgetallen. Dit alles via Internet. 

* Nieuw grootste priemgetal 
André de Boer 

Begin 1996 starte George Woltman, een 
39-jarige programmeur uit Orlando, op het 
World Wide Web de Great Internet Mer-
senne Prime Search (GIMPS). Deze site 
is te vinden op http://www.mersenne.org/. 
Deelnemers van de GIMPS kunnen vanaf 
deze website software downloaden, waar-
mee op gewone computers gezamenlijk 
naar grote priemgetallen gezocht wordt. 
Woltman maakt gebruik van het feit dat 
computers de meeste tijd werkeloos staan 
te wachten op nieuwe opdrachten. Op zo'n 
moment gaat het programma rekenen om 
nieuwe priemgetallen op te sporen. De vele 
honderden 'simpele' computers vormen sa-
men een soort supercomputer, tot dusver 
het enige gereedschap om binnen afzien-
bare tijd grote priemgetallen te ontdekken. 
Joel Armengaud deed zijn ontdekking in 
88 uur op een gewone 90 MHz Pentium PC. 
Iedereen die de beschikking heeft over een 
PC met een Internet-aansluiting kan mee-
doen aan het project. Op bovengenoemde 
site vindje alle informatie die je nodig hebt 
om van start te gaan. 

Zoals je wellicht weet. is een priemgetal 
een getal groter dan 1 dat alleen deelbaar is 
door 1 en door zichzelf. Het getal 17 is bij-
voorbeeld een priemgetal. Daarentegen is 
57 geen priemgetal, want 57 = 3 x 19. 

ié«sl i-#" 
Marin Mersenne 

Een Mersenne-getal is een getal van de 
vorm 2" — 1 voor één of andere n. Wan-
neer dit een priemgetal oplevert, zeg je dat 
2" — 1 een Mersenne-priemgetal is. Deze 
priemgetallen zijn genoemd naar de Franse 
monnik Marin Mersenne (1588-1648). 
Als in 2" — I het getal n géén priemgetal 
is, dan is 2" — I zelf ook geen priemgetal. 
Bijvoorbeeld: 2"* - 1 = (2^ - 1)(2- -M). 
Voor een Mersenne-priemgetal moet de ex-
ponent n dus een priemgetal zijn. De eerste 
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derzocht zijn; zo is het 29ste Mersenne-
priemgetal JW29 ook pas 5 jaar na M ô on-
dekt. Waarschijnlijk zal deze onzekerheid 
niet meer zo lang duren: het doel van 
GIMPS is om voor het einde van deze eeuw 
elk Mersenne-getal met een exponent klei-
ner dan 2655000 getest te hebben. Dit zal 
nog miljoenen uren computertijd vergen. 

Perfecte getallen 
Er bestaat een verband tussen Mersenne-
priemgetallen en perfecte getallen. Een ge-
tal heet perfect als het gelijk is aan de som 
van zijn positieve delers ongelijk aan het 
getal zelf. Bijvoorbeeld, 6 is een perfect 
getal omdat 6 = 1 + 2 + 3. Het volgende 
perfecte getal is 28 = 1 + 2 + 4 + 7+14 , 
daarna komen 496 en 8128. Deze getallen 
zijn te schrijven als: 

2 x 3 , 4 x 7 . 16x31 en 64 X 127. 

Direct valt op dat deze getallen van de vorm 
2«-i (2" - 1) zijn voor « = 2, 3. 5 en 7, en 
dat steeds 2" — I een Mersenne-priemgetal 
is. Er geldt namelijk: 

Stelling. Het getal k is een even perfect 
getal precies dan als het te schrijven is als 
2"-1(2" — 1) voor één of andere n met 
2" — I een priemgetal. 

De zoektocht naar Mersennepriemen blijkt 
dus ook de zoektocht naar even perfecte ge-
tallen te zijn. Of er ook oneven perfecte ge-
tallen bestaan is tot de dag van vandaag on-
bekend. ^ 

Oplossing Pythagoras 3D 
In het okobernummer van 1996 stond de 
lezersprijsvraag Pythagoras 3D. Sommige 
mensen hebben zelfs meerdere oplossingen 
ingestuurd. Wij geven hier de oplossing 
van Peter Delev, lun Hoo en H. Verdonk. 

Laat vanuit O de loodlijn OD neer op AB. 
Dan is ook CD ± AB. Aangezien OAOB = 
20AB = ABOD geldt OA-OB^ = 
AB-{CD^ - OC-). Het bewijs volgt dan 
uit: 

4ABC- = AB^ CD^ 

= OA- OB^ + AB'OC-

OA- OB- + OB^OC^ 

= AOAB^ + AOBC~+AOCA^. 

Vijf mensen hebben de opgave cortect 
opgelost: Peter Delev (Hulste, België), 
lun Hoo (Dr. Alletta Jacobs College, 
Hoogezand-Sappemeer), Hendrik Jan van 
Eijsden (Rotterdam), Bart Vanderwoestijne 
(Zwevegem, België) en H.Verdonk (Den 
Haag). De winnaars van de boekenbonnen 
van vijftig gulden gulden zijn Peter Delev, 
lun Hoo en Hendrik Jan van Eijsden, zij 
krijgen hun boekenbon thuisgestuurd. ^ 
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Wat is ontelbaar? Veel mensen zouden zeggen 'oneindig veel', preciezer: zo veel als 
I, 2, 3, ..., enzovoort, tot en met oneindig. Een wiskundige antwoordt hierop: "Oh, maar 
dat is nog steeds telbaar. De getallen op de getallenlijn, die zijn pas ontelbaar Daarvan 
zijn er véél en véél meer " 

• Niet te tellen! 
Klaas Pieter Hart 

Mensen houden er van af en toe op te 
scheppen. Vaak gaat het er om iemand an-
ders af te troeven: "Ik heb meer snoep-
jes/flippo's/CD's dan jij." "Oh ja? Hoe-
veel dan?" Op dat moment komen grote 
getallen te voorschijn: tien, honderd, dui-
zend, tienduizendhondermiljoen. Tot ie-
mand uitroept "oneindig". Hoeveel dat is 
blijft meestal in het midden. In dit artikel 
zullen we zien dat er verschillende soorten 
oneindig bestaan, de één groter dan de an-
der. 

Vergelijken zonder te tellen 
Stel je eens voor dat je twee grote bakken 
met knikkers voor je hebt staan en datje uit 
moet vinden in welke bak de meeste knik-
kers zitten. De knikkers zijn niet allemaal 
even zwaar, dus wegen zal niet gaan. Er 
lijkt niets anders op te zitten dan de twee 
bakken knikkers te tellen. Gezien de grote 
hoeveelheden zou je je gemakkelijk kun-
nen vertellen. Aangezien het niet om de 
precieze aantallen gaat, is de volgende me-
thode wat veiliger: neem telkens, tegelijk, 
uit elke bak één knikker en doe dit net zo 
lang tot een van de bakken leeg is. In de 
lege bak zat dan het kleinste aantal knik-
kers. Als beide bakken tegelijk leeg raken, 
dan zaten er in elke bak evenveel knikkers. 
Met behulp van dit idee kunnen we laten 
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zien dat er meer dan één soort 'oneindig' is. 

Weet jij hoeveel even getallen 2, 4, 6, ... 
er zijn? Je zou kunnen zeggen: precies de 
helft van alle natuurlijke getallen 1, 2, 3, 4, 
5, 6, ... Maar laten we onze knikkerbak-
methode eens gebruiken om de even getal-
len te vergelijken met de verzameling van 
alle natuurlijke getallen. Hiertoe nemen we 
twee bakken; in de ene storten we de even 
getallen en in de andere alle natuurlijke ge-
tallen. 
Nu gaan we steeds tegelijkertijd uit beide 
bakken één getal halen: eerst 2 en 1, dan 
4 en 2, dan 6 en 3, enzovoort. Telkens pak-
ken we het getal 2n uit de ene bak en het 
getal n uit de andere bak. Op deze manier 
paren we alle even getallen aan alle natuur-
lijke getallen: 

2i—> 1 
Ai—>2 
6^—^•3 
8^—>4 

We zeggen daarom dat er evenveel even ge-
tallen 2,4, 6, . . . zijn als natuurlijke getal-
len 1,2,3,4,5,6, . . . 



Aftellen 
Een verzameling waarvan je op de boven-
beschreven manier kan laten zien dat zij 
evenveel elementen heeft als de natuurlijke 
getallen noemen we aftelbaar. Een aftel-
bare verzameling kun je aftellen zoals de 
natuurlijke getallen: de elementen kun je 
één voor één opsommen—je moet alleen 
wel oneindig lang doorgaan. Een aftelbare 
verzameling heeft 'evenveel' elementen als 
er natuurlijke getallen zijn. 
We hebben gezien dat de even getallen 2, 
4, 6 ... aftelbaar zijn. Hoe zit het met de 
gehele getallen ... —2, —1, O, 1, 2, ... ? 
Deze kunnen we op de volgende manier 
aftellen: 

Dit betekent dat we de gehele getallen in de 
onderstaande volgorde uit de bak gehaald 
hebben: 

0 , 1 , - 1 , 2 , - 2 . 3 , - 3 , 4 , - 4 , . . . 

Als je goed kijkt, zie je wat het «-de ge-
hele getal in onze aftelling is: — 5 ( « - l)als 
n oneven is en jn als n even is. 

VRAAG. Sommige mensen houden er van 
alles in één formule te geven; bedenk eens 
één formule voor het M-de gehele getal in de 
bovenstaande aftelling. 

We hebben gezien dat er 'evenveel' gehele 
getallen als natuurlijke getallen zijn. We 

zullen nu zien dat er ook net zo veel ratio-
nale getallen (breuken) zijn als natuurlijke 
getallen. We doen dit door alle breuken af 
te tellen. Zo'n breuk wordt door twee ge-
hele getallen bepaald: een getal m, de tel-
ler, en een getal n > O, de noemer. Hier-
mee kunnen we de breuken overzichtelijk 
presenteren: we vatten de teller op als .v-
coördinaat en de noemer als v-coördinaat 
in een twee-dimensionaal schema. In dat 
schema geven we aan in welke volgorde we 
de breuken aftellen. 

Met behulp van deze slimme aftelling heb-
ben we laten zien dat er 'evenveel' ratio-
nale getallen als natuurlijke getallen zijn. 
Dit mag enige verbazing wekken: wanneer 
je naar de getallenlijn kijkt, dan lijken er 
véél en véél meer rationale getallen dan 
gehele getallen te zijn. Toch zijn volgens 
onze afspraak de beide getallenverzamelin-
gen even groot. 

1. Eigenlijk hebben we hierboven geen 
nette aftelling van de rationale getallen ge-
maakt. We hebben het getal I veel te vaak 
geteld: 1 = j ~ 5 ~ f ~ " ' Beschrijf 
hoe je een aftelling van de rationale getal-
len kunnen maken waarin elk getal precies 
één keer geteld wordt. 
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Opgave 5 
ABCDEF is een convexe zeshoek in het 
vlak, zodanig dat AB evenwijdig is met ED, 
BC evenwijdig met FE en CD evenwijdig 
met AF. Laat RA , Re en /?£ de stralen zijn 
van de omgeschreven cirkels van de drie-
hoeken FAB, BCD en DEF respectievelijk 
en /; de omtrek van de zeshoek. Bewijs dat 

RA+RC + RE>\P-

Oplossing 
We merken op dat in de zeshoek de hoe-
ken die tegenover elkaar liggen gelijk 
zijn, dat wil zeggen ZA = ZD, ZB = ZE 
en ZC = ZE. Nu is BF = 2/?/i sin ZA, 
BD = 2Rc sin ZC en DE = 2RE sin ZE = 
2RE sin ZB. We moeten bewijzen dat 
2(/?,4 +RC + RE)>P- ofwel dat 

BF FD DB 
sin ZlA sin ZB sin ZC >P-

De loodlijn door A op BC en EF snijdt het 
verlengde van CB in P en het verlengde 
van EF in 5. De loodlijn door D op BC 
en EF snijdt het verlengde van BC in Q en 
het verlengde van FE in R. PQRS is dus 
een rechthoek en er geldt BF > PS = QR 
ofwe\2BF>PS-\-QR. 
Noem de lengten van de zijden AB, BC, CD, 
DE, EF en FA achtereenvolgens a, b, c, d, 
een f. Dan is P.S = asinZB + ƒ sin ZC en 
QR — c sin ZC + d sin ZB, zodat 
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2Bf > 

2FD > 

2DB > 

(a sin ZB + ƒ sin ZC) 
+(csinZC + Jsin ZB), 
(e sin ZC + ^ sin ZA) 
+ (fl sin ZA + /?sin ZC), 
(c sin ZA + b sin ZB) 
+(É'sinZB + /sinZA). 

Delen we de rechterleden eerst door sin ZA, 
respectievelijk sinZB en sin ZC en tellen 
we ze daarna op, dan vinden we 

(a + rf)( 

+ (fe + . ) Q 

sinz^ sin ZB^ 
: + � 

��� � �� 

:16 '� :16 '�� 
:16 '� :16 '� 
:16 '� :16 '� 
:16 '� :16A( 
:16 '� :16 '� 

� 2 :16 '� :16 '� ( ( �( 
�< /-4,; ��CC � �CC � 	� -;+� �<:� 

:16 '� :16 '� 

��
��
	 � 
�� 
��� ��
 

� 
:16 AB� 
��� � ��

� 
�
� 

��� �� :16 '� 
���
�
���	����� ���� 



Problemen 
r edac t i e : Dion Gijswijt 

Dobbelen 
Amber. Bert en Carla gooien elk met een 
dobbelsteen. Welke kans is groter: de kans 
dat geen van drieën zes gooit, of de kans dat 
Amber, Bert en Carla alle drie verschillend 
gooien? 

Het huisje omcirkeld 
Een gelijkzijdige driehoek CDE staat op 
de bovenkant van een vierkant ABCD (zie 
de figuur). Vind de straal van de cirkel 
door A. B en £ als het vierkant zijde a heeft. 
QUANTUM, sept/okt. 1996 

32 jaar geleden 
Hoeveel scherpe hoeken kan een vijfhoek 
hoogstens hebben? 
Pythagoras jaargang 4(1965)3, p. 64 

Ordenen met drietallen 
De zeven delen van een encyclopedie staan 
op een boekenplank in de volgorde 1, 5. 6, 
2, 4, 3, 7. Breng ze op de goede volgorde 
door de volgende handelingen herhaald toe 
te passen: elk drietal opeenvolgende delen 
mag met behoud van volgorde verplaatst 
worden naar het linker- of rechter eind van 
de boekenplank, of tussen elk tweetal van 
de overige delen. 
QUANTUM, sept/okt. 1996 

26 Problemen 

Boeren-wiskunde ' 
Een boer heeft een koe, een paard, een geit 
en een hooiberg. Zijn zoon berekent dat dit 
hooi voldoende zou zijn om gedurende een 
maand het paard en de geit te voeren, of 
de geit en de koe gedurende 3/4 maand, of 
de koe en het paard gedurende 1/3 maand. 
De boer vertelt daarop zijn zoon dat hij 
vast niet zo goed in wiskunde is op school. 
Waarom maakt de boer deze opmerking te-
gen zijn zoon? 
QUANTUM, sept/okt. 1996 

Kubus in bol in kubus 
In een kubusvormige doos van 1 x 1 x 1 
meter zit een bol en in die bol zit weer een 
kubus. Wat is de maximale inhoud van 
deze laatste kubus? 

De boshut 
De had wat geld geërfd en kocht een klein 
boshutje aan de weg van Alt naar Bilt. Vlak 
voor mijn huisje liepen twee wegen naar 
Cost en Dop. De afstand van Alt naar Cost 
was 30 km. De weg van Cost naar Dop was 
eveneens 30 km, maar de weg van Dop naar 
Bilt was slechts 14 km. Het opmerkelijke 
was, dat de wegen van mijn huisje naar Alt, 
Bilt, Cost en Dop even lang waren. Kun je 
me vertellen hoe lang? 
Bob de Jongste 
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Onder auspiciën van de Nederlandse Onderwijscommissie voor Wiskunde worden in 
Nederland diverse wiskundige activiteiten voor middelbare scholieren georganiseerd. 
Bijvoorbeeld: het tijdschrift Pythagoras en de Nederlandse Wiskunde Olympiade. 
Ook de Nederlandse Vereniging van Wiskundeleraren organiseert diverse activiteiten. 
Hieronder volgt een overzicht. 

Agenda 
Data voor deze agenda aanmelden bij het redactieadres. 
Email: A.A.J.Lefeber@math.utwente.nl 

ma 17 februari "97 Kijken en ruimtelijke figuren 11.00-11.20 uur, Ned 2 
malOmaart'97 Symmetrie en verhoudingen 11.00-11.20 uur, Ned 2 
ma 17 maart'97 Formules, tabellen en grafieken II.00-11.20 uur, Ned 2 
ma 24 maart'97 Hoeken en plaatsbepalen 11.00-11.20 uur, Ned 2 
Nederlandse Onderwijs Televisie: Wat en waar is wiskunde? 

ma 3 maart '97 
Lezingenserie Hogeschool van Utrecht (030) 2547230 
Prof. dr. F. Verhulst: Denken en rekenen 
over oceanen en atmosferen 

vr 14, 15 maart '97 
Finale Wiskunde A-lympiade 

vr 21 maart '97 
Kangoeroe-wedstrijd (040) 2472738 

di 8 april '97 Herhaling van alle programma's 9.00-10.20 uur, Ned 2 
Nederlandse Onderwijs Televisie: Wat en waar is wiskunde? 

vr 11 april '97 
Eerste ronde Wiskunde Olympiade (026) 3521294 

4—8 augustus '97 kamp A en kamp C voor 10-12 en 12-14 jarigen 
11-15 augustus '97 kamp D voor 13-16 jarigen 
VIERKANT Wiskunde kampen (020) 4447776 

vr 19 .september "97 
Tweede ronde Wiskunde Olympiade 
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Over de medewerkers 

prof. dr. J.M. Aarts is hoogleraar topologie aan de TU Delft 

drs. A.A.J. de Boer is actuarieel medewerker bij de Postbank 

prof. dr. H. W. Broer is hoogleraar dynamische systemen aan de RUG 

prof. dr. J. van de Craats is hoogleraar wiskunde aan de UvA en de Open Universiteit 

drs J. G. M. Donkers is docent didactiek van de wiskunde aan de TUE 

dr. L. J. van Gastel is werkzaam bij het Expertisecentrum Computer Algebra Nederland 

D. C. Gijswijt is student wiskunde aan de UvA 

dr. K. P. Hart is docent topologie aan de TU Delft 

H. Haverkom is leraar wiskunde aan het Mozaïekcollege te Arnhem 

drs. A. Heek is werkzaam bij het Expertisecentrum Computer Algebra Nederland 

B. de Jongste is recreatief wiskundige te Den Haag 

dr. ir. T. Koetsier is docent geschiedenis van de wiskunde aan de VU 

prof. dr. H. A. Lauwerier is emeritus hoogleraar toegepaste wiskunde aan de UvA 

ir. A. A. J. Lefeber is AIO systeem- en besturingstheorie aan de TU 

R. van Luijk is student wiskunde aan de RUU 

W. R. Oudshoorn is AIO getaltheorie aan de RUG 

ir. S. M. van Rijnswou is OIO computeralgebra aan de TUE 

ir. F. G. Sinia is leraar wiskunde aan de Onderwijsgroep A12 te Ede 

prof. dr. D.J. Struik is emeritus hoogleraar geschiedenis van de wiskunde aan de MIT 

prof. dr. F. Takens is hoogleraar dynamische systemen aan de RUG 

drs. C. G. Zaal is OIO algebraïsche meetkunde aan de UvA 



Pythagoras 
Pythagoras wordt uitgegeven onder auspiciën van de 
Nederlandse Onderwijscommissie voor Wiskunde en richt 
zich tot leerlingen van de bovenbouw van VWO en HAVO. 
Pythagoras stelt zich ten doel jongeren kennis te laten maken 
met de leuke en uitdagende kanten van wiskunde. 

Abonnementen 
Abonnees kunnen zich aanmelden op één van de volgende manieren. 
Telefonisch: (070) 314 35 00, per fax: (070) 314 35 88 
of schriftelijk (een postzegel is niet nodig): 
NIAM b.v. 
Antwoordnummer 97007 
2509 VH Den Haag 

Tarieven '96-'97 
Een jaarabonnement op Pythagoras kost fl. 37,50 
Losse nummers fl. 8,-of BF 160 
Overige prijzen (per jaar): 
Pythagoras België BF 950 
Pythagoras buitenland fl. 52,50 
Pythagoras/Archimedes fl. 67,50 
Pythagoras/Archimedes België BF 1570 
Pythagoras/Archimedes buitenland fl. 83,50 

Reductietarief 
Een ieder die meerdere abonnees aanmeldt op I adres, ontvangt 
per 5 abonnementen een gratis jaarabonnement op Pythagoras. 

Betal ing 
Wacht met betalen tot u een acceptgirokaart krijgt thuisgestuurd. 
Bij tus.sentijdse abonnering ontvangt u alle nummers van de lopende 
jaargang. Abonnementen zijn doorlopend, tenzij vóór 1 juli 
schriftelijk bij de uitgever is opgezegd. 

Uitgever 
NIAM b.v. 
Neuhuyskade 94 
2596 XM Den Haag 
Telefoon (070) 314 35 00 
Fax (070) 314 35 88 
Gironummer 5513796 
Bankrekening België: ING Bank Brussel 
reknr. 627-7064242-48 t.n.v. TMS 
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