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Redactioneel

Wiskunde is het leukst als je het zelf doet.
Zelf puzzelen, zelf problemen oplossen,
dat is de uitdaging en een kick als het lukt.
Pythagoras bevat daarom altijd een blad-
zijde met problemen die er zijn om ge-
kraakt te worden. Het logo van die blad-
zijde is een walnoot, een dichte walnoot,
wel te verstaan. De inhoud van de noot
krijg je nog niet te zien, daarvoor moet je
de noot liefst zelf eerst kraken. Pas twee
maanden later staan op de pagina met op-
lossingen de ‘gekraakte noten’.

Puzzels zijn er in verschillende niveaus en
de afgelopen drie nummers van Pythago-
ras bevatten zeker niet de meest eenvou-
dige opgaven. Dat was voor de minder ge-
oefende lezer wel eens lastig. Daar heeft
de redactie nu wat aan gedaan: dit num-
mer van Pythagoras bevat een nieuwe ru-
briek: ‘Kleine nootjes’. De opgaven hier-
uit hebben een minder wiskundig karak-
ter dan die van de genoemde problemen-
pagina en spreken gemakkelijker aan, al-
thans, dat is de bedoeling. Pythagoras is
een blad voor leerlingen van de bovenbouw
van VWO en HAVO, maar deze rubriek is
bedoeld voor iedereen, met name ook voor
leerlingen uit de lagere klassen. De oplos-
singen van deze ‘Nootjes’ staan steeds in
hetzelfde nummer, namelijk op de binnen-
kant van de achterflap.

Voor deze ‘Kleine nootjes’ is geen speci-
ale niveau-aanduiding ingevoerd, juist om-
dat deze problemen voor iedereen te be-
grijpen zouden moeten zijn. Voor wis-
kundige artikelen was er al een niveau-

aanduiding met rondjes. Een artikel in Py-
thagoras kan daarom voorafgegaan worden
door nul, één, twee of drie rondjes. De be-
tekenis hiervan is als volgt.

Eén rondje ® betekent: voor iedereen vanaf
de vierde klas te begrijpen.

Twee rondjes **: hiervoor heb je wiskunde
uit de vijfde en zesde klas nodig.

Drie rondjes ***: dit gaat net iets verder dan
de middelbare school stof.

Tenslotte, géén rondjes betekent: geen en-
kele wiskundige voorkennis vereist, voor
iedereen te begrijpen! -




Deze nieuwe rubriek van Pythagoras bevat eenvoudigewviraagstukken dte door 1edereen
opgelost kunnen worden. De oplossingen van deze vraagstukken staan op de bmnenkant

van de achterflap van ditzelfde nummer.

Kleine nootjes

Stroomopwaarts

De afbeelding hieronder stelt een stuk van
de loop van een sterk kronkelende en snel
stromende rivier voor. De pijltjes geven
de richting van de stroom aan. De vraag
is nu:_hoe kun je met een vouwkano met
Zo:weinig mogelijk inspanning van punt A
naar-het stroomopwaarts gelegen punt B
komen?

e

Het wagenwiel

Kun je in de onderstaande figuur de getal-
len 1 tot en met 7 z6 invullen, dat som van
de drie getallen op elke lijn gelijk is?

Twee wieltjes

Met de spirograaf kun je mooie regelmatige
figuren tekenen. Hiernaast zie je twee even
grote spirograaf-wieltjes. Het rechter wiel-
tje is vastgezet, het linker kan daarom heen
rollen. Als je het buitenste wieltje precies
één keer rond het vaste wieltje laat rollen,
dan kom je precies uit op de plaats waar je
begonnen bent. Hoe vaak is het buitenste
wieltje nu rondgedraaid?




Trappenhuisverlichting

Een flat bestaat uit tien appartementen;

twee ter weerszijden van hettrappenhuis op
de begane grond; twee idem op de eerste
verdieping, twee op de tweede, twee op de
derde, twee op de vierde. De verlichting
van het trappenhuis kost jaarlijks f.720,—
en die kosten moeten door de bewoners zelf
gedragen worden. De verhuurder, die zelf
niet in het gebouw woont, verdeelt de kos-
ten gelijkmatig over de bewoners. Hij slaat
ieder van hun dus aan voor f.72,—. Daar-
tegen maken de bewoners van de apparte-
menten op de begane grond bezwaar; voor
hen hoeft er in het trappenhuis geen licht
te branden, waarom zouden ze dan in die
kosten bijdragen? De eigenaar voelt iets
voor dat argument. Hij laat de bewoners
van de begane grond f.40,— per jaar beta-
len en de overige bewoners 2 keer zoveel:
f.80,—. Nu komen echter de bewoners van
de eerste verdieping in opstand; ze willen
wel betalen voor het licht in de hal op de
eerste verdieping, maar of er hogerop ook
licht brandt, laat hun koud, en waarom zou-
den ze daarvoor betalen? Zodat de huisei-
genaar voor de opgave gesteld wordt: hoe
moet ik het bedrag eerlijk omslaan? Wie

weet een oplossing? -

—~—




* Christiaan Huygens

Anko Haven

‘Mijn kleine Archimedes’ werd hij door
zijn vader, de dichter en diplomaat Con-
stantijn Huygens, genoemd. Christiaan
was een wonderkind: reeds op zijn zeven-
tiende toonde hij aan dat een vrij hangende
ketting niet de vorm van een parabool aan-
neemt, zoals in die tijd werd verondersteld.
Christiaan Huygens (1629-1695) werd een
van de grootste geleerden in Europa. Er is
geen gebied van de 17de-eeuwse natuurwe-
tenschappen, die sterk wiskundig van ka-
rakter waren, waarop hij niet tal van nieuwe
vondsten heeft gedaan. Ook zijn zuiver
wiskundige werk was virtuoos; zijn opper-
vlaktebepalingen, een geliefd onderwerp in
die tijd, waren onovertroffen en oogstten
veel lof van zijn tijdgenoten. Ook heeft
hij de wiskundige wereld rijp gemaakt voor
de integraalrekening, de nieuwe krach-
tige methode om oppervlakten te bepa-
len die aan het einde van de 17de eeuw
gestalte kreeg.

Rond 1660 stond Huygens met een werkje
getiteld Van rekeningh in spelen van geluck
aan de wieg van de kansrekening. Hij be-
handelt daarin een probleem dat in zijn tijd
berucht was:

Twee mensen spelen een dobbelspel; win-
naar van een ronde is steeds diegene die als
eerste een zes gooit. Degene die het eerste
zes van deze ronden gewonnen heeft, wint
het spel en krijgt een prijs van 40 dukaten.
Plotseling moet het spel worden gestaakt.
De stand is 5-3. Men besluit om de prijs

te verdelen. Hoe moet de prijs worden ver-
deeld?

Toen Huygens in 1656 lucht had gekre-
gen van de briefwisseling tussen de be-
roemde Franse wiskundigen Pascal en Fer-
mat over dit vraagstuk, ging hij zelf op zoek
naar het antwoord. Hij besloot dat de prijs
evenredig moet worden verdeeld naar de
winstkansen, zoals die er op het moment
van afbreken voor staan. Je vindt dan een
winstkans van % respectievelijk %. Immers,
de partij die achter staat kan nog winnen.
Maar dan moeten er drie punten achter el-
kaar gemaakt worden en de kans daarop is
% . ,17 : % = -g;. Verdeel de prijs dus in de ver-
houding 7 : 1. Huygens’ oplossing kwam
overeen met die van zijn Franse collega’s.
Zo kwam vroeger wiskunde tot stand: als
haar beoefenaren het over een stelling eens
waren, was de zaak beklonken.

Met de nieuwe kansrekening konden, be-
halve het partijenvraagstuk en allerlei an-
dere gokproblemen, ook verzekeringspro-
blemen opgelost worden: zo paste Johan de
Witt de theorie van Huygens toe in zijn in
1671 verschenen studie over lijfrenten (zie

het oktobernummer van deze jaargang). <




Al in de jaren twintig doorgrondde Gaston Julia de complexe dynamica van bepaalde
transformaties van het platte vliak. Pas in de jaren zeventig kon met behulp van de
computer deze complexe dynamica zichtbaar gemaakt worden.

Julia-verzamelingen

Hans Lauwerier

Gaston Julia (1893-1978) was in de eerste
wereldoorlog soldaat in het Franse leger.
Tijdens een aanval op het Franse front —
ter viering van de verjaardag van de Duitse
keizer — raakte hij evenals vele anderen
zwaar gewond. Julia verloor daarbij zijn
neus en moest voor de rest van zijn leven
een leren lapje midden voor zijn gezicht
dragen. Tussen verschillende pijnlijke ope-
raties door zette hij in het ziekenhuis zijn
wiskundestudie voort. In 1918 publiceerde
hij zijn artikel Mémoire sur I'iteration des
fonctions rationelles, waarvoor hij in 1919
de Grand Prix de I’Academie des Scien-
ces kreeg. Met de wiskundige ontdekkin-
gen uit dit artikel werd Julia in de jaren
20 beroemd. In de daaropvolgende decen-
nia werd het werk van Julia vergeten, tot
in 1970 de Poolse wiskundige Benoit Man-
delbrot zijn werk weer in de belangstelling
bracht.

De kwadratische afbeelding

Naar Gaston Julia zijn de zogenaamde
Julia-verzamelingen genoemd. Voorbeel-
den hiervan zie je op de volgende pagina’s.
Hoe ontstaat een Julia-verzameling? Het
uitgangspunt is een formule die in het platte
vlak een punt naar een ander punt stuurt:

X1 :x(z) _y(z)a
Y1 = 2xp)0.

5 Wiskunde en chaos

Dit is een zogenaamde ‘kwadratische af-
beelding’. [Voor wie weet hoe je het platte
vlak als verzameling van complexe getal-
len kan opvatten: de afbeelding is z — z°.]
Deze formule levert, uitgaande van het be-
ginpunt (xg, o), een nieuw punt (x,yy) op.
We gaan nu dezelfde formule gebruiken om
(x1,y;) naar een volgend punt (x;,y,) te
sturen (dit heet itereren):

Wanneer we dit blijven herhalen krijgen we
in het platte vlak een hele rij punten.

Figuur 1: de banen van een drietal punten on-
der de kwadratische afbeelding. Punten in het
grijze buitengebied gaan ‘naar oneindig’, pun-
ten in het witte binnengebied convergeren naar
de oorsprong x=y=0.




Beginnen we bijvoorbeeld met het punt
(0.12,0.78), dan krijgen we:

(.\‘0._\‘()) san (0 12, 078).
(x1,¥1) = (—0.59,0.18),
(x2,¥2) = (0.31,—0.22),

Al deze punten samen vormen de baan van
het punt (0.12, 0.78). We kunnen ons af-
vragen wat de uiteindelijke toestand is van
een startpunt als we blijven itereren.

Van een drietal punten hebben we in fi-
guur 1 de banen getekend. Opeenvolgende
punten in de iteratie hebben we met een
pijl aangegeven. De vergelijkingen van de
kwadratische atbeelding

3 )

a1 =X =

i e 2~rn}"n

kun je beter begrijpen wanneer je
X, en vy, omschrijfft in zogenaamde
poolcodrdinaten: I, =TCDBP . en
vy, = rsin@. Je krijgt dan

Figuur 2: Julia-verzameling (a =0, b= 0.2)

2
Xnt1 = I COBZOD,

R
Yni1 = 1" sin2@.

Het beeldpunt heeft dus als poolcoordinaten
straal 7* en hoekcodrdinaat 2¢:

(Tn+1,Yn+1)

r cos e

(0,0)

Is de straal r van het startpunt groter dan 1,
dan wordt in de iteratie de straal achter-
eenvolgens 72, r*, %, ... en dus steeds gro-
ter. We zeggen dat de baan van zo’n
punt ‘naar oneindig’ gaat. Begin je met
een punt waarvan de straal r kleiner is
dan 1, dan wordt de straal achtereenvol-
gens 2, r*, r®,... en dus steeds kleiner,
zodat de baan naar de oorsprong x=y=0
convergeert. Is de straal van het begin-
punt gelijk aan 1, dan blijft deze natuur-
lijk 1. Omdat de hoekcoordinaat steeds

Figuur 3: Julia-verzameling (a =0, b = 0.62)




verdubbelt, correspondeert dit geval pre-
cies met het ‘cirkelspringen’ uit het vorige
nummer van Pythagoras (nummer 3, pa-
gina 12-14).

CONCLUSIE: alle punten binnen de een-
heidscirkel (het in figuur 1 wit aangegeven
binnengebied) convergeren naar de oor-
sprong x=y=0 en alle punten buiten de
eenheidscirkel (het grijs aangegeven bui-
tengebied) gaan ‘naar oneindig’. Beide ge-
bieden grenzen aan de eenheidscirkel —
deze cirkel is de Julia-verzameling van de
bovenstaande kwadratische afbeelding.

Julia-verzamelingen

We gaan de bovengenoemde kwadratische
afbeelding iets veranderen door bij de x-
coordinaat een vast getal a op te tellen, en
bij de y-coordinaat een vast getal b:

2 a2
Xntl = Xy — Y, T a,
Ynt1 = 2XnYn + b.

We kunnen dan weer proberen van een aan-

Figuur 4: De ‘San Marco’ (a= —0.75, b=0)

tal punten de baan uit te rekenen, maar dat
gaat niet meer zo gemakkelijk als hiervoor.
Maar de computer brengt uitkomst — deze
kan van een groot aantal beginpunten de
baan uitrekenen en bepalen of deze ‘naar
oneindig’ gaat of convergeert naar een vast
punt. Dit hebben we voor een aantal ver-
schillende waarden van a en b gedaan. De
resultaten kun je op deze pagina’s bewon-
deren; in de afbeeldingen zijn de punten die
naar oneindig gaan steeds zwart afgedrukt.

Wanneer de getallen a en b maar wei-
nig van 0 verschillen, dan is de Julia-
verzameling een rafelige lijn die een bin-
nengebied scheidt van een buitengebied.
De punten in het zwarte buitengebied gaan
naar oneindig, de punten in het witte bin-
nengebied convergeren naar een vast punt
en de Julia-verzameling is de dunne lijn die
deze twee gebieden scheidt.

Voor kleine a en b wikt de Julia-
verzameling maar weinig af van de een-
heidscirkel. De Julia-verzameling is alleen
geen gladde lijn meer, het is een rafelige
ovaal die nergens een raaklijn heeft. Der-

Figuur 5: Het ‘konijn’ (a = —0.11, b =0.75)




gelijke rafelige figuren worden fractalen
genoemd.

Voor grotere waarden van a en b kunnen
er vreemde dingen gebeuren, zoals je kunt
zien in de figuren 7, 8 en 9. De Julia-
verzameling wordt steeds rafeliger en het
binnengebied kan zelfs helemaal verdwij-
nen. De Julia-verzameling verliest dan zijn
samenhang en wordt stofachtig als losse
korrels zand.

Een Julia-verzameling heeft de volgende
kenmerken:

1. Een Julia-verzameling is een fractal.
Een fractal is een meetkundige struc-
tuur die verdeeld kan worden in stukken
die (bij benadering) een verkleinde kopie
zijn van het geheel. Fractalen zijn zelf-
gelijkvormig: elke uitvergroting lijkt op
het origineel.

2. De baan van elk punt op een Julia-
verzameling ligt op de Julia-verzameling.
Buiten de Julia-verzameling gedraagt de
kwadratische afbeelding zich netjes: elke
baan convergeert naar een vast punt of
‘naar oneindig’. Op de Julia-verzameling
is daarentegen het gedrag van de kwa-

Figuur 6: De ‘draak’ (a=0.36, b=0.1)

dratische afbeelding chaotisch en lijdt aan
gevoelige athankelijkheid van beginvoor-
waarden: twee willekeurig dicht bij elkaar
liggende punten hebben uiteindelijk totaal
verschillende banen.

Zelf plaatjes maken

Met behulp van een computer kunnen
we op verschillende manieren een Julia-
verzameling zichtbaar maken. We bespre-
ken twee programma’s. Het eerste pro-
gramma is alleen bruikbaar voor een Julia-
verzameling die een binnengebied scheidt
van een buitengebied, deze gebieden kun-
nen we dan een verschillende kleur geven.
In het volgende programma wordt van elke
pixel de baan berekend. De punten die naar
oneindig gaan laten we zwart, de overige
punten kleuren we wit.

SCREEN 12 : CLS

WINDOW (-319,-239)-(320,240)

A=.32: B=.043

FOR I=-300 TO 300

FOR J= O TO 225
X=I%0.005633: Y=J*0.00533
FOR K=1 TO 400

Figuur 7: ‘Julia-stof’ (a =0.11, b = —0.65)




X1=X*X-Y*Y+A: Y1=2*xX*Y+B:

S=X*X+Y*Y
IF S>1000 THEN GOTO repeat
X=X1: Y=Y1

NEXT K

PSET(1,3): PSEYT(~-I,-J)

repeat

NEXT J : NEXT I

END

Het computerscherm blijft zwart wanneer
je met het bovenstaande programma een
‘stofachtige’ Julia-verzameling wilt teke-
nen — er is dan geen binnengebied en
de Julia-verzameling is zo ‘dun’ dat prak-
tisch alle punten ervan gemist worden.
Het volgende programma maakt de Julia-
verzameling zichtbaar door deze te omrin-
gen door kleurige banden. Het programma
berekent voor elke pixel van het beeld-
scherm een baan van maximaal 100 stap-
pen. Wanneer een beeldpunt voldoende
ver van de oorsprong komt, weten we dat
het naar oneindig gaat (in het onderstaande
programma hebben we /10 als kritieke af-
stand genomen). De kleurwaarde die we nu
aan een pixel toekennen, laten we athangen

Figuur 8: ‘Julia-stof’ (a = —0.194, b = 0.65)

van het aantal iteraties dat nodig is om die
kritische afstand te bereiken. Datzelfde ge-
beurt wanneer een baan convergeert naar
een aantrekkend dekpunt. Dit toetsen we
door de onderlinge afstand van twee opvol-
gende baanpunten te meten; is deze afstand
klein genoeg, dan convergeert de baan.

SCREEN 12 : CLS
WINDOW (-319,-239)-(320,240)
A=-.55: B=0:
FOR I=-300 TO 300
FOR J= 0 TO 225
X=I*0.00533: Y=J*0.00533
FOR K=1 TO 100
X1=X*X-Y*Y+A: Y1=2*xX*Y+B
SO=X*X+Yx*Y
S1=(X-X1)*(X-X1)+(Y-Y1)*(Y-Y1)
IF S0>10 OR S51<.0001 THEN
L=1+K MOD 15
PSET(I1,J),L: PSET(-I1,-1).5
EXIT FOR
END IF
X=X1:
NEXT K

NEXT J: NEXT I
END |

Y=Y1

Figuur 9: Een ‘dendriet’ (a=0,b=1)




Wiskundigen staan erom bekend dat ze niet zomaar alles geloven: een wiskundige
bewering moet eerst worden bewezen. Je mag dus niet zeggen: “Laat maar eens zien
dat ik geen gelijk heb”, of “Het klopt in elke situatie die ik geprobeerd heb” .

Wiskundige bewijzen

Hans Melissen

De bewering “Elke dag gaat de zon op”
lijkt een waarheid als een koe, we zien het
elke dag gebeuren. Alleen niemand kan het
bewijzen, dus is deze uitspraak wiskundig
niet juist. Sterker nog, sterrenkundigen we-
ten dat de zon een eindige levensduur heeft,
dus de bewering is niet eens waar! Wij zul-
len het doven van de zon niet meer meema-
ken, dus de bewering is ‘waar genoeg’ om
mee te leven.

De volgende anecdote geeft een beetje aan
hoe verschillende soorten wetenschappers
redeneren. Een bioloog, een natuurkun-
dige en een wiskundige reizen samen in een
trein. Ze komen langs een wei waarin wat
koeien grazen. Plotseling schiet de bioloog
overeind, wrijft ongelovig in z'n ogen en
zegt opgewonden: “Kijk daar! Een paarse
koe! Er bestaan dus paarse koeien!”. “Ho,
ho”, zegt de natuurkundige, “Ik zie er maar
één, dus alles wat je kunt zeggen is dat er
één paarse koe is”. De wiskundige schudt
meewarig zijn hoofd en zegt: “Nu gaan jul-
lie toch wel wat ver! We weten tenslotte al-
leen maar dat er minstens één koe bestaat
die aan één kant paars is”.

Bewijs per wet

In 1897 werd er in het huis van Afgevaar-
digden van de Amerikaanse staat Indiana
wetsvoorstel nr. 246 behandeld. Het heette
‘Een wetsontwerp ter introductie van een
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nieuwe wiskundige waarheid’ en was af-
komstig van de arts en wiskunde-hobbyist
Edwin J. Goodwin. In zijn voorstel werd de
preciese waarde van 1t vastgelegd. Er ston-
den zelfs vier verschillende waarden in zijn
wetsontwerp: 3,236, 3,232, 3,2 en de be-
lachelijke waarde 16/+/3 = 9.237... Het
wetsontwerp is nooit aangenomen omdat
tijdens de behandeling van de wet toevallig
een echte wiskundige aanwezig was. Dit
voorval toont aan dat een wetsvoorstel niet
de juiste manier is om wiskundige feiten
vast te leggen.

Stelling of vermoeden?

Een ware wiskundige bewering heet een
stelling. Bij een stelling hoort een bewijs,
dit is een waterdichte redenering die ieder-
een moet kunnen overtuigen. Een voor-
beeld van zo’n stelling is:

Stelling. Er bestaan oneindig veel priem-
getallen.

Meer dan 2000 jaar geleden gaf Euclides
hiervan een bewijs. Dat bewijs gaat als
volgt: stel er zijn maar eindig veel priemge-
tallen 2,3,5,7,11,... Vermenigvuldig nu
al deze priemgetallen met elkaar en tel er 1
bij op. Zo krijg je een nieuw getal x dat
groter is dan elk van de priemgetallen; x is
dus geen priemgetal. Dit betekent dat x
deelbaar moet zijn door één van de priem-
getallen. Dit kan niet omdat je altijd rest 1




overhoudt bij zo’n deling. De stelling moet
dus wel waar zijn.

Een bewering die wel waar lijkt maar die
nog niemand heeft kunnen bewijzen heet
een vermoeden. Een bekend voorbeeld van
zo’n vermoeden is:

Vermoeden. Er bestaan oneindig veel
priemtweelingen.

Een priemtweeling is een paar priemgetal-
len waarvan het verschil 2 is, bijvoorbeeld:
3 en 5 vormen een priemtweeling, 11 en 13
of 41 en 43 ook. Er worden steeds meer
priemtweelingen gevonden, maar een be-
wijs dat er oneindig veel zijn is er nog niet.
Het grootst bekende priemtweeling krijg je
door het getal 242206083 - 27330 te nemen
en daar 1 van af te trekken en 1 bij op
te tellen. Dit zijn getallen van maar liefst
11713 cijfers!

Onjuiste vermoedens

Een vermoeden dat nog niet is bewezen,
maar wel waar lijjkt hoeft nog niet altijd
echt waar te zijn.

Als voorbeeld bekijken we het volgende
rijtje getallen. Het eerste getal is a(1) = 2.
Een volgend getal in de rij krijg je door de
kwadraten van alle voorgaande getallen op
te tellen, er vervolgens 2 bij te tellen en het
totaal te delen door het aantal termen. In
een formule:

- a(l)2+---+na(n— 1°+2

Je vindt zo achtereenvolgens: a(2) = 3,
a(3) =5, a(4) =W @Y = 28, a(6) =
154. Het is opvallend dat de deling door n
telkens opgaat. Zou dit altijd zo zijn? Ditis

ons vermoeden. Probeer het maar eens met
een rekenmachine of een computer:
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s=2: a=0
for n=1 to 20

s=s+a*a: a=s/n: print a
next n

Je zult zien dat de deling inderdaad steeds
een geheel getal oplevert, maar dat je in de
problemen komt omdat de getallen te groot
worden; het twintigste getal is geheel, maar
heeft meer dan 20000 cijfers! Zou je nu al
denken dat deze getallen altijd geheel zijn?
Met de computer kun je het niet controle-
ren, maar de deling gaat bij het 47-ste getal
niet meer op; dit is een getal van meer dan
285.000.000.000 cijfers!

VRAGEN. Hieronder volgen vier wiskun-
dige beweringen. Zijn ze waar? Kun je ze
bewijzen, of kun je ze weerleggen?

1 Als je twee oneven getalen met elkaar
vermenigvuldigt, dan krijg je weer een on-
even getal.

2 De enige priemdrieling wordt gevormd
door de getallen 3, 5en 7.

3 Welk geheel getal je ook invult voor x
in de formule x> + x + 41, het resultaat is
steeds een priemgetal.

4 Er bestaan oneindig veel driechoeksgetal-
len die een kwadraat zijn.

N.B. Een driehoeksgetal is een getal van
de vorm %n(n + 1). De eerste paar drie-
hoeksgetallen zijn:

B o o
. ) e o o

. o o * o 0 e o o 0

| 3 6 10




typen die je tegen kunt komen.

Plaatjes op Internet

André Heck

De plaatjes die je ziet op Internet zijn
gewone computerbestanden. Wanneer je
deze bestanden bekijkt, dan zie je heel vaak
dat de namen eindigen op .jpg, .gif,
.bmp of .eps. Elke afkorting correspon-
deert met een grafisch formaat, dat is een
manier om een plaatje als computerbestand
op te slaan. De wereld van grafische forma-
ten bestaat uit tientallen drieletter afkortin-
gen. Waarom zijn er zoveel verschillende
grafische formaten? Wel, bij digitale op-
slag van plaatjes zijn de volgende thema’s
belangrijk:

1 Hoe goed is de kwaliteit van de plaatjes?
Met name bij foto’s en films is dit erg be-
langrijk.

2 Hoe gemakkelijk kun je een plaatje be-
werken? Denk aan het vergroten en ver-
kleinen of het bewerken van foto’s.

3 Kun je de grafische bestanden wel op
alle computers en printers gebruiken. Kun
je ze in tekstverwerkers en web browsers
gebruiken?

4 De grootte van de grafische bestanden.

De reden van het bestaan van zo veel gra-
fische formaten is dat ze op elk van boven-
staande thema’s verschillende nadruk leg-
gen. Er bestaan uiteraard programma’s die
een plaatje van het ene formaat naar het an-
dere formaat kunnen overzetten (zie [1]).
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Op Internet wemelt het van plaatjes in alle soorten en
maten. In dit artikel bekijken we een aantal verschillende

GIF en JPEG

Een grafisch formaat is een manier om een
afbeelding als computerbestand op te slaan.
De twee meest gebruikte grafische forma-
ten op het Web zijn GIF en JPEG. Plaatjes
in deze formaten kunnen door alle Web-
browsers verwerkt worden.

Bitmaps en vector-grafiek

In eerste instantie onderscheiden we twee
soorten van digitale opslag van grafische
informatie:

1 bitmaps. Een plaatje is dan niet meer
dan een ruitjespapier waarvan de hokjes in-
gekleurd zijn.

2 vector-grafiek. Elk object wordt dan be-
schreven door een wiskundige formule.
Vector-grafiek kun je heel gemakkelijk ma-
nipuleren; denk aan vergroten of verklei-
nen, en aan transleren, roteren en spie-
gelen. Een voorbeeld van vector-grafiek
is PostScript (.ps en .eps). Met onder-
staande vier regels uit een PostScript be-
stand tekenen we een cirkel met middel-
punt (300,500) en straal 100 (de passer
wordt over de volle 360 graden rondge-
draaid).

%!PS

300 500 translate

@ 0 100 0 360 arc atro
showpage




Bitmaps zijn vooral bedoeld voor scherm-
afdrukken en foto’s wanneer geen wis-
kundige formules voorhanden zijn die de
plaatjes beschrijven. Nadeel is wel dat veel
meer informatie opgeslagen moet worden,
dat het niet gemakkelijk is om zonder kwa-
liteitsverlies de plaatjes te manipuleren en
dat het formaat erg gebonden is aan de ge-
bruikte apparatuur en software.

Bij een bitmap (.bmp) wordt van elk punt
(pixel) op het plaatje aangegeven wat de
kleur is. Hieronder is in een 8 x 8 rooster
de benadering van een cirkel getekend.

De bitmap van dit plaatje bestaat uit een
reeks van kleurcodes, één voor elk van de
64 pixels. Symbolisch (w=wit, g=grijs): w,
W, W, g g WWWWW, g W W, g enzo-
voort.

Laten we eens rekenen aan de grootte van
een bitmap. Stel dat we een plaatje heb-
ben met afmeting 640 bij 480 (standaard
grootte van een 13 inch beeldscherm) en
dat de kleur van elk pixel met 24 bits (=
3 bytes) wordt aangegeven. Het plaatje
neemt dan 640 x 480 x 3 bytes in beslag,
afgerond 1 MB. Als je modem werkt met
een snelheid van 9600 bits per seconde, dan
duurt het binnenhalen van dit plaatje via In-
ternet minstens 13 minuten. Kun je je voor-
stellen hoe lang een videoclipje gaat duren!
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Beeldcompressie

Om deze reden wordt veel aandacht be-
steed aan enerzijds snelle netwerkverbin-
dingen en anderzijds aan slimme manieren
om de grafische informatie compacter op te
slaan. Deze tak van sport staat bekend on-
der de naam datacompressie, en meer spe-
cifiek beeldcompressie. We onderscheiden
twee soorten van beeldcompressie: met of
zonder verlies aan informatie. In het eer-
ste geval is volledige reconstructie van het
origineel mogelijk maar is de compressie-
factor laag. In het tweede geval waarin we
kwaliteitsverlies toestaan kunnen bestan-
den veel kleiner van omvang worden; 15
tot 25 zo klein is geen uitzondering.

Hoe kun je een bitmap comprimeren? De
eenvoudigste manier is om in de bitmap het
rooster van linksboven naar rechtsonder af
te lopen en bij te houden wanneer de kleur
van een pixel verandert. Er van uitgaand
dat de kleur van een pixel vaak gelijk is aan
de keur van de buurman levert dit een winst
in opslagruimte op. De gecomprimeerde
versie van de bovenstaande bitmap bevat
de volgende data: 3w, 2g, Sw, g, 2w, g, 3w,
g 4w, g, w, g, 6w, 2g, 6w, g, w, g, 4w, g,
3w, g, 2w, g, Sw, 2g, 3w.

Hierbij duidt 3w drie opeenvolgende witte
hokjes aan, 2g twee opeenvolgende grijze
blokjes, enzovoort. Reserveren we 1 byte
voor het tellen van het aantal opeenvol-
gende gelijke pixels en 3 bytes voor de
kleur van een pixel, dan is de gecompri-
meerde bitmap 27 x 4 = 108 bytes groot.
De originele bitmap heeft 64 pixels, waar-
van we de kleur bijhouden. Deze is dus
64 x 3 = 132 bytes groot. Comprimeren le-
vert dus een winst van ongeveer 25% op.




GIF

CompuServe’s Graphics Interchange For-
mat, beter bekend onder de atkorting GIF
is een grafisch formaat dat de Lempel-Ziv-
Welch compressie-methode gebruikt. GIF
is één van de meest gebruikte formaten op
Internet. In deze methode worden patronen
in het plaatje geidentificeerd en opgeslagen
in een tabel. Als een patroon zich herhaalt
in het plaatje wordt alleen het indexnum-
mer van het desbetreffende patroon op-
geslagen in het gecomprimeerde bestand.
Wanneer de informatie van een GIF be-
stand weer uitgepakt wordt, dan worden
de indexnummers vervangen door de ori-
ginele patronen uit de tabel. Bijvoorbeeld,
de bitmap van de vorige pagina is opge-
bouwd uit 3 verschillende patronen van 2 x
2-pixels:

(8 x)

P
u"

In gecomprimeerde vorm hoeven we dus
slechts deze drie patronen op te slaan. Bij-
voorbeeld, het origineel van de ‘Julia-stof’
op pagina 8 is een GIF-file van 37 kB. Wan-
neer je dit plaatje omzet in een bitmap, dan
krijg je een bestand dat bijna vijfentwintig
keer zo groot is (841 kB).

Je kunt ook meerdere plaatjes in één GIF-
bestand (om precies te zijn GIF89a) stop-
pen en als in een animatiefilmpje snel ach-
ter elkaar laten zien. Zie [2] voor een hit-
lijst van GIF-animaties en [3] voor hoe je
zelf zo’n GIF-animatie kunt maken.

14 Wiskunde en Internet

JPEG en MPEG

Bij JPEG compressie gaat het om het ver-
kleinen van de grootte van bestanden met
natuurlijke, kleurrijke beelden (foto’s bij-
voorbeeld) zonder dat het blote oog ver-
schil met de originelen waarneemt. Hier-
voor is een bonte mengeling van kennis van
de fysiologie van het oog, van optica, en
van de psychologie van zintuiglijke waar-
neming gebruikt. De rol van wiskunde
is de tranformaties tussen gecomprimeerde
en gedecomprimeerde vorm in goede ba-
nen te leiden. Laten we een tipje van deze
sluier oplichten.

Ga eens met je neus op de beeldbuis van
de kleurentelevisie thuis zitten: je ziet dan
dat het scherm helemaal bestaat uit blok-
jes van de kleur rood, groen en blauw.
De meeste grafische formaten gebruiken
alleen deze drie kleuren in verschillende
gradaties om een pixel in te kleuren. Dit
heet het RGB-kleurenmodel (Red, Green,
Blue). In JPEG worden de RGB-waarden
vertaald in het HSV-model met drie andere
waarden, nl. Hue (kleurwaarde), Saturation
(verzadiging) en Value (intensiteit of hel-
derheid). De HSV-waarden spelen elk af-
zonderlijk een rol bij compressie. Het is
een ervaringsfeit dat voor mensen helder-
heid een grotere rol speelt in waarnemingen
dan kleurschakering of verzadiging. Bij
JPEG-compressie wordt daarom de helder-
heid beter behouden dan de andere twee
HSV-waarden.

Tenslotte is er nog MPEG. Het is bedoeld
om videofilmpjes (M voor Movie) efficiént
op te slaan. Bekijk [4] voor een voorbeeld.
Basisidee achter MPEG is dat in een anima-
tiefilmpje twee achtereenvolgende beelden
slechts weinig afwijken. Je kunt dus vol-




staan met het aangeven waaruit de verschil-
len bestaan. MPEG-2 stelt je in staat om
videofilmpjes inclusief geluid te maken.
Wanneer je leest of hoort over HDTV en in-
teractieve televisie, dan betreft het meestal
MPEG-2. Voor meer over MPEG, zie [5].

JPEG-compressie

Hoe werkt JPEG-compressie? In de eerste
plaats wordt met groepjes van 8 bij 8 pixels
gewerkt. Voor zo’n groepje wordt de zo-
genaamde 2-dimensionale discrete cosinus
transformatie (DCT) uitgerekend. De 2-
dimensionale discrete cosinus getransfor-
meerde van n X n gegeven getallen s;; zijn
n X n nieuwe getallen ;;:

n—ln
(2k+1)in
—C, ,z ZSHCOS< 2n )

k=01=0

oo [ 2L+ Vi
) 2n '

waarbij cop = 1/v2, en ¢ = 1 als k > 0.
Gegeven de n x n getallen #;; kun je de oor-
spronkelijke getallen s;; terugvinden via de
inverse discrete cosinus transformatie

koo (2k+ 1)in
Sij = — 2 zrk](AC;COS(T)

ni—0i=0
((21+1)th)
= B8] ———— ],
2n
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Als je de eerdere bitmap van een cirkel
voorstelt met een 8 x 8-matrix van nullen
en enen, dan doet de DCT het volgende:

00011000 20000000
00100100 00000000
01000010 00200000
10000001 00000000
10000001 00002000
01000010 00000000
00100100 00000020
00011000 00000000
bitmap DCT

De nieuw verkregen getallen heten de
DCT-coéfficienten; deze kunnen nog ver-
der gemanipuleerd worden om bijvoor-
beeld oneffenheden uit te filteren of kleur-
overgangen minder scherp te maken. Ver-
volgens worden de DCT-coéffienten ge-
kwantificeerd, dat wil zeggen, alle waar-
den worden afgerond naar een aantal voor-
geschreven waarden. In de kwantificatie-
stap gaat grafische informatie verloren.
Deze stap wordt gemaakt om tenslotte de
coéfficiénten zo compact mogelijk op te
kunnen slaan. Bij dit alles wordt gepro-
beerd de kwaliteit van de afbeelding zo
veel mogelijk intact te laten. Met JPEG
is veel meer winst te behalen dan met GIF:
bestanden kunnen wel 15 tot 30 keer zo
klein worden als hun originelen. -

Internetadressen

[1] www.dcs.ed.ac.uk/home/mxr/gfx

[2] www.vuurwerk.nl/levon/animated.html
[3] member.aol.com/royalef/gifmake.htm
[4] sneezy.usu.edu:80/~ ronb/portfolio/
mandel/index.html

[5S] www.mpeg.org




Kun jij de onderstaande opgaven oplossen? Stuur dan je
oplossing naar het onderstaande adres en maak kans op

een boekenbon van 25 gulden!

Pythagoras Olympiade [}

i

Stuur je oplossing naar:

Pythagoras Olympiade
TU Eindhoven

Faculteit Wiskunde
Hoofdgebouw kamer 9.50
Postbus 513

5600 MB Eindhoven
email: sander @win.tue.nl

Vermeld bij de oplossing je naam, adres,
school en klas. Stuur bij de antwoorden
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ook een foelichting, waarin uitgelegd wordt
hoe je aan het antwoord gekomen bent (een
berekening of een bewijs). Insturen is mo-
gelijk tot en met 31 mei 1997. Onder de
inzenders van goede oplossingen wordt per
opgave een boekenbon van 25 gulden ver-
loot.

De oplossingen van deze opgaven verschij-
nen te zijner tijd op de homepage en in
het augustus-nummer van Pythagoras. Op
de bladzijde hiernaast staan de oplossingen




van opgave 17 en 18 uit het decembernum-
mer.

Veel succes,

Wim Oudshoorn, Ronald van Luijk en
Sander van Rijnswou.

Opgave 17

OPLOSSING. Noem het aantal rijtjes van
lengte n waar geen twee enen achter el-
kaar voorkomen A(n). Zo’'n rijtje eindigt
op een O of op 01, want 11 mag niet. Een
rijtje van n nullen en enen is dus eigen-
lijk hetzelfde als een rijtje met n — 2 nul-
len en enen met daarachter 01 of een rij-
tje van n — 1 nullen en enen met daarach-
ter een 0. Kortom, voor n > 2 geldt A(n) =
An—1)+A(n-2).

Bijvoorbeeld, voor n = 4 zijn 00, 01 en 10
alle rijtjes van lengte twee. We zetten er 01
achter en krijgen 0001, 0101 en 1001. Alle
rijtjes van lengte 3 zijn 000, 001, 010, 100
en 101, we zetten er een 0 achter en we krij-
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gen 0000, 0010, 0100, 1000 en 1010. Teza-
men zijn dit alle rijtjes van lengte 4 waarin
geen twee enen naast elkaar voorkomen.
Inderdaad, zoals we hierboven al hadden
voorzien blijkt dat A(4) = A(3) +A(2).
Tenslotte moeten we A(10) nog berekenen.
Omdat A(4) = 8 en A(3) = 5 krijgen we
A(5)=8+5=13,A(6)=13+8=21,en-
zovoort. Dit levert A(10) = 144.

Deze opgave werd opgelost door Bart Van-
dewoestijne uit Zwevegem (Belgi€), Jea-
nine Daems van het Bouwens van der Boy-
ecollege uit Panningen en Gertjan Kok van
het Sint-Maartenscollege uit Voorburg. De
boekenbon is gewonnen door Gertjan.

Opgave 18

OPLOSSING. Als er op het bord een rij of
kolom is waarin meer witte dan zwarte fi-
ches liggen, draai hem dan om. Ga hier
zolang mee door als mogelijk 1s. Omdat
het totale aantal witte fiches bij elke zet
daalt kan dit niet oneindig lang doorgaan.
Op dat moment zijn er blijkbaar geen rijen
of kolommen meer waarin meer witte dan
zwarte fiches liggen. '

Deze opgave werd alleen opgelost door
dhr. H. Verdonk. -




De Griekse wiskundige Euclides baseerde 2300 jaar

geleden zijn vlakke meetkunde op vijf uitgangspunten.
Ongeveer 2200 jaar lang heeft men geprobeerd aan te
tonen dat het laatste uitgangspunt niet echt nodig was.

*Het vijide postulaat

Klaas Pieter Hart

Euclides was een Griek. Van hem weten we
alleen dat hij in Alexandrié leefde rond 300
voor Christus. Zijn beroemdste werk is een
dertiental boeken die samen de Elementen
worden genoemd. In deze boeken presen-
teert Euclides op een systematische manier
de wiskundige kennis van zijn tijd.

De Elementen beginnen met een opsom-
ming van een aantal ‘principes’. Dit zijn
uitspraken die niet bewezen worden. Ze
worden verondersteld waar te zijn, en van
daaruit kunnen andere uitspraken bewezen
worden. In de Elementen maakte Euclides
onderscheid tussen definities, postulaten en
algemene inzichten:

Definities

1 Een punt is, wat geen deel heeft.

2 Een lijn 1s breedteloze lengte.

3 De uiteinden van een lijnstuk zijn pun-
ten.

4 Een rechte lijn is een lijn die gelijk ligt
met de punten erop.

23 Parallel zijn lijnen die in hetzelfde vlak
gelegen zijn en die, wanneer naar weers-
zijden tot in het oneindige verlengd, elkaar
aan geen van beide zijden snijden.

Postulaten
1 Door twee punten gaat één rechte lijn.
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2 EIk lijnstuk kan willekeurig ver worden
verlengd.

3 Elk middelpunt en elke straal beschrij-
ven een cirkel.

4 Alle rechte hoeken zijn gelijk.

5 Alseenrechte lijn twee andere rechte lij-
nen snijdt zodat de binnenhoeken aan één
kant samen minder dan 180° zijn, dan snij-
den deze twee lijnen, wanneer tot in het on-
eindige verlengd, elkaar aan diezelfde kant.

Algemene inzichten |
1 Dingen, beide gelijk aan iets anders, zijn

ook aan elkaar gelijk.

2 Als men gelijke dingen optelt bij gelijke
dingen, dan zijn de totalen ook gelijk.

8 Het geheel is groter dan het deel.

Tegenwoordig wordt een dergelijk onder-
scheid niet meer op deze manier gemaakt,
en in de moderne meetkunde worden Eu-
clides’ definities heel anders geformuleerd.
Wat de Elementen zo beroemd maakte,
is de axiomatische onderbouwing van de




meetkunde en dat er stellingen bewezen
worden uitgaande van axioma’s. De vijf
postulaten zijn de axioma’s van de Euclidi-
sche meetkunde.

In de eerste zes boeken bewijst Euclides
stellingen uit de meetkunde van het platte
vlak. We nemen een voorbeeld uit het eer-
ste boek:

Stelling 32. In elke driehoek is de som van
de drie hoeken gelijk aan 180°.

In de Elementen geeft Euclides van elke
stelling een bewijs. Zijn bewijs van Stel-
ling 32 gaat ongeveer als volgt:

C

Bewijs. In de driechoek ABC trekken we
door A de lijn DE parallel aan BC. Om-
dat DABC een Z-figuur is, is 3 gelijk aan o.
Op dezelfde manier is 7y gelijk aan €. De
som van de hoeken van de driehoek is dus
0+ o+ €, en daarom gelijk aan 180°.

In het bewijs beroept Euclides zich op eer-
der bewezen stellingen om elke stap te
rechtvaardigen. Voor het trekken van DE
beroept hij zich op Stelling 31. Dat in
de eerste Z-figuur de binnenhoeken 3 en &
gelijk zijn, is al eerder bewezen, in Stel-
ling 29. En in het bewijs van die stelling
past hij weer eerdere stellingen toe, net zo
lang tot alleen nog maar een beroep gedaan
wordt op de postulaten.
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Figuur 1: de vijf regelmatige veelvliakken

De Elementen bevatten veel bekende stel-
lingen uit de middelbare-school wiskunde:
zo komen we de stelling van Pythagoras te-
gen in Stelling 47. Behalve over vlakke
meetkunde gaan de Elementen over reke-
nen met getallen (boek 7-10) en over ruim-
temeetkunde (boek 11-13). Boek 13 ein-
digt met regelmatige veelvlakken, Euclides
construeert daarin de vijf bekende regelma-
tige veelvlakken (tetraéder, oktaéder, ku-
bus, dodecaéder en icosaéder, zie figuur 1)
en bewijst ook dat er geen andere bestaan.

Het parallellenpostulaat

Het vijfde postulaat staat ook bekend als
het parallellenpostulaat. Dit postulaat is
langer en ingewikkelder dan de overige
vier postulaten. Euclides onderkende de
speciale status van dit postulaat en pro-
beerde het gebruik ervan zolang mogelijk
te vermijden; in de bewijzen van de eerste
28 stellingen van de Elementen wordt het
vijfde postulaat niet gebruikt.

Tot in de negentiende eeuw werd gedacht
dat het vijfde postulaat eigenlijk niet no-
dig was, dat het een logisch gevolg was
van de andere vier. Zo schreef in de vijfde
eeuw na Christus de wiskundige Proclus
een commentaar op de Elementen, waarin




hij een aantal pogingen bespreekt om het
vijfde postulaat uit de andere vier af te lei-
den. In het bijzonder noemt hij Ptolemeus,
wiens afleiding incorrect was. Vervolgens
geeft hij zelf ook een incorrecte afleiding.
Ook vermeldt hij de volgende versie van
het vijfde postulaat, dat tegenwoordig be-
kend staat als Playfair's axioma (naar John
Playfair, die in 1795 een beroemd commen-
taar op de Elementen schreef):

5 Gegeven een lijn en een punt niet op die
lijn, dan is er precies één lijn door dat punt
parallel met de oorspronkelijke lijn.

Uit de postulaten 1, 2, 3, 4 en 5" volgt een-
voudig het vijfde postulaat. Wanneer je het
vijffde postulaat vervangt door Playfair’s
axioma, dan kun je dus nog steeds alle stel-
lingen van de Euclidische meetkunde aflei-
den.

In de loop van de geschiedenis zijn er heel
veel pogingen gedaan om het vijfde postu-
laat af te leiden uit de overige vier, en veel
van die pogingen zijn lange tijd geaccep-
teerd als bewijs — totdat de fout gevon-
den werd. De fout was steeds dezelfde: er
werd een ‘voor de hand liggende’ eigen-
schap gebruikt, die achteraf gelijkwaardig
bleek te zijn aan het vijfde postulaat. Zo
dacht in 1663 Wallis het vijfde postulaat af-
geleid te hebben, door de volgende ‘voor
de hand liggende’ eigenschap te gebruiken:
voor elke drichoek bestaat er een grotere
driehoek, die gelijkvormig is aan de eerste.
De Franse wiskundige Legendre (1753-
1833) besteedde 40 jaar van zijn leven
aan het ‘bewijzen’ van het vijfde postulaat,
maar ook hij faalde. De eerste wiskundige
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die inzag dat het vijfde postulaat onathan-
kelijk moest zijn van de overige vier was
Gauss. In 1817 begon hij de consequenties
uit te werken van een meetkunde waarin
meer dan één lijn parallel is met een gege-
ven lijn.

Bolmeetkunde

In de definities van de Elementen zegt Eu-
clides niet precies wat rechte lijnen zijn.
Hij had het gewone platte vlak voor ogen,
maar nergens in de Elementen staat dit ex-
pliciet. De definities laten daarom ruimte
voor andere soorten meetkunde. Voorbeel-
den daarvan zijn de zogenaamde hyperbo-
lische meetkunde (ontdekt door Bolyai en
Lobachevsky in het midden van de vorige
eeuw) en de elliptische meetkunde. Beide
soorten meetkunde voldoen aan de postu-
laten 1-4, maar niet aan Playfair’s axioma.
Bij de hyperbolische meetkunde gaan er bij
een gegeven lijn en een punt dat niet op
die lijn ligt, meerdere parallelle lijnen door
dat punt. Bij de elliptische meetkunde gaat
er bij een gegeven lijn en een punt niet op
die lijn geen enkele parallelle lijn door dat
punt. De ontdekking van de hyperbolische
meetkunde leverde het eerste bewijs dat het
onmogelijk is het parallellenpostulaat af te
leiden uit de postulaten 1-4.

Beide genoemde soorten meetkunde zijn

Figuur 2




niet in een paar woorden te beschrijven.
We zullen daarom een soort meetkunde be-
spreken die lijkt op de elliptische meet-
kunde, maar veel eenvoudiger is, namelijk
de meetkunde van het boloppervlak (zie fi-
guur 2).

Op een boloppervlak hebben we punten en
lijnen. Zijn er ook rechte lijnen? In het
platte vlak is een recht lijnstuk de kort-
ste verbinding tussen twee punten. Op de
bol loopt de kortste verbinding tussen twee
punten over een grote cirkel, dat is een cir-
kel die het boloppervlak in twee halfron-
den verdeelt. Bijvoorbeeld, de evenaar is
een grote cirkel, evenals de meridianen die
de noord- en zuidpool verbinden. De grote
cirkels op het boloppervlak zijn de ‘rechte
lijnen’ van de bolmeetkunde.

We hebben nu punten, rechte lijnen en lijn-
stukken, dus kunnen we ook driehoeken
maken op het boloppervlak. Een heel klein
driehoekje op een heel groot boloppervlak
is praktisch plat. De hoeken van zo'n
klein driehoekje zijn daarom samen prak-
tisch 180°. Maar bekijk nu eens op de bol
de volgende grote drichoek (zie figuur 3).
Punt A ligt op de noordpool; het punt B op
de evenaar, op 90 graden westerlengte en
het punt C ligt op de evenaar en de nulme-
ridiaan.

Wat is nu zo bijzonder aan deze driehoek?
Alle hoeken zijn 90°, zodat de hoeken sa-
men 270° en geen 180° zijn. Hoe kan dat?
Blijkbaar is op het boloppervlak Euclides’
Stelling 32 niet waar. Maar dat betekent dat
op de bol de meetkunde van Euclides niet
geldig is.
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Dat Euclides niet aan het aardoppervlak
dacht, kun je aan de definities niet goed
zien. Ook een grote cirkel ‘ligt gelijk met
de punten erop’; eigenlijk is het zonder
plaatje helemaal niet duidelijk wat defini-
tie 4 betekent, en zou een grote cirkel net
zo goed als rechte lijn opgevat kunnen wor-
den.

Met deze definities gelden de eerste vier
postulaten van Euclides slechts gedeeltelijk
op het boloppervlak. Zo gaat door bijna elk
tweetal punten precies één grote cirkel —
alleen voor twee precies tegenover elkaar
liggende punten gaat dit niet op. Neem bij-
voorbeeld de noord- en zuidpool, daardoor
gaan veel meer grote cirkels. Gelden op de
bol de eerste vier postulaten slechts gedeel-
telijk, Playfair’s axioma is helemaal fout:
op de bol snijden elke twee grote cirkels el-
kaar!

Ellipische meetkunde is een ‘verbeterde’
versie van de bolmeetkunde, waarin de
eerste vier postulaten helemaal gelden en
Playfair’s axioma niet. De elliptische
meetkunde toont daarom aan dat je Play-
fair’s axioma niet uit de eerste vier postu-
laten van Euclides kan afleiden. Analoog
volgt uit de hyperbolische meetkunde dat
het vijfde postulaat geen logisch gevolg is
van de postulaten 1—4. -

Figuur 3




ledereen vindt het wel leuk op te puzzelen. Maar vaak kom je daar niet aan toe: eerst
moet je huiswerk af, dan moet je sporten, televisie kijken, enzovoort. Daarom
organiseert de stichting VIERKANT voor Wiskunde in de zomer vakantiekampen.

VIERKANT zomerkampen

Deze zomer organiseert de stichting VIER-
KANT voor wiskunde voor het vierde jaar
zomerkampen voor jongens en meisjes
van 10 tot 16 jaar. Wat je tijdens zo'n kamp
doet? Je komt er het antwoord te weten op
problemen als:

1 Hoe zou je verder kunnen gaan met de
rj 1,1.2,.3.5....7 Welke regelmaat kun je
bedenken?

2 Hoe kun je zonder liniaal een rechte lijn
tekenen?

3 Welk getal is groter: /10 of v/2?

4 Hoeveel van de volgende 2 x2-vierkant-
en zijn er op een schaakbord?

“u

In de kampen komen diverse wiskundige
activiteiten aan bod: het oplossen van span-
nende vraagstukken, het volgen van onder-
zoekprogramma’s om je wiskundige hori-
zon te verruimen, en het ontwerpen van
wiskundige kunstwerken. De wiskundige
activiteiten (ca. 5 uur per dag) zullen wor-
den aangevuld met lezingen, spelletjes,
muziek en sportactiviteiten. De kampen
worden geleid door wiskundigen en wis-
kundestudenten. Er komen deze zomer drie
verschillende kampen:

kamp A, van 4-8 augustus voor 10-12 ja-
rigen.

kamp C, van4-8 augustus voor 12-14 jari-
gen. Het programma is hetzelfde als kamp
C in 1996.

22

kamp D, 11-15 augustus, met een nieuw
programma, voor 13-16 jarigen.

Dit jaar zullen voor het eerst alle activitei-
ten plaatsvinden in tenten. De locatie is: re-
creatieterrein De Woensberg in Huizen. De
kosten bedragen 400, — inclusief accomo-
datie, maaltijden, materialen, enzovoort.
Er zijn enkele subsidiemogelijkheden voor
diegenen voor wie het bedrag echt een pro-
bleem zou zijn. Mocht je geinteresseerd
zijn en je willen aanmelden of meer infor-
matie willen ontvangen, neem dan contact
op met de stichting. Inschrijvingen zullen
worden bevestigd in volgorde van aanmel-
ding; per kamp zijn er 25 plaatsen. Het
adres van VIERKANT is:

Secretariaat VIERKANT

Faculteit Wiskunde en Informatica
Vrije Universiteit

De Boelelaan 1081a

1081 HV AMSTERDAM

tel: 0204447776

fax: 0204447653

email: vierkant@cs.vu.nl

WWW: http://www.cs.vu.nl/~vierkant/

Op de Internetpagina van VIERKANT kun
je meer informatie over de activiteiten van
de stichting vinden, evenals impressies en
foto’s van vorige kampen. -




Derwisj=getallen

Teun Koetsier

Er is een oud verhaal over een derwisj (een
oosterse tovenaar) die op zijn kameel een
oase binnenreed en daar drie huilende man-
nen en een kudde van 17 kamelen aantrof.
De mannen vertelden dat hun kort tevoren
overleden vader op zijn sterfbed had be-
paald dat de oudste broer de helft van de
kudde zou krijgen, de middelste broer een
derde deel van de kudde en de jongste broer
een negende deel.

Zij waren bedroefd omdat zij op vele ma-
nieren hadden getracht om aan de wens van
hun vader te voldoen en daar niet in ge-
slaagd waren. Toen de derwisj dit hoorde
glimlachte hij. Hij zette zijn kameel bij
de kudde van 17 en sprak als volgt. Met
mijn kameel erbij is het een kudde van 18
geworden; de helft daarvan is 9, dat krijgt
de oudste broer, een derde is 6, dat krijgt
de middelste broer en een negende is 2,
dat krijgt de jongste broer. Toen hij de
drie broers hun deel had gegeven stapte
hij op zijn kameel en reed weg, de broers
in verbijstering achterlatend in de richting
van een volgende oase waar vier huilende
mannen en een kudde kamelen op hem
wachtten.

Vraag. Eerder op de dag hielp de derwis;j
twee huilende broers bij de verdeling van
een nalatenschap. Hoeveel kamelen kreeg
elk van de broers? (drie mogelijkheden)
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Het verhaal illustreert hoe een schijnbaar
onoplosbaar probleem door iemand die er
anders tegenaan kijkt in een oogwenk kan
worden opgelost.

Het verhaal is ook wiskundig interessant.
Het drietal (2,3.9) zullen we een derwisj-
drietal noemen. Je zou dat kunnen de-
finiéren als een drietal getallen (x.y,z)
waarvoor geldt dat

k k k

o i e i L
X y z

met kK = kgv(x.y.z) het kleinste gemene
veelvoud van x, y, en z. In ons voorbeeld
was k gelijk aan 18 en hadden we:

18 18 18
B8 8 g,
> T3 713

Vragen 1 Kun je nog een derwisj-drietal
verzinnen?
2 Hoe zit het met de volgende oase? Kun je
een derwisj-viertal definiéren en er dan een
verzinnen?

3 Bestaat er voor elke n een derwisj-n-
tal? |




De opgaven van de Internationale Wiskunde Olympiade 1996 zijn gepubliceerd in het
oktobernummer van Pythagoras. De vorige twee nummers bevatten de uitwerkingen van
de opgaven 1, 2, 4. en 5. Hieronder staan de uitwerkingen van de opgaven 3 en 6.

Internationale Wiskunde Olympiade

Jan Donkers & Sander van Rijnswou

Opgave 3

OPLOSSING. Stel m = n = 0 dan krijgen
we f(0) =0 endus f(f(n)) = f(n) voor
alle n € S. De gegeven vergelijking is dus
gelijkwaardig met

{./'(m+.f(n)) = f(m)+ f(n),
/

f(0) =

We merken op dat de functie f waarvoor
f(n) =0 voor alle n € S voldoet. Deze
functie heet de nulfunctie.

Een element a € § waarvoor f(a) = a heet
een vast punt van f. Voor iedere n € S is
f(n) een vast punt van f. Is f niet de nul-
functie dan heeft f vaste punten ongelijk
aan 0. Zij a de kleinste van deze vaste pun-
ten. Als a =1 dan is eenvoudig na te gaan
dat f(2) = 2 en met volledige inductie volgt
dat f(n) =nvoorallen € §.
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Veronderstel dat @ > 1. Met behulp van
volledige inductie vinden we dan f(ka) =
ka voor alle gehele getallen k > 1. Zijn alle
vaste punten veelvouden van a? Laat b een
willekeurig vast punt zijn van f. Erzijn dan
niet negatieve gehele getallen ¢ en r zodat
b=aq+r, met0 < r < a. We Krijgen dan:

b= f(b) = flag+7)

(
(r+faq)
(
(7

r)+ f(aq)
)+ agq.

f'
f
f

Dus f(r) = r en omdat » < a is dus r = 0.
De vaste punten zijn inderdaad precies de
veelvouden van a.

Voor iedere i < a is er een niet-negatief ge-
heel getal n; z6 dat f(i) = n;a met np = 0.
Schrijf het positief geheel getal n als n =
ka+imet 0 <i < a. Wekrijgen dan:

fli+ka)

fli+ f(ka))
fli) + ka
n;a -+ ka

(nj+k)a

f(n)

|

We laten zien dat een f die zo gedefi-
neerd is, aan de gegeven vergelijking vol-
doet: neem m = ka+ienn = la+ j met




0<i,j<a.

fm+f(n) =f(ka+i+ f(la+ j))
= f(k+1+n;)a+i)
=(k+l+n;+n;)a
=(m)+ f(n).

Dus als f niet de nulfunctie is, zijn de enige
functies [ die voldoen van de volgende
vorm: kies willekeurig een positief geheel
getal a en ook de getallen ny, ny, ..., 1,1 €
S, ng = 0. Schrijf een willekeurige n € §
alsn=ka+imet0<i<a,danis f(n)=
(k+n;)a.

Opgave 6

OPLOSSING. We mogen aannemen dat de
grootste gemene deler van p en g (notatie:
ged(p.q)) gelijk is aan 1. Immers stel dat
ged(p.q) = d > 1, dan herformuleren we
het probleem met p’ = p/d, ¢’ = q/d en
X =Xi/d.

Stel dat voor k van de indices i €
{1,2,...,n} geldt dat x; — x;_; = p, dan is
het aantal indices i waarvoor x; —x;_| = —¢q
gelijk aan n — k. Omdat x;, = xo = 0 is dan
kp = (n — k)g en omdat ggd(p,qg) = 1 is
dus k= aq en n — k = ap voor zeker po-
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sitief geheel getal a, zodat n = a(p + q).
Omdat n > p+ g geldt dus a > 1.

We definiéren y; = xjy,., — X; voor i €
{0.1,....n—p—gq}. Omdatn > p+gqiser
dus meer dan één y;. We zullen laten zien
dat tenminste €én der y;’s gelijk is aan 0.
Voor iedere i definiéren we S; = {i +
1.i+2,....i+p+q}. Laatk; het aantal der
J € Si zijn waarvoor x; —x;_; = p, dan is
het aantal der j € S; waarvoor x; —x; | =
—q gelijk aan p +¢ — k;. Sommeren over
alle j € §; geeft dan

yi=kip= (p+q—ki)g=lki=q)(p+q).

Voor iedere i is y; dus een veelvoud van p+
q. We bekijken nu de vitdrukking y; .y — y;:

Yi+1 7 Yi
- (-"]‘-%—l—l—pﬂ] =x) T (xi+p+q — X;)

= (Xit pgt b Kitpieg) — (Xip1 — Xi).

De termen tussen haakjes na het laatste =-
teken hebben waarden p of —g. Het ver-
schil y; ;1 — y; is dus gelijk aan 0 of +(p +
q). Uit

Yo +yp+q +y2(p+q) e +ynép*q =0

volgt dat niet alle y;’s positief of alle nega-
tief zijn. In de rij

)’0:}'11)'21 Lot 7)’n—p~q~11ynfpfq7

zijn er dus twee buren die niet hetzelfde te-
ken hebben. ledere y; is een veelvoud van
p+ g en het verschil tussen opvolgende y;’s

is O of =(p + ¢). Hieruit volgt dat er een y;
gelijk is aan 0. |




Problemen

redactie: Dion Gijswijt

Fruit

Lisa koopt elke week fruit. Voor 3 appels,
2 bananen en een sinaasappel betaalt ze
f. 3,90. Een appel, 4 bananen en 2 sinaas-
appels kosten haar f. 4,80. Hoeveel moet
Lisa neertellen voor 3 appels, 4 bananen en
2 sinaasappels?

Magische kubus

Zet de getallen 1 tot en met 8 bij de hoek-
punten van de kubus, zodat de som van de
vier hoekpunten van elk zijvlak gelijk is.

Taxi

De huizen van een denkbeeldige stad zijn
gebouwd in 64 vierkante blokken, die alle-
maal even groot zijn en gerangschikt zijn
in acht rijen van acht blokken elk. De plat-
tegrond van deze stad ziet er dus uit als
een schaakbord. Een taxi-chauffeur moet
een rit maken van een hoekpunt van de
vierkante stad naar het tegenoverliggende
hoekpunt; hij wil de rit niet langer maken
dan nodig is. Op hoeveel verschillende ma-
nieren kan hij zijn weg kiezen?
Pythagoras, jaargang 3, nummer 4

Bamboe-probleem

In de ‘Kioetsjang’, een oud Chinees re-
kenboek van omstreeks 2500 voor Christus
vind je de volgende opgave. Een tien voet
hoge bamboestok werd geknakt. De top
raakt op een afstand van 3 voet van de wor-
tel de bodem. De vraag luidt: “Op welke
hoogte bevindt zich de knik?”
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Cijfersom
Zet elk van de cijfers 0 tot en met 9 in het
schema, zodat de som klopt. -




Oplossingen nr. 3

Dion Gijswijt

Op deze pagina worden de oplossingen van problemen uit het
vorige nummer besproken. Een volledige bespreking van
alle vragen en problemen is te vinden op de homepage.

p. 26, Dobbelen

De kans dat Amber, Bert en Carla alledrie
geen zes gooien is % X % X g = éfg Wil-

len ze alledrie verschillend gooien, dan zijn
er voor de tweede speler nog 5 mogelijk-
heden over en voor de derde speler 4. De
kans dat ze verschillend gooien is daarom
g - % X % = 5—21%. De kans dat geen van
drieén zes gooit is dus het grootst.

p- 26, Het huisje omcirkeld
De straal van de cirkel is gelijk aan de
lengte van een zijde van het huisje.

p- 26, 32 jaar geleden

Een vijthoek kan hoogstens 4 scherpe hoe-
ken hebben: . Een vijfhoek met alleen
hoeken kleiner dan 180 graden kan maar
3 scherpe hoeken hebben:

p- 26, Boeren-wiskunde

Twee geiten, een koe en een paard eten per
maand ‘—,t + 1 = 21 hooiberg. Een koe en
een paard alleen eten echter al 3 hooibergen
per maand! Wat de boerenzoon zei kan dus
helemaal niet!

21 Oplossingen

p- 26, Ordenen met drietallen
In drie stappen kun je de boeken in de juiste
volgorde zetten:
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p- 26, Kubus in bol in kubus

De lichaamsdiagonaal van de kleine kubus
is gelijk aan de diameter van de bol, die
weer gelijk is aan de ribbe van de grote ku-
bus. De lichaams-diagonaal van de kleine
kubus is daarom 1, zodat de ribbe 1/ V3 is.
De kleine kubus heeft dus een inhoud van

(V3 = SV3m

p- 26, De boshut

De driehoeken ABD en AT'S zijn gelijkvor-
mig, zodat ST = % X 14 = 7. Met be-
hulp van de stelling van Pythagoras krij-
gen we twee vergelijkingen: DS?> = x> —
7? en DS? = 30% — (x — 7). Hieruit volgt
x> — 49 =900 — x* + 14x — 49 en dus

x> — 7x — 450 = 0, met als oplossingen x =
—18 enx = 25. De wegen waren dus 25 ki-

lometer lang. » |
C




Hieronder volgt een overzicht van de verschillende wiskundige activiteiten die in de
komende periode voor middelbare scholieren georganiseerd worden.

Data voor deze agenda aanmelden bij het redactieadres.
Email: A.A.J.Lefeber@math.utwente.nl

Eerste ronde Wiskunde Olympiade (026) 3521294

Master class voor vwo-leerlingen, RU Leiden (071) 5277100/04
Over coderingstheorie, eindige projectieve vlakken,

het handelsreizigersprobleem, werken

met softwarepakketten.

Lezingenserie Hogeschool van Utrecht
dr. Marjolijn Witte
Het geslacht van de wiskundeknobbel (030) 2547230

kamp A voor 10-12 jarigen
kamp C voor 12-14 jarigen
kamp D voor 13-16 jarigen

VIERKANT Wiskunde kampen (020) 4447776
Tweede ronde Wiskunde Olympiade (026) 3521294
Internationale Wiskunde Olympiade (026) 3521294

Mar del Plata, Argentinié
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Oplossingen p.2en 3

Stroomopwaarts

Twee wieltjes

Het wieltje is twee keer rondgedraaid. Immers,
als de straal van een wieltje r is, dan heeft het
middelpunt van het buitenste wieltje een afstand
van 4rtr afgelegd. Als je je het middelste wieltje
‘uitgerold’ voorstelt, dan zie je dat het twee keer
rondgedraaid is.

Het wagenwiel
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Trappenhuisverlichting

Laat de bewoners alleen betalen voor de
verlichting die ze daadwerkelijk gebruiken.
Hun bijdragen verhouden zichdanals 1 : 2: 3 :
4: 5. De bewoners van de begane grond betalen
daarom samen 1/(1+2+3+4+5) van f.720.-,
dus elk f. 24,-. De overige bewoners betalen dan
respectievelijk f. 48,-, f. 72,-, {.96,-, en f 120.-.

Over de medewerkers

prof. dr. H. W. Broer

is hoogleraar dynamische systemen aan de RUG
prof. dr. J. van de Craats

is hoogleraar wiskunde aan de UvA en

de Open Universiteit

drs J. G. M. Donkers

is docent didactiek van de wiskunde aan de TUE
dr. L. J. van Gastel

is werkzaam bij het Expertisecentrum Computer
Algebra Nederland

D. C. Gijswijt

is student wiskunde aan de UvA

dr. K. P. Hart

is docent topologie aan de TU Delft

A.S. Haven

is freelance historicus te Utrecht

H. Haverkorn

1s leraar wiskunde aan het Mozaiekcollege

te Arnhem

drs. A. Heck

is werkzaam bij het Expertisecentrum Computer
Algebra Nederland

B. de Jongste

is recreatief wiskundige te Den Haag

dr. ir. T. Koetsier

is docent geschiedenis van de wiskunde aan de VU
prof. dr. H. A. Lauwerier

is emeritus hoogleraar toegepaste wiskunde

aan de UvA

ir. A. A. J. Lefeber

is AIO systeem- en besturingstheorie aan de U Twente
R. van Luijk

is student wiskunde aan de RUU

ir. J.B.M. Melissen

is wiskundige bij het Philips Nat. Lab

drs. W.R. Oudshoorn

is AIO algebra en meetkunde aan de RUG

ir. S. M. van Rijnswou

is OIO computeralgebra aan de TUE

prof. dr. F. Takens

is hoogleraar dynamische systemen aan de RUG
drs. C. G. Zaal

is OIO algebraische meetkunde aan de UvA




Pythagoras

Pythagoras wordt uitgegeven onder auspicién van de
Nederlandse Onderwijscommissie voor Wiskunde en richt
zich tot leerlingen van de bovenbouw van VWO en HAVO.
Pythagoras stelt zich ten doel jongeren kennis te laten maken
met de leuke en uitdagende kanten van wiskunde.

Abonnementen

Abonnees kunnen zich aanmelden op één van de volgende manieren.
Telefonisch: (070) 314 35 00, per fax: (070) 314 35 88

of schriftelijk (een postzegel is niet nodig):

NIAM b.v.

Antwoordnummer 97007

2509 VH Den Haag

Tarieven 96-°97

Een jaarabonnement op Pythagoras kost fl. 37,50
Losse nummers fl. 8,— of BF 160

Overige prijzen (per jaar):

Pythagoras Belgie BF 950

Pythagoras buitenland f1. 52,50
Pythagoras/Archimedes fl. 67,50
Pythagoras/Archimedes Belgie BF 1570
Pythagoras/Archimedes buitenland fl. 83,50

Reductietarief
Een ieder die meerdere abonnees aanmeldt op 1 adres, ontvangt
per 5 abonnementen een gratis jaarabonnement op Pythagoras.

Betaling

Wacht met betalen tot u een acceptgirokaart krijgt thuisgestuurd.

Bij tussentijdse abonnering ontvangt u alle nummers van de lopende
jaargang. Abonnementen zijn doorlopend, tenzij véor 1 juli
schriftelijk bij de uitgever is opgezegd.

Uitgever

NIAM b.v.

Neuhuyskade 94

2596 XM Den Haag

Telefoon (070) 314 35 00

Fax (070) 314 35 88

Gironummer 5513796

Bankrekening Belgie: ING Bank Brussel
reknr. 627-7064242-48 t.n.v. TMS




